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HOI DONG QUOC GIA

THAM DINH SACH GIAO KHOA
Ho vaTén Chiic vu Héi déng
Ong LE MAU HAI Chu tich
Ba CAOTHIHA Phé Chu tich
Ong PHAM DUCTAI Uy vién, Thu ki
Ong PHAM KHAC BAN Uy vién
Ong NGUYEN HAC HAI Uy vién
Ong NGUYEN DOAN PHU Uy vién
Ong NGUYEN CHIEN THANG Uy vién
Ba NGUYEN THIVINH THUYEN Uy vién
Ong PINH CAO THUGNG Uy vién
Ba VO THINHU TRANG Uy vién
Ong PHAM PINH TUNG Uy vién
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LOI NOI PAU

Cac em hoc sinh, quy thay, c6 gidao va phu huynh than mén!

Todn 11 -Cung khdam phd la mot su tiép ndi cac cudn sach gidao khoa Toan cung bo da cé
& cac |6p dudi, dugc bién soan nham dap ung yéu cau déi méi néi dung va phuong phap
day - hoc, huéng téi muc tiéu chuén bi cho hoc sinh hoa nhéap tét vai xa héi hém nay
va ngay mai. Sach duoc bién soan theo tinh than ké thira nhirng yéu té tich cuc clia
cac bo sach gido khoa Viét Nam thai ki trudc day, dong thai khai théc cé chon loc
kinh nghiém quéc té vé phét trién sach gido khoa hién dai va van dung nhirng |i thuyét
day hoc dang duoc thira nhan réng réai trén thé gidi.

Théng qua céc muc Mé ddu chuong, Khéi déng, Hoat déng, Luyén tdp — Vdn dung hay
Em cé biét, sach giao khoa Todn 11 - Ciing khdm phd xay dung méi lién két gitra Toan hoc
vGi cudc séng cling nhu cac mén hoc khac, gitip dé va khuyén khich hoc sinh iing dung
kién thuc thu nhan duoc khéng chi trong linh vuc Todan hoc ma con ca trong viéc giai
quyét nhiéu van dé ngoaiToan hoc. Cac hoat ddng xuyén suét Todn 11 - Ciing khdm phd
vGi phuang thic trinh bay da dang vira tao diéu kién dé hoc sinh trai nghiém, kham pha,
tu hoc, tu danh gia, vira thuan Igi cho gido vién t6 chiic cac hoat déng day hoc, vira giup
phu huynh kiém tra kién thtic clia cac em.

Plng nhu tén goi clia no, sach gido khoa Todn 11 - Ciung kham phd giup cac em
kham pha kién thuc va cé thé van dung dugc nhitng khai niém tuéng chirng nhu
trlru tuong vao viéc gidi quyét nhiéu van dé ctia khoa hoc va thuc tién.

Ban bién soan mong rang bo sach sé khoi ggi niém vui va hiing thu cho cdc em hocsinh
trong qua trinh tim hiéu toédn hoc. Chiic cac em kham pha dugc nhiéu diéu tha vi cla
thé gidi va nhan ra su hién dién khap noi cia toan hoc trong cuéc séng quanh ta.

Em hay gilt gin sach can than dé si dung dugc lau dai nhé!
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HUGNG DAN SU DUNG SACH

Céac chuong, bai ctia Toan 11 Tap 2 dugc trinh bay theo mét cau tric théng nhat, gébm cac muc:

Gidi thiéu chuong théng qua viéc thiét lap su lién hé gilra chii dé clia

1. M& dau chuong
néu trong dé muc nay.
2. Cac bai hoc: M6i bai hoc thudng dugc thiét ké véi cac phan:

chuong véi cac tinh huéng thuc tién. Muc tiéu hoc tap ciing dugc

HOAT PONG

nhirng ngii canh cu thé,

O KIEN THU'C TRONG TAM

=

vibu

LUYEN TAP
VAN DUNG

nhimng kién thic trong tdm cda bai hoc.

Thong qua trai nghiém, kham pha, hoc sinh tham gia vao viéc hinh
thanh kién thiic mdéi, nhéan ra ting dung cuia kién thic dé trong

Pugc dat trong khung mau véi biéu tugng béng dén, trinh bay

Cung cép vi du ¢6 1&i gidi d€ minh hoa, gitp hoc sinh nhan thay
cac y tuéng hay lap luan toan hoc dugc dién dat ro rang va chinh

xac bang ngén ngii toan hoc nhu thé nao, kién thirc vira hoc cé thé
dugc st dung ra sao.

Tao co héi cho hoc sinh st dung kién thiic vira hoc vao viéc gii
quyét nhitng van dé cu thé cta todn hoc hay cua thuc tién, qua dé
hinh thanh va phat trién cac ki nang gan vdi kién thic dang ban dén.

BAITAP

3. On tap chuong

G6m mot hé théng bai tap tir don gian - ap dung truc tiép cac khai
niém toan hoc vira dugc nghién ciu, dén nhiing bai doi héi viéc
van dung kién thiic Toan hoc & muc dé cao hon vélap ludn, ki nang.
Nhiéu van dé thuc tién dugc dua vao, gitp hoc sinh nhédn ra y nghia
clia kién thuc vira hoc.

Qua héthéng baitdp én tap (tu luan va trac nghiém), hoc sinh cé
thé kiém tra lai hiéu biét cia minh vé cac khai niém va y tudng
quan trong dugc nghién ctiu trong chuang, két néi chiing véi
nhau trong viéc gidi quyét nhiing van dé da dang.

Bén canh d6, trong cac bai cdn c6 thém mét s6 dé muc bé trg sau day:

@ Ghichii/ Luuy

Nhdn manh hoiac mdé
rong kién thdc, chua thich
nhing théng tin quan
trong lién quan dén cac
khai niém cét 16i.

NHAC LAI

Nh3c lai nhiing khai
niém hodc dinh nghia
ma hoc sinh da hoc
trudc do, tir dé tao méi
lién hé gilia ching vai
cac chu dé dang duoc
nghién ciiu.

®PTHAO LUAN

Piat mét s6 ciu hoi
lién quan dén céc khai
niém ma hoc sinh dang
hoc nham thic day su
tuong tac tich cuc, chl
déng gila gido vién véi
hoc sinh va gilta hoc
sinh vé&i nhau.
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Gidi thiéu mét s6
cau chuyén thu vi
vé toan hoc, lich st
toan hoc va cac nha
toan hoc.
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Phan GIAI TiCH

Lam thé nao dé du dodn
su'gia tang dan s6?

CHUONG

Thuc té cudc séng dat ra nhiing van
dé ma viéc st dung cac ham s6 da
thuc, phan thuc, lugng giac khong
thé gidi quyét thoad dang. Chang han
du béo dan sé trong tuong lai; tinh
toan soé tién dau tu cé dudc tu viéc
gui tiét kiém, tinh toan phuong an
tra gop tién vay pht hop; xac dinh dé
manh clia tran dong dat hay xac dinh
dé pH cla dat trong;... Ham sé ma
va ham sé l6garit la cac cdng cu todn
hoc dugc sit dung phé bién nhat dé
mé hinh hoa nhing van dé nhu trén,
nhét |a vé du bao.

H\ nr ~ .
I A A’IA .t

¢
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Nhan biét duoc khai niém luy thita vai s6 mi
nguyén, s& ma hdiu ti va sé mi thuc; khai
niém légarit co s6 a clia mét s6 thuic dudng;
Giai thich va sir dung dugc cac tinh chat
cla cac phép tinh luy thira, phép tinh
|6garit trong tinh toan;

Nhan biét dugc khai niém va nhan dang
dugc do thi cha ham sé ma, ham so
|6garit; giai thich dugc cac tinh chat cla
ham s6 m( va ham so6 l6garit théng qua
do thi cia chung;

Giai duoc cac phuaong trinh, bat phuong
trinh m, logarit & dang don gian;

Giai quyét dugcmot so van dé lién mon
hoac lién quan dén thuc tién gan véi
cac kién thuic vé mi va logarit.



D LUY THUA
"
Chung ta da biét cé nhiéu s6 thuc dugc viét & dang luy thira, chdng han nhu 9 = 32 4 (%)2 hay 526

] E -
1000 000 000 (1 ti) dugc viét gon la 10°. Cé hay khéng nhiing s8 thuc dugc biéu dién & dang 37,357
Hay cé cach nao biéu dién ngan gon sé 0,000000001 (1 phan 1 ti) khéng?
o Luy thira véi s6 mii nguyén

HOAT PONG 1

Minh tinh dugc

Minh ding

2=8va3=0. mdy tinh va cé
Khéng biét c6 s& ” két qua day.
27, 372 hay khéng?

A, nhu' vdy minh biét cdch
tinh s6 a™" véi moi s6 thuc a
va s6 tu nhién n roi.

Hai ban da suy luan cach tinh a™ nhu thé nao? Cé hay khéng s6 07°?

'j Cho n la mét sé nguyén duong.
« Véialasé thuc tuy y, luy thira bac n ctia a la tich cda n thira sé a.
a'=a.a.a....a

» nthliasé a
- Voia #0:

Trong biéu thiic a", ta goi a la co 56, s& nguyén n la sé ma.

Luuy:

« VGia#£0thia’=1.

. 0°va 07"véSin € N khéng cé nghia.

- Ngudi ta thudng ding cac luy thiia ctia 10 vai s6 mii nguyén dé biéu thi nhitng sé rat I6n va nhiing
s6 rat nho. Chang han:
— Khdi lugng ctia Trai Dat |a 5,972.10%* kg (nguén: https://khoahoc.tv/trai-dat-nang-bao-nhieu-kg-va-

lam-cach-nao-de-can-duoc-no-95908);

— Khéi lugng ctia nguyén ti hydrogen la 1,66.10* g (nguén: https://www.ciaaw.org/hydrogen.htm).

Ngudi ta chiing minh dugc rang: Luy thira véi s6 mi nguyén cé cac tinh chéat tuong tu luy thira véi
s6 mi nguyén duong.

- Chuong 6 - HAM SO MU VA HAM SO LOGARIT
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-,/
Cho a, b 1a cac sé thuc khac 0 va véi cic sé nguyén m, n, ta cé:

am.a"=qgm" (a.b)m=ag™. bm
am _ am a”
EEt (_) =Tm
a b b
(g™ = g™-"

ViDu 1

a) Khéng dung may tinh cam tay, tinh gia tri biéu thic:

A= (%)_m 2732 +(0,2)*. 252+ 128" (15)9

b) Rutgon biéu thuc:

1+a)™’

-3
= a S @#0,a#1,a+#-1).

—da

a2 2\5]‘
a'l 1

Giai
a) A=(3T7)70,(33)2+ (5N (59 2+(27)71.2T)?
=3"0,39454 54427 29=3"4+5°4+22=8,

b) Tac6B=[av2(1 +a2)—2\/§a]-ﬁ

= (aV2 +a*v2 - 2aV2)- P
=aV2(@-1) ————=12.

ala*-1)

)
)

2:474 (3‘2)‘3(

o|—

Khéng diing may tinh cam tay, tinh gia tri biéu thic K =
52.257+(0,7)°

N|—

VAN DUNG 1

4

Nguyén tir cla mdt nguyén t& gém cé proton, neutron va electron. Mét electron cé khéi lugng
9,1083.107" kg va bang 5.107* Ian khéi luong ctia mét proton (nguén: http://bachkhoatoanthu.
vass.gov.vn/noidung/tudien/Lists/GiaiNghia/View_Detail.aspx?ltemID=34760). Tinh khaéi lugng
mot proton.

VAN DUNG 2

Néu mét ngudi gui s tién A vdi lai suat kép r méi ki thi sau n ki, sé tién Tngudi ay thu dugc ca
von lan lai dugc cho bdi cong thic T =A(1 +1)".

Mét nguai gui 150 triéu déng vao mét ngan hang theo thé thuc lai suat kép véi lai suat c6 dinh
la 8,4%/nd@m. Néu theo ki han la 1 ndm thi sau 3 nam, ngudi dé thu dugc ca véon va tién lai la
bao nhiéu triéu déng (lam tron két quéa dén hang phan tram)?

TOAN 11
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o Luy thira véi s6 mi hitu ti
HOAT PONG 2

Tim mét s6 thuc a cho méi dau "?" trong bang sau:

a’=7 a'=-16 a*=-8 a’=10 a =32

G 18p 9, ta da biét can bac hai ctia mét sé thuc khéng am b 1a s6 a sao cho a® = b va can béc ba cta
moét s6 thuc b 1a s6 thuc a sao cho @’ = b.
Mét céch tong quat, ta cé khai niém can béc n clla mét sé thuc b nhu sau:

I/ Cho s6 thuc b va s6 nguyén duang n (n = 2). S6 a duogc goi la can bac n cllasé bnéua” =b.

Luuy:
. V&inlévab € R, c6 duy nhat mét cin bac n cla b, ki hiéu la Vb.
« VGin chan va:
b < 0: Khéng ton tai cén bac n cla b;
b=0:Cémébtcdnbicncliablaséo;
b > 0: C6 hai can béc n trai dau, gia tri duong ki hiéu [a Vb va gia tri am ki hiéu 1a -Vb.

HOAT PONG 3

a) Hay dung may tinh cam tay dé tim két qua cho méi dau "?" (véi 9
chirsé thap phan). 5% -7 352 ~ 7
b) Tl cac két qua & cau a), hay du doan méi quan hé gitia hai s6

5
— L f = - - a oo s
a" va Va™ véia > 0vam,nlasétunhién,n = 2. I E

Cho s6 thuc aduong va sé hitu tir = %,trong dém e Z,ne N,n > 2.Luythlactasd a vdi
s6 mu r, ki hiéu a” xac dinh béi:

m
n

a=a =Vc1_m.

1
Luuy:a"=Vavsia>0vaneN,n=> 2.
Ngudi ta chithg minh duoc rang:

1'/ Luy thira véi s6 mi hiiu ti ctia sé thuc duong cé day di céc tinh chat nhurluy thira véi sé mi nguyén.

Chuong 6 - HAM SO MU VA HAM SO LOGARIT
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vViDu2

1

! - 3
a) Khéng dung maéy tinh cdm tay, tinh gia tri biéu thic A = (%)3 +9 2,
6 6
5 5
b) Rtgon biduthitc C= 2" (x5 0,y > 0).
Vx + Yy
Giai
1 3 3
YRR I N B WY/~ I I Y A I W B
A Taco(57) ={37=3:97=¥0" =5 =({5) = %
1 3
(1Y, ,o2_1,1_10
VayA=(57)+9 =3+ 57=5; o
.. - . . _ . xy (x5 +ys)
b) VG&i x, y la nhitng sé duong, theo dinh nghia, tacé C = =
X5 +ys

) 2 -0,75
Khéng diing may tinh cam tay, tinh gia tri biéu thic B = 273 +(11—6) — 2595,

m Luy thira véi s6 mi thuc

HOAT PONG 4
EXE

O 16p dudi, ta da biét s6 V2 1a mot s6 vé ti duoc biéu dién dudi 1 1 ?
dang s6 thap phan vé han khéng tuan hoan: 2 14 ?
V2 = 1,414213562... 3141 ?
Goi r_lasé hitu ti dugc tao thanh tirn chif s6 dau tién duing dé 4 1,414 ?
viét V2 3 dang thap phan,n=1,2,...,10,... 5 01,4142 ?
a) St dung may tinh cam tay, hay tim cac s6 5 tuong tng (vdi 6 141421 ?
9 chit s6 thap phan) cho méi dau "?" trong bang bén phai. 7 1414213 -
Ngudi ta chiing minh dugc ring khi n — +oo thi day s3 ' '
g |Rac( ngamn?” celug |n oo;2 i day s6 8 | 14142135 .

(5) dan dén mét gidi han ma ta ki hiéu la 5",
9 |1,41421356 ?

b) Strdung may tinh cam tay, tinh 52 (véi 9 chii s& thap phan).
10  1,414213562 ?

Cho a la mét s6 duong, a la mét s6 vo ti. Ta thira nhan rang luén c6 mét day sé hiru ti (r) 6 gidi han
la @ va day sé tuong tng a™ ¢6 gidi han khong phu thuéc vao viéc chon day s6 (r).

Cho s6 thuc a duong va sé vé ti a, trong dé a = IiT r V6i(r )la mét day s6 hitu ti. Gigi han
n—"Too
clia day sé (a) goi la luy thira clia s6 a véi sé mi «, ki hiéu a“.
o

- I, ,e o
a‘= lima"véia= lim r
n—too n—Too

TOAN 11
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Luuy:

. TU dinh nghia, tac6 1% = 1(a € R).

« Khi xét luy thira v&i s6 ma 0 va s6 mii nguyén am thi co sé khac 0.
- Khi xét luy thira véi s6 mi khéng nguyén thi co sé phai duong.
Ngudi ta chitng minh duoc rang:

I/ Luy thira véi sé6 mi thuc cia mét s6 thuc duong cé cac tinh chat tuong tu luy thiia véi sé mia nguyén.

vipu3s
[ RG b'“’ ha av'5+| ) az—v‘s
ut gon biéu thucE = @ )7 (@>0).
Giai
, av‘s+|+2—v‘5 as
Tacofzmzﬁzas.
L

. » . (GV'B—I)*.-"SH
RutggnbleuthUCW (a > 0).
BAITAP
6.1. Hay tinh:
2 2 3 3 1 \075 _5
a) 95.275-1444:94 b) (ﬁ) +0,25 2.

6.2. Cho sé thuc duong a. Hay viét cac biéu thiic sau dudi dang luy thira véi sé ma hiiu ti:
1 1 4
a) az. a?.%; b) a3: Va.

6.3. Cho s6 thuc duong a. Hay rat gon cac biéu thic sau (gid si méi biéu thirc déu cd nghia):
a0 12 1
a?(a 3+a3)_ b) GS(W—SVG_1)_
1, 3 N 2
a*(Va-Va?

a*(a®+a 4

a)

6.4. Dansésaunnam dugc udc tinh theo cong thicP = P e™, trong
dé P_la dén s6 ctia ndm lay lam méc tinh, r la ti 1é tadng dan s6
hang nam, e la mét s6 vo ti xap xi 2,71828 (xem thém muc Em
c6 biét?). Biét rang nam 2020, dan sé thé gidi la 7,795 ti ngudi
(nguén: https://danso.org/dan-so-the-gioi-theo-nam). Gia st ti |é
tang dan s6 hang nam cla thé gidi la 1,05%. Hoi dan s thé gidi
vao nam 2035 khodng bao nhiéu ti ngudi (két qua lam tron dén

hang phan nghin)?

- Chuong 6 - HAM SO MU VA HAM SO LOGARIT
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27 EM CO BIET
1. Lai suat kép
Ngudi ta cé thé g tién vao ngan hang véi thé thirc 1ai suat kép theo
dinh ki. Theo thé thiic nay, néu dén cudi ki han nguai gui khéng rut tién ReAn HArD @
i ra thi tién lai dugc tinh vao von dé tinh 1ai suat cho ki han ké tiép. @
Nhu vay, néu mét ngudi gui sé tién A véi lai suat r cho méi ki han thi sau ®
n ki han, sé tién nguai dy thu dugc ca vén lan lai la:
T=A(1+1)"
2. Lai suatkép liéntucvasde
Gia sUr ta chia méi ndm thanh m ki dé tinh lai va gilr nguyén |ai suat méi nam la r thi lai suat méi

Hinh 6.2

kila %v'a s6 tién thu duoc sau n ndm (hay sau n.m ki) Ia A(‘I +%)n'm(*).

Theo thé thic lai suat kép, mét ngudi gui A = 10 triéu déng vao ngan hang vdéi lai suat r = 7,56%
mé&i nam. Ap dung céng thic (¥), ta c6 bang duéi day cho biét s6 tién thu dugc ca vén lan lai sau
n =2 nam theo cac dinh ki:

Dinh ki S6 tién thu dugc ca von lan lai
Pinhkinam (m=1) 11,5691536
Dinhkiquy (m=4) 11,61589019
Dinh ki thang (m = 12) 11,62677705
Dinh ki ngéy (m =365) 11,63211069

Tl két qua trén, ré rang khitang sé ki m trong mét nam thi sé tién thu dugc sau n ndm (tic n.mki)
cling tang theo. Haéi ta c6 thé tdng s6 ki m (theo gig, gidy,...) dé sé tién thu duoc |a vé han khéng?

Cau hoi trén dan ta dén bai toan tinh gidi han clia day s6 sau:S = A(I +#)n'm, vGi A, r, n cé dinh.

m
r m

- o L n.m _
TacsS, =A(1+L)" =A. (1).
Dé xét gidi han cta day (1), ta can xét gidi han mll__ngm(f +L)T.

X
Mét cach téng quat, ta xét gidi han Jlrpm(1 + %) .

Ngudi ta chiing minh dugc gidi han & trén ton tai, la mét sé vé ti ¢ gia tri xap xi 2,718281828 va
duoc ki higu la e.Vay lim (1+ %) —2,718281828... (2)
Tu (1) va(2),suyralimS_=A.e".
Thé thiic tinh 13i kép khi m — +oc goi la thé thic 13i suat kép lién tuc.
Nhu vay, véi s6 vén ban dau la A, theo thé thic 1ai kép lién tuc, lai suat r mdi nam thi sau n nam
gui s6 tién thu vé ca von lan lai la
S=Ae" (3)
Céng thic (3) dugc goi la cong thic lai suat kép lién tuc.

Nhiéu hién tuong tang trudng (hoac suy gidm) clia tu nhién va xa héi, chang han su gia ting dan sé,
cling dugc tinh theo céng thiic (3). Vi vay, cong thiic (3) con dudc goi la cong thic tang trudng ma.
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@ LOGARIT
/ .

Biét 2* = 8; 2* = 16. Hbi c6 tén tai s6 thuc x sao cho 2" = 10 khéng?
@ «hiiniem logarit
HOAT PONG 1

Tim mét s6 thich hgp cho mbi dau "?" trong bang sau, biétb = 2

« -2 -3 ? ? ?

[ ? ? 16 V2

B|=

Cho ala mét s6 thuc duong, a“ = b dua dén hai bai toan ngugc nhau:

1. Biétq, tinh b;

2. Biétb, tinha.

Baitodn 1 la tinh luy thira véi sé mi thuc ctia mét sé.

Da&i véi bai todn 2, ngudi ta chitng minh dugc réng véi hai s6 thuc duong a, b va a # 1, luén tén tai
duy nhét sé a sao cho a“ = b. Tirkét qua nay, hinh thanh khai niém lay |6garit ctia mét sé.

1. Pinh nghia

Cho hai sé thuc duong a, b va a khac 1. S6 thuc a thod man dang thic a® = b dugc goi la
|6garit co s6 a clia b, ki hiéu log_b, nghia la
a=log b a“=b.

Luuy:

- Khéng ton tai légarit cGia sé am va s6 0.

- Légarit co s6 10 cia mét sé duang b la [6garit thap phan cda b, ki hiéu logb hay Igb.

- Légarit co sé e clia mét s6 duong b 1a [6garit tu nhién (hay |6garit Né-pe) clta b, ki hiéu Inb.

vibu1 Huéng dan st dung may tinh cam tay

[ Tinh: Thi tw bam phim Két qua
a) IogES;
b) log, 4; a) G2 /@D s =
2

c) Iogsf-
Giai b EB E D@D
a) log,8=3vi2’=8. (4 ])(=]
b) lo 4=—2v'|(l)_2=4 . S

o 2/ Tt ) @G e e 2
<) Iogsz.l—7=—3v'|3‘3=%- (7])(=)

- Chuong 6 - HAM SO MU VA HAM SO LOGARIT
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2. Tinh chat
HOAT PONG 2

Tir Binh nghia, véia > 0,a # 1va b >0, ta cé:
a=log b(1) e a“=b(2).
Tim mét s8 hodc biéu thic thich hop cho méi 6 ?
a) Tu(l),khib=1thia=[7? ; b) Tu(1),khib=athia={7? }

) Thay b tir(2) vao (1), ta dugc( ? d) Thayatir(1) vao (2), ta dugc( ? |

Cho a la mét s6 dudgng khac 1, b la mét s6 duong va sé thuc a.

log 1=0 a9’ = p
log,a=1 log (a) =«
Vi DU 2
7 Tinh:
a) 3097 b) log, \/;;'
7
Giai ;
_ e 1 _ Tvz_ 3
a) 320935 = (3l0935)2 = 52 = )5 b) Iog%\/% = It::g%(j)2 =3
1
1 1 |°95?
. . . 7Tunf 1
Tlnhlog1000,|og7;3_9,logz4 Va(25)

o Quy tac tinh légarit

1. Logarit ciia mot tich va logarit cia mot thuong

HOAT PONG 3

Chobaséduonga, b, b,vaa # 1.Datx=log b.; y=log b
a) Tinh b1, bztheo ax\y.

b
b) Tinhlog, (b b)), log, (b—') theo x, y.

2

2

Cho ba s6 duonga, b, b,va a # 1. Khi do:
log (b,b.)) =log b, +log b,

b
log,, (b—’) =log_b,-log_b,.

2

Luuy: Ioga% =—log,b.
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vibu3s

T Khéng sir dung may tinh cam tay, tinh gia tri cac biéu thic sau:

a) A=log,3+log,12; b) B=log,21-log,147.
Giai

a) A=log 3+log,12=1log (3.12) =log 36 = 2.

b) B=log,21-log,147 = Iog?% = Iog?%= log,(7)"' =-1.

Khéng sir dung may tinh cam tay, tinh gia tri cac biéu thic sau:

a) M:|og12+|og1%+log1%; b) N:Iog515—|ogsx/§—log5\/7_5.
2 2 2

2. Logarit ctia mot luy thira
HOAT DONG 4

Cho hai sé duonga,bvaa # 1.Dat x= Iogab.Tl'nh Ioga(b”‘) theo x (@ € R).

Cho hai sé6 duong a, b va a # 1.Véi moi q, ta cé:
log b“ = alog,b.

Luu )?:Ioga”\/_ - %Iogab (heN,n=2).

vibu 4
3

Choa =log,x; b= log,y; c=log,z. Tinh log, (i) theoa, b, c.

Vv .z

L

Giai

3
V. 3 1 1
Icn_:]3(y2 :’(24 = log, Vx — (log,y* +log,z") = 3 log,x—(2log,y+4log,2) = 3 a-2b-4c.

Khéng st dung may tinh cam tay, tinh gia tri biéu thuc:
A= Iogsw/?_x—%logs12+3 Iogsg\/S_O.

3. DGicoso

HOAT PONG 5

Chobaséduonga,b,ga# 1,c# 1.Datx = log_a; y =log_b.
a) Tinha, bva log_b theoc x, y.
b) Suy ra hé thic lién hé giltalog b, log avalog b.

10 Chuong 6 - HAM SO MU VA HAM SO LOGARIT
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Cho ba sé thuc duong a, b, c véia # 1vac # 1.Khidé:
lo
lo

_ log.b _
log, b= g.a haylog b =log_a.log_b.

Luuy:

» Véia, b la hai s6 thuc duong khac 1, tacélog b =

1

haylog b.log,a=1.

log,a
« Vi ala mét s6 duang khac 1, b la s6 thuc duong va a # 0, tacélog b = %Iogab.
vViDus
T a) Khéng st dung may tinh cam tay, tinh gia tri ctia biéu thic Iogl(logs4 .log,3).
b) Choa = log,45. Hay tinhlog, 5 theo a. *
Giai
]
a) Iogl(log34 .log,3) = Iogl(Z log,2.log,3) = |ogl2 =log, .2 = -5
4 4 4
b) Tacéa=log,45 =log,(3°.5) = 2log,3 +log,5 = 2 +log,5.
o Ioggs a—2
| Suyralog,5=a—-2.Vaylog, 5= log.45 = a .
a) Tinh gia tri biéu thic A = log, 3.log4.log ;5.
b) Choa=log,5;b =log,3.Tinhlog,60theoava b.
@ Mét sé (ing dung trong thuc té
1. D6 manh cha tran dong dat
Nam 1935, nha dia vat Ii Charles Francis Richter (1900 - 1985) e
ngudi My da dinh nghia d6 manh clia mét tran déng dat I3 3 ffﬁ‘l
|
R=log4- (dé Richter) |
0 |
Trong dé, A la bién do téi da (dugc do bang bién dé ciia may do HM’W"'
dia chan (dia chan ké) cach tam dong dat 100 km) va A la bién do - {
"chuan" (A,= 1 micron = 10~ mm).
(Nguén: https://www.britannica.com/science/Richter-scale) Hinh 6.3. Mdy do dia chdn ngang

ViDU 6

L

Tran déng dat & Loma Prieta nam 1989 [am rung chuyén thanh phé San Francisco (My) manh
7,1 dé Richter. Tran déng dat & thanh phé nay nam 1906 c6 bién dé gap 5 lan tran déng dat
nam 1989. Hoéi tran déng dat nam 1906 manh bao nhiéu dé Richter?

(Nguon: https://thanhnien.vn/hiem-hoa-dong-dat-tai-viet-nam-post208415.html)

Giai

Tran déng dat nam 1989 manh 7,1 d6 Richter, gid str cé bién dé bang A, vaytacé 7,1 = IogAi-
0

Page 17



12

Tran déng dat nam 1906 c6 bién dé manh gap 5 lan nam 1989, tiic bién dé bang 5. A. Vay né cé

A A

dé manh bang |0g5T = IogA—+ log5 = 7,1+0,7 = 7,8 do Richter.
0 0

G Chile, vao nam 1960 c6 mét tran dong dat manh 9,5 dé Richter va vao nam 2010 cé mét tran
déng dat manh 8,8 do Richter (nguén: https:/tuoitre.vn/chile-hung-hon-8000-tran-dong-dat-
chi-1-nam-20180105095629112.htm). Hoi bién dé cla tran déng dat & Chile vao ndm 1960 gap
bao nhiéu |an trdn déng dat xady ra vao nam 2010?

2. Po6 pH trong hoa hoc e

| i
Trong méi dung dich, néng dé ion hydrogen [H*] i Nudcthodt tircacmé L=t

x , . - . . i Acid ac quy <1,0
dac trung cho tinh acid, nong dQ.ION h}t'droxyl ! Dich vi da day 20 K
[OH7] dac trung cho tinh base (kiém), nong dé i Nuéc chanh “
, . P Lea { Thifc uéng c6 ga T
tinh bang mol/I (ki hieéu M).  Gigm 2.9
0 25°C, d6i véi moi dung dich, tich [H'].[OHT] la i Nu6c cam hay tio 3,5

e Lk oLk 14 i Caphé 5,0 i
mét hang s6 va bang 1077, | Nudrc che 55
Nudc tinh khiét & 25°C ¢6 [H'] = [OH] = 107" i Mua acid e

o a 7 1 . isna |65 |
Neu néng do [H'] Ion hon 107 thi dung dich €&y g o ke
tinh acid, nong do [H'] nho hon 107 thi dung dich i Nuéc bot cia ngudi khoé manh
6 tinh kiém. | Mau [ 73a-785 F
o iNuécbién |80 §
Vi cac nong dé nay la nhiing so rat nho nén dé ! Xa phong
xac dinh tinh acid (tinh base) cia mét dung | Ammonia ding trong gia dinh IR |
, e v ) . : Chattay 125k
dich, nguai ta xét chi sé (hay dé) pH (potential of | Thuéc giat quan do I

hydrogen, Soren Peter Lauritz Sorensen, 1909)

pH = -log[H"]. Hinh 6.4

Nhu vay, dung dich véi d6 pH bang 7 sé dugc coi la trung hoa, dé pH < 7 la acid, d6 pH > 7 |a base.
(Nguén: https:/web.archive.org/web/20031231103335/http://encarta.msn.com/encyclopedia_761552883/pH.html)

ViDu 7

L

Biét bia c6 [H']=0,00008 va rugu ¢ [H]=0,0004. Héi bia va rugu cé tinh acid, base hay trung hoa?
Giai

Bia c6 [H']=0,00008 = 8.10° nén dé pH cla bia la —log(8.10™°) = —(log8 - 5) = 4, 1.

Rugu cé [H'] = 0,0004 = 4.10* nén dé pH cha ruou la—log(4.107%) = —(log4— 4) = 3,4.

Vay dé pH cua bia va rugu nhé hon 7 nén bia va ruou déu ¢é tinh acid.

Lugng mua c6 tinh acid 16n nhat tirng do dugc xdy ra & Scotland vao nam 1974; d6 pH ctia né
la 2,4 (nguon: http//www.vacne.org.vn/mat-an-ninh-moi-truong-do-thien-tai/212198.html). Tim
néng dé ion hydrogen.

Chuong 6 - HAM SO MU VA HAM SO LOGARIT
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BAITAP

6.5. Khéng sir dung may tinh cdm tay, hay tinh:
a) Ioggﬁ; b) 4993 q 27"%% d) 9"9:2%

6.6. Rutgon biéu thrc:
a) log,6.log.9.log, 2; b) log, b*+log .b*".

6.7. a) Choa=log,,3;b=log,,5. Haytinhlog, 1350 theo g, b.
b) Cho c=log,,3.Hay tinhlog, 15 theo c.

6.8. M6t qua nho cé dé pH bang 3,5 va muéi né (baking soda) c6 dé pH la 8,0. Héi néng dé ion
hydrogen ctia nho gap khodng bao nhiéu lan so vdi néng dé ion hydrogen clia mudi nd?

6.9. Tinh do manh (R - do Richter) ctia cac trdn dong dat khi biét bién do A sau day (cho A = 1):
a) A=39811000; b) A=12589000; c) A=251200.

77 EM CO BIET

Vai nét vé lich sif cia khai niém légarit
TU thé ki ITII TCN, Archimedes da quan sat va dua ra khai niém
rang "bac" cia mét sé tuong duong véi s6 mi cua luy thiua
co s6 10° = 100 000 000. Ong ciing nhic dén quy tic nhan
hai s6 véi nhau bang céch céng "bac" clia chiing lai véi nhau.
Nguyén li nay vé sau la mét co s& dan dén su ra d&i khai niém
l6garit. Khoang 1 000 nam sau do, Virasena, mét nha toan
hoc ngudi An P&, tim ra khai niém ardhacheda: S6 1an mét
s6 c6 thé chia hét cho 2. V&i luy thua cha 2, dé chinh la gia
tri nguyén cda légarit co s6 2. Ong cling da phat hién va gidi John Napier (1550 - 1617),
thiéu thém hai khai niém tuong tu |a trakacheda (co s6 3) va ngudi phat minh légarit
caturthacheda (co s6 4). Nam 1544, Michael Stifel, nha toan hoc ngusi Duc, cho xuat ban cuén
Arithmetica Integra c6 chita mét bang sé nguyén va luy thira cia 2 tudng Ung, ma khi ddo nguoc
cac hang lai thi cé thé duoc xem la dang ban dau ctia bang 6garit.

Khai niém légarit do John Napier (1550 — 1617), nha toan hoc ngudi Scotland, cong bé lan dau tién
vao nam 1614 trong mot cudn séch cé tua dé la Mirifici logarithmorum canonis descriptio. N6 c6
lién quan dén cac diém chuyén déng thang: Napier da tudng tugng mot diém thi nhat P chuyén
déng dén diém cudi ctia mét doan thang vdi van téc giam dan va diém thu hai L chuyén déng
déu trén moét nira dudng thang véi dé dai vé han, sau dé lién hé khoang cach gilra P véi diém cudi
cla doan thang va gilra L vdi diém dau cia nira dudng thang dé néu ra dinh nghia l6garit. Phat
hién nay dugc danh gid cao va nhanh chéng lan rong sang nhiéu quéc gia khéc, bao gém Trung
Qudéc va mét s6 nudc & chau Au trong nhirng ndm sau dé. Jost Biirgi cling tim ra |6garit mét cach
déc 1ap nhung xuét ban céng trinh clia minh sau nam sau Napier. TU logarithmorum ctia Napier
trong tiéng Latinh cé ngudn géc tir tiéng Hy Lap, chi mét sé biéu thi ti s6: Aoyog (logos) cé nghia
la "ti s&" va ap1Buog (arithmos) cé nghia la "sé".

(Nguén: https://archive.org/details/johnnapierinvent00hobsiala/page/n3/mode/2up;

https://archive.org/details/historyofmathema00boye/page/125/mode/2up)
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@ HAM SO MO VA HAM SO LOGARIT
e

Biét rang nam 2020, dan sé Viét Nam la 97,853 triéu ngudi va ti lé tang dan s& nam dé la 1,14%
(nguén: https://gso.gov.vn/dan-so/). Cho biét su tang dan sé dudc udc tinh theo cong thiic S = A.e™,
trong dé A 1a dan sé clia nam lay lam méc tinh, Sla dan sé sau n ndm, rla ti 1é tang dan s6 hang nam.
Gia surti lé tang dan sé khong doi trong thai gian tdi.

- Vao nam 2030, dan s6 Viét Nam dat bao nhiéu triéu ngudi?

- Vao nam bao nhiéu thi dan sé Viét Nam dat 120 triéu nguai?

Hai cau héi trén lién quan dén nhitng ham sé nao?

o Ham s6 mii
1. Dinh nghia
HOAT DONG 1

Cho biéu thiic y = 2%, trong dé x [a mét s thuc lay gi tri tuy y.
a) Hay tinh gia tri ctia y tuong (tng v&i méi gia tri clia x dugc cho trong bang sau:

X 3 0,5 —% V2 -3

y ? ? ? ? ?

b) V&i méi gia tri clia x, ta tinh dugc bao nhiéu gié tri ctia y? y ¢6 phai la ham sé clia x khéng?
Visao?

c) Biéuthticy = (-3)* cé xac dinh mét ham sé khi x 1ay gia tri trong tap sé thuc R khéng? Vi sao?

Téng quat, ta cé dinh nghia:

I/ Cho a la mét s6 thuc duong va khac 1. Ham sé y = a* dugc goi la ham sé mi cosé a.

Luu y:

- Himséy=a"(a > 0,a # 1) c6 tap xac dinh la R va tap gia tri la (0; +oo).
- Ham sé y = a” lién tuc trén R.

« Véia=1thiy=1"=1véi moix € R.

ViDU 1

T Ham sé nao sau day la ham s6 mi? Tim co sé clia ham s6 m( dé.
a) y=2% b) y=(W2-1)5 o y=e% d) y=x"
Giai

a) Ham sé y = 2*1a ham s6 m(i véi co sé bang 2.

b) Hémsé’yz(\@—'l)xl“:\hémsé’mﬁvé‘icdsfibéng\/i—'l.

c) Hamsé y = €* 1a ham sé m vdi co s6 bang e.

d) Ham sé y = x° khéng phai la ham sé mi, vi co' sé khdng phai la hang sé.

- Chuong 6 - HAM SO MU VA HAM SO LOGARIT
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Trong cac ham sé sau, ham sé nao la ham sé mu, véi co sé bao nhiéu? Vi sao?

a) y=3% b) y=(-m% A y=x%

2. Pothicilahamsomiy=a*(a>0,a#1)

HOAT PONG 2

Cho ham s6 y = 27 c6 dé thi la (C) va ham s6 y = (5-)'

c6 db thi (C,).

a) Hoan thanh bang gia tri sau va biéu dién trong
mat phang Oxy:

b) Vé dudng cong néi cac diém thuéc (C) (theo thu tu
hoanh dé tang dan) va mét dudng cong khac néi cac
diém thuoc (C) (theo thir tu hoanh dé tang dan).

d) y=4"

-3 -2

-1

o

1

Hinh 6.5

Hinh anh thu dugc & Hoat déng 2 chinh 1a hai dang dé thi cia ham sé ma.

L ]

)

Do thictiaham sé mi y =a*(a > 0, a # 1) c6 dang nhu sau:

- Ham s6 y = a* dong bién trén R khi a > 1va nghich biéntrén R khio <a < 1.

« V&ia>1thi lima*=0; lima* = +c.
X——oo X—+oo

. V6i0<:a<:1thiJlmma‘=+oo;Jirpa”=0.

YA

—_—

Ham sé mi y = a*(a > 0, a # 1) c6 tap xac dinh la R va tap gia tri 1a (0; +o0).

- D6 thi (C) cia ham sé y = a* ludn nam phia trén truc hoanh; luén di qua céc diém (0; 1) va

(1; a).
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ViDU 2

L

L

Tim ham s6 ma f(x) = a* ma dé thi ctia né dugc cho bén dudi:

a) b)
(2,16)
I
I
I 1
| T
| -2
I
I
I Hinh 6.7
I
! X

ol 2 4 6 8

Hinh 6.6

Giai

a) Vif(2Q)=a*=16néna=4.Do déf(x) = 4~

b) Vif(2)=a’=+néna=~1.Dodéfd)=(5)"

LUYEN TAP 2

Dé thi Hinh 6.8 cho thay sé lugng huou cao ¢6 trén thé gidi suy giam nghiém trong trong
30 ndam qua (t&r nam 1985 dén 2015) (ngudn: https://tuoitre.vn/huou-cao-co-sap-vao-danh-
sach-loai-gap-nguy-hiem-20190428162017473.htm). Gia s rang sé luong hucu & day giam
theo ham sé n(t) = Ca'.

n (nghin con)

(30; 97,5)

60 +
40 L
20 1
0 10 20 30 t
(ttinh t& nam 1985)
Hinh 6.8

a) Tim sé lugng huou vao nam 1985.
b) Tim ham sé biéu dién sé lugng huou sau t nam ké tir nam 1985.
¢) Du doén sé lugng huou vao nam 2025.

- Chuong 6 - HAM SO MU VA HAM SO LOGARIT
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o Ham sé légarit

Nh(tng bai todn thuc té tuong tu nhu tinh huéng & Hoat dong 3 dua dén viéc xét cac ham sé cé dang

1. Pinh nghia

HOAT PONG 3

Mot thi nghiém cho thdy trong diéu kién méi trudng
séng li tudng va thic an déi dao thi s6 luong ciia mét dan
chuét sé gap déi sau 55 ngay (hguén: https:/baotintuc.vn/
ho-so/ky-la-thi-nghiem-xay-dung-xa-hoi-khong-tuong-cho-
chuot-20181226104302132.htm).
Gia str lac dau, dan chuét c6 100 con. Nhu vay, sau thai gian t ngay, s6 lugng chuétla P = 100.2 55 con.
a) Mat bao lau dé dan chudt dat sé lugng 2 000 con?

b) Tim mét ham sé t theo P dé xac dinh thai gian t ma s6 luong chuét dat téi P (néu cd).

y=log x.

I/ Cho s6 thuc duong a khéc 1. Ham s6 y = log_x dugc goi la ham sé légarit ca s6 a.

Luuy:
« Hams6 y = log _x (a > 0, a # 1) c6 tap xac dinh la D = (0; +oo) va tap gia trila R.

« Ham s6 y = log _x lién tuc trén khoang (0; +00).

« Hamsé y = log_(u(x)) (@ > 0, a # 1) xac dinh khi va chi khi u (x) xac dinh va u (x) > 0.

vipu3s

Xac dinh co s6 clia cdc ham sé légarit sau:
a) y=log,x;

b) y=Inx;

c) y=logx.

Giai

a) Hamso y =log,x cd co's6 bang 3.
b) Himséy =Inx cé cosé bange.
c) Ham sé y = logx cd co 56 bang 10.

Tim tap xac dinh clia cadc ham sé sau:
a) y=log(2x-3);

b) y=2+log, (x*-1);

. 3X+2
o y=In T x

Page 23
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2. Do thicia ham sélégarity =log_x (a>0,a # 1)
HOAT PONG 4

Chohams6 y = log,x c6 dé thila (C) va ham sé y = log, .x c6 d6 thi (C)).
a) Hoan thanh bang gia tri sau va biéu dién trén hé truc Oxy:

Y
2212|112 |22 2 3l
222 2|2 2
2l 202120 212 1
‘ RN I TP
b) Vé dudng cong néi cac diém thuodc (C) (theo thutu ¢l i O A A O A O
hoanh do tang dan) va mét dusng cong khac néi cac 5|
diém thudc (C) (theo thir tu hoanh dé tang dan). 15|

Hinh 6.10

Hinh dnh thu dugc & Hoat déng 4 chinh la hai dang d6 thi ctia ham sé légarit.

’/ Ham s6 l6garit y = log_x(a > 0, a # 1) c6 tap xac dinh la (0; +oo) va tap gia tri la R.
D6 thi cia ham s6 I6garit y = log_x(a > 0, a # 1) c6 dang nhu sau:

1 a X o
y=logx

» Ham s6 y = log_x dong bién trén khoang (0; +oo) khi a > 1va nghich bién trén khoang
(0; +oc) khi0o < a < 1.
« VGia>1 thi )!iqrg(lo%x) = —oo; lim (log, x) = +cc.

« VGi0 <a < 1thilim(log x) = +oc; lim(log _x) = —cc.
X—-0+ a X —+oo a

« D6 thi (C) cia ham s6 y = log_x ludn nam bén phai truc tung, luén di qua cac diém (1; 0)
vala;1).

ViDU 4

Tim ham s6 légarit f(x) = log_x ma dé thi ctia né dugc cho bén dudi:

a  yA b) y"\
) W S AL
|

0

Hinh 6.11 Hinh 6.12

- Chuong 6 « HAM SO MU VA HAM SO LOGARIT
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Giai
a) Vif(5)=1nénlog,5=1+« a=5.Doddy=Ilog.x.

b) Vif(3)=-1nénlog 3=-1=3=a" ﬁazé-Dodéyzloglx.

3

Ham s6 y=log,x va y=log,x c6 dé thi nhu Hinh 6.13. 1 y=logx

Dudng thang y = 4 cat hai do thi tai cac diém c6 hoanh dé x,, x,.

Biét rang x, = 2x,. Tinh gia tri cla %-

Hinh 6.13

BAITAP

6.10. Tim ham sé y = C.a* ma dé thi ctia n6 dugc biéu dién dudi day:

a) yA b) AY
(3;24) '}_&

J— (1;6)

]
>y
o

Hinh 6.14 Hinh 6.15

6.11. Cho d6 thi ctia hai ham sé y = log_x; y = log, x lan luot la v
€)val(C) (Hinh 6.16). Tim hé thuc lién hé gilia a va b, biét
moi dudng thang song song véi truc tung, cat truc hoanh,

(C), (C,)) lan lugt tai H, A, B thi A |a trung diém ctia BH. 5 /,1

Hinh 6.16

6.12. Cho g, b, cla cac s6 thuc duong va khac 1. So sanh g, b, c va 1 trong méi trudng hdp sau:

2) yA y=log x b)
y=log x
o x
y=log,x
Hinh 6.17
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6.13. Licdautrong ao cé mét sé con éch. Ngudi ta ghi nhan sé lugng éch trong 5 ndm dau nhu Hinh 6.19.
Gia st s6 lugng éch tang theoham sé n(t) = C.a'.
a) Tinh sé luong éch ltc ban dau.
b) Tim ham s6 biéu dién sé lugng éch sau t nam ké tir khi chiing xuat hién trong ao.
¢) Dudoan sé lugng éch sau 15 nam.

(ndm)

TIMTOI MO RONG: HAMSOLUYTHUA
- (BAIDOC THEM)

Tada biétcachamséy =x"(n € N¥), y = % = x . D6 la nhitng trudng hop riéng ctia ham sé luy thira.

1. Khai niém ham sé luy thua
Ham s6 luy thira la ham sé ¢6 dang y = x“, trong dé a la mét hdng s tuy y.
TU cac dinh nghia vé luy thira, ta thay tap xac dinh ctia ham sé luy thita y = x* tuy thudc vao gia tri
claa. Cu thé:
- Véi a nguyén duong, tip xac dinh [a R;
- V&i a nguyén am hodc bang 0, tap xac dinh la R\ {0};
« V&i a khéng nguyén, tap xac dinh 13 (0; +0).
Ngudi ta chiing minh dugc rang ham sé luy thira lién tuc trén cac khoang xac djn1h cda no.
1

Luu y: D3ng thic Vx = x” (n € N, n = 2) chi xay ra néu x > 0. Do d6 ham s8 y = x" khéng déng nhit
véi ham s8 y = Vx (n € N, n = 2). Ching han, ham s8 y = Vx 13 ham sé cin béc ba, xac dinh véi moi
1

x € R; con ham s6 luy thira y = x3 chi xac dinh vdi moix > 0.

2. D6 thi ctia ham s6 luy thua

Tap xac dinh cia ham sé luy thira y = x* luén chiia khodng (0; +co)
véi moi a € R. Trong trudng hop tong quat, ta xét ham sé y = x*
trén khoang nay.

D6 thi clia ham s6 luy thira y = x* luén di qua diém A(1; 1).

Trén Hinh 6.20 1a d6 thi cia ham sé luy thira trén khodng (0; +oo)
itng vdi cac gia tri khac nhau cuta a.

- Chuong 6 - HAM SO MU VA HAM SO LOGARIT
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PHUONG TRINH VA BAT PHUONG TRINH MU
=

Tada biét trong bai toan |ai suat kép, 6ng A guri s6 tién 100 triéu déng vao mét ngan hang theo hinh thic

|ai suat kép vai lai suat 8% mot nam. Ta ¢d, vai ki han 1 ndm, sau n ndm, 6ng A nhan dudc sé tién ca vén

lan laila T = 100(1,08)". C6 hai cau hoi dat ra:

1. Ong A phai gti bao nhiéu nam dé thu vé c vén lan lai dugc 200 triéu déng?

2. Ong A phai gti it nhat bao nhiéu ndm dé thu vé ca vén lan lai ducc han 150 triéu déng?

Cau héi 1 dan ta dén viéc gidi phuong trinh 200 = 100(1,08)";

Cau héi 2 dan ta dén viéc giai bat phuong trinh 150 < 100(1,08)".

Nhing bai toén thuc té& nhutrén dua dén viéc gidi cdc phuong trinh (bat phuong trinh) cé chifa 4n s6

& s6 ma cda luy thira. Ta goi dé 1a cac phuong trinh (bat phuong trinh) ma.

o Phuong trinh mi co ban

1'/ Phuong trinh mii co ban cédanga*=b(a>0,a # 1).

HOAT PONG 1
y -~ y A
y=a y=a
1 (a>1) 0<a<\[
b y=>b b y=>b
log,b O )(= (@] log,b ;
Hinh 6.21 Hinh 6.22

Quan sat cac do thi & trén va hay bién luan theo b sé giao diém cutia d6 thi ham sé y = a” va
duong thing y = b.

Ta biét hoanh dé giao diém cta do thi hai ham sé y = a” va y = bla nghiém cla phuong trinh a* = b.
S6 nghiém | sé giao diém chia hai dé thi.
Tu Hoat déng 1, ta cé két qua sau:

Cho phuong trinha*=b(a > 0,a # 1).
« Néub > 0 thi phuong trinh c6 nghiém duy nhat x = log_b.
- Néu b < 0 thi phuong trinh vé nghiém.

Luu y: V&ia > 0 va a # 1va b = a“ thi phuong trinh a* = b tr& thanh a* = a“. Khi dé phuong trinh c6
nghiém duy nhat x = a. Mét céch téng quét, véia > 0, a # 1, ta cé:
) a'¥ =a"" < Alx) = B(x).
ViDU 1
Giai cac phuong trinh:

a) 3X+| _ 1 .

i 21 X+ _
=5 b) 2> +4°'=5.
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Giai
a) Cach 1:Lay légarit cd s6 3 hai vé, ta dugc:
w1 _ ] _ 1 _ _
3 =g ex+l=log,(g)exr1=2ex=-3.

Vay phuaong trinh cé nghiém x = -3.

Céch 2: Bién déi hai vé phuong trinh vé cling co s6 3, ta dugc:
3x*H :%@3"” =32 x+1=-2< x=-3.

Vay phuong trinh c6 nghiém x = -3.

b) Bién doi vé tréi vé co sé 4, ta dugc:

2x—1 x+1 _ 1 X X _ 9 X _ x_10 _ 10
2 +4 —5@5‘4 +4.4—5ﬁ5‘4—5ﬁ4—TﬁX—log4T
Vay phuong trinh c6 nghiém x = Iog4%-
Giai cac phuong trinh:
x+1
a) 23"1-63"'-3=9 b) 1,55"“"=(%) :

o Bat phuong trinh mii co ban

I/ Bat phuong trinh mi co ban c6 dang a* > b (hodca* = b,a* < b,a* < b)véia > 0,a # 1.

HOAT PONG 2

Ta biét: Vai (C,) la d6 thi ctia ham 56 y = f(x) va (C,) la d6 thi clia ham s6 y = g (x) thi tap hop
gia tri cia x dé (C,) nam phia trén (C,) la tap nghiém clia bat phuong trinh f(x) > g (x).

Quan sat cac dé thi (Hinh 6.21 va 6.22) trong Hoat déng 1 va trong méi trudng hop, hay tim cac
tap nghiém ctia bat phuong trinh a* > b:

a) Khib >0; b) Khib =0.

Tu Hoat déng 2, ta c6 két qua sau:

'j Cho bat phuong trinha* > b(a > 0,a # 1)
- Néu b < 0 thi bat phuong trinh nghiém ding véi moi x € R.
- Néub > 0va:

a>1l:tacéa”>b < x>log,b.

O<a<l:tac6a*>bex<logb.

Luuy:

Giai tuong tu cho cac truong hop con lai: a* < b,a* < b,a* = b.

Véia > 0,a # 1vab = a” thi bat phuong trinh @ > b tré thanh a* > a“ (1). Khi dé:
« Néua=>1thi(1) e x>aq

« NeuO<a<1thi(l)ex<a
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Mét céch téng quat, ta co:
« Khia > 1thia*™” > a®*™ = A(x) > B(x);
- Khio <a < 1thia*® > a®*® « Ax) < B(x).

vViDu 2
T Gidi cac bat phuong trinh:
x 1. Ty 1yt
a) 2 Eﬁy b) (?) +(5) > 15.
Giai

a) Céch 1:Lay lbgarit hai vé theo cling co'sé 2:

P fax ] 1
Vicosé2l6nhon1nén2 zﬁ@leo%i e x= -5,

Vay tap nghiém cta bat phuong trinh da cho la[-5; +c0).
Céch 2: Bién déi hai vé vé cling co sé 2:

2"231—2@ 2> 27 o x> -5(docasé21é6n hon 1).

Vay tap nghiém cla bat phuong trinh da cho la[-5; +o).

b (3) +G) 215y G 2 G) 153 (5) 58
1

PN (%)X>6@x< Iog16(docc356 > nhé hon 1).
2
Véy tdp nghiém clia bat phuong trinh da cho la khoang (—oo; log . 6).

4 2

Giai cac bat phuong trinh:
x+1 3x+5, 1 2= 3 < 2
a) 2> 2% b (5) =3

BAITAP

6.14. Giai cdc phuong trinh:
a) (0,3)*2=1 b) 3% '+3*=108;
d (0,5)*7.(0,5)" *=2; d) 2¥73x2 = gx,

6.15. Gidi cac bat phuong trinh:

a) 23 <4, b) 3*24+3*1< 28
) (%)ZH > (%)m; d) e ¥>e

6.16. Suting trudng clia mét quan thé vi khuan dugc tinh theo cong thiic S = a.5", trong dé a la sé lugng
vikhuan ban dau, r[a ti [& tang trudng (r > 0), t (tinh theo gid) la thai gian tang trudng. Biét s6 vi khuan
ban dau la 21 con, sau 24 gi& [a 525 con. Héi ti 1é tang trudng clia quan thé vi khuan la bao nhiéu?

TOAN 11 23
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-

Trong thuc t&, cé nhiéu bai todn dan ta dén viéc gidi mét phuong trinh (bat phuong trinh) ¢6 chia
an s6 trong biéu thic dudi dau légarit. Chdng han nhu ta can tinh bién dé A cia mét tran déng dat
khi biét dé manh R (d6 Richter) hay tinh néng dé ctia ion H" khi biét d6 pH ctia mét dung dich, ...
Nhitng phuong trinh (bat phuong trinh) cé chiia n s6 trong biéu thic dudi dau légarit dugc goi la
phuong trinh (bat phuong trinh) l6garit.

PHUONG TRINH VA BAT PHUONG TRINH L(“)GARIT=

o Phuong trinh logarit co ban

I/ Phuong trinh l6garit ca ban c6 danglog x=b(a > 0, a # 1).

HOAT PONG 1
A
yA _ !
y=log x
a=1)
a® R 1 a° -
0 e X 0 : X
|
b : y=b b : b
y=log x
0<a<1)

Hinh 6.23 Hinh 6.24
Quan sat cac do thi & trén va hay bién luan theo b s6 giao diém ctia d6 thi ham s6 y = log_x
va dudng thang y = b.

Ta biét hoanh do giao diém clia d6 thi hai ham s6 y =log_x va y = b la nghiém cta phudng trinh
log_x = b.S6 nghiém la sé giao diém cta hai do thi.
Ta c6 két qua sau:

Ij Phuong trinhlog x = b (a > 0, a # 1)luén c6 nghiém duy nhat x = a” v&i moi b.

Luuy:
Néu b =log_a (a > 0) thi phuong trinh log, x = b tré thanh log_x = log _a. Khi dé phuong trinh c6
nghiém duy nhat x = a.
Mét cach tong quat, véia > 0, a # 1,ta cé:
A>0
log,A=log B < {B>0
A=B.
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vibu1
! Giai cac phuong trinh:
a) log,(x+1)=3; b) Inx+1)=In(*-1).
Giai
a) Diéukién ctia phuongtrinhla x+1>0 = x> -1.
Tacolog,x+1)=3 =x+1=2"=x+1=8ox=7.
Vay phuong trinh ¢é nghiém duy nhatx=7.

b Dicu kién ctia ph trinh I {x+1>0 {x;‘»—‘l 1
iéu kién cCia phuong trinh la x> 1
i P 9 X150 |x<-1 hayx:>1ﬁ

TacdInx+1)=In(x*-1) = x+1=x*—1
x=-1

x+1=x-1Tex*-x-2=0

Xx=2.
Két hop vdi diéu kién clia phuong trinh, ta loai x = -1 va nhén x = 2.
Vay phuong trinh cé nghiém duy nhat x = 2.

Giai cac phuong trinh:
a) log,(2x+6) +log,x =3; b) logx=log(x*+x-1)

o Bat phuong trinh légarit co ban

Bat phuong trinh l6garit co ban c6 dang log _x > b (hoaclog x = b, log_x < b, log_x < b)
véia=0,a+#1.

HOAT PONG 2

Ta biét: Véi (C,) la do thi clia ham s6 y = f(x) va (C,) la d6 thi ctia ham s6 y = g (x) thi tap hop
gié tri cia x dé (C)) nam phia trén (C)) la tép nghiém clia bat phuong trinh f(x) > g (x).

Quan sat cac dé thi (Hinh 6.23 va 6.24) & Hoat déng 1 va trong méi trudng hap, hay tim
tap nghiém cta bat phuong trinhlog_x > b.

Tu Hoat déng 2, ta c6 két qua sau:

Cho bat phuang trinhlog x> b (a > 0,a # 1).
» Néua>1:tacélog x>b = x>a’.
- NéuO<a<l:tacdlogx>be0<x<a’

Luuy:
Giai tuang tu cho cac trudng hgp con lai:log x < b,log x < b,log x = b.

TOAN 11 25
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Néu b = log a (a > 0) thi bat phuong trinhlog x > b trd thanh log x > log_a (1). Khi do:
« Néug>1thi(1) e x>q;

- NeuO<a<1thi(l) e x<a.

Mét céch téng quét, ta cé:

- Khia > 1thilog A>log B A>B8>0;

« Khi0 <a < 1thilog,A>log B 0<A<B.

vViDu 2
T Gidi cac bat phuong trinh:
a) log,x>7; b) log,.(6x+12) < Iogas(x2+7x+10).
Giai ' '
a) Vicdsé2l6nhon1néntacélog,x>7 = x>2" = x>128.
Vay tap nghiém ctia bat phuong trinh da cho la khodng (128; + o).
b) Diéu kién cta bat phuong trinh da cho la:
6x+12>0 X>-2
{x2+7x+ 10>0 ﬁ{
Vi cd 56 0,5 nhd hon 1 nén véi diéu kién dé, bat phuong trinh da cho tuong duong véi
bat phuong trinh6x+12>x*+7x+10 s x*+x-2<0 e -2<x< 1.
Két hop vdi diéu kién, ta duoc tap nghiém clia bat phuong trinh da cho la khoang (-2; 1).

e X > -2
x <-5hay x> -2

Giai cac bat phuong trinh:
a) Iogor2(2x—3)5 1; b) In(2x+3) <InBx+1).

BAITAP

6.17. Giai cac phuong trinh:

a) log,;(6x+1)=4;

b) log,(x+2) =log, (x* - 4);

c) log,(x—5)+log,x+2) =3

d) Inx—-1)+In(2x-11) =In2.
6.18. Giai cac bat phuong trinh:

a) log,(4-2x) = 2;

b) log,(3x-5)>log, (x+1);

) In(x5+‘l) Sln(xz—f“l).

6.19. Tinh bién dé rung chén t6i da A ctia nhirng con dong dét (cho A = 1) c6 do manh R (d6 Richter) sau:
a) BDao Haiti vao nam 2010, R = 7,0 (ngudn: https:/tuoitre.vn/dong-dat-7-2-do-rung-chuyen-haiti-
nha-cua-do-sap-20210814222841734.htm);
b) Do Samoa vao nam 2009, R = 8,1 (hqudn: https://dangcongsan.vn/the-gioi/nhung-van-de-
toan-cau/cong-bo-cua-my-ve-tham-hoa-thien-nhien-nam-2009-1914.html).
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HOAT DONG THUC HANH VA TRAI NGHIEM
-

Chon mét trong hai muc dé thuc hanh trai nghiém.

o Thuc hanh giai phuong trinh mi va ldgarit bang dé thi

Muc tiéu: St dung phdn mém GeoGebra dé:

1. V& dé thi cdc ham sé mQ, ham sé 18garit;

2. Tim gia tri cGa ham sé tai 1 diém;

3. Tim nghiém cta phuong trinh, bat phuong trinh mii va légarit don gian.

Yéu cau chuan bi: Phan mém GeoGebra (phién ban truc tuyén https://www.geogebra.org/classic hoac
phién ban cai dét trén may tinh https./www.geogebra.org/download).

Té chiic hoat déng: Chia I6p thanh 4 dén 6 nhém.

HOAT PONG 1

Vé dé thi ham s6 mii va légarit véi GeoGebra (danh cho tat cd cac nhém)
Vé dé thi ham sé ma y = a*: Nhap Iénh aAx vao khung nhap lénh.

Vé dé thi ham s6 légarit y = log_x: Nhap lénh log(a, x) vao khung nhép lénh.
Chu y: x viét thudng.

Ap dung:

a) Vé mot dé thi ham sé ma véi cac cosé 16n hon 1;

c) Vémoétdd thiham sé 16garit véi cac co s6 16n hon 1;

b) Vé mét dé thi ham s6 ma vdi cac co s6 nhd hon 1;

d) Vé métdo thi ham sé 16garit véi cac co s6 nhod hon 1.

HOAT PONG 2

Thuc hanh giai phuong trinh mii va légarit bang d6 thi

(2-3 nhém thuc hién Bai 1; 2-3 nhom thuc hién Bai 2)

Bai 1

Biét rang nam 2021, dan s Viét Nam la 98,56 triéu ngudi va ti lé tang dan s6 nam dé la 0,95%

(nguén: https.//danso.org/viet-nam/). Cho biét su tang dan s6 dugc udc tinh theo cong thiic

S =A.e"" (trong dé A la dan s& clia nam lay lam méc tinh, S la dan s6 sau N nam, r 1a ti 1& tang

dén sé hang nam). Gia sur ti lé tang dan sé khong doi.

a) VédothihamssS=Ae"'.

b) Dua vao dé thi vira vé, hay udc doan dan soé Viét Nam nam 2030, 2040, 2045.

¢) Duavao dé thi vira vé, du dodn dén nam nao dan sé nudc ta & murc 120 triéu ngudi?

d) Tim ham sé ctia N theo S. V& dé thi ham sé nay va udc tinh nam nao dén sé nudc ta dat
miuic 120 triéu ngudi. So sanh véi két qua ciu c.

Huéng dan:

a) Nhép lénh f(x) = 98.56*e/(0.95%x) dé vé do thi ham s6 vai x 1a s6 nam.

b) Xét trudng hgp nam 2030, khi dé N = 2030 —2021 = 9.
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Cach 1: Thuc hién theo cac budc:

Budc @: Nhap lénh x = 9 dé vé& dudng thingx = 9;

Budc ©): Dung |énh < Gieodiémciaz aditvons dé dung giao diém A clia dudng thang x = 9 va
dé thiham sé y = f(x);

Budc €): Tung db diém A cho ta két qua dan s& Viet Nam vao nam 2030;

Cach 2: Nhap f(9) trén khung nhap Iénh, két qua cho ta dan sé Viét Nam vao nam 2030.

Cac truang hgp nam 2040, 2045 [am tuong tu.

¢) Thuc hién theo cac budc:

Bugc @: Nhap lénh g(x) = 120 dé vé dudng thang y = 120;

Bugc @: Dung lénh < Giaodiémciaz asiwons dé dung giao diém A ctia dudng thang y = 120 va
dé thiham sé y = f(x);

Buéc €: Hoanh do x,cla giao diém A cho biét sau x, nam ké tir 2021, dan s6 sé dat 120 triéu
ngudi. Suy ra dé la nam 2021 + x ;

_l i. — 1 5 - &= = — % L = 2 = . A
d N= p [n A’N 0,0095 In 98 56/ nhap lénh f(x)=1/0.0095%In(x/98.56) dé vé do thi ham sé.

Céch tim ndm ma dan sé nudc ta dat miic 120 triéu ngudi tuong tu cau b.

Bai 2
Ong An guii tiét kiém vdi s tién glri ban dau [a 100 triéu, 1ai suat 8,4%/nam theo hinh thic lai kép,
ki han 1 nam. Gia dinh lai suat ngan hang khong thay déi trong nhiing nam éng An gi.
a) Sau nnam thisé tién 6ng An thu dugc ca von lan 1&i la A. Tim ham sé A theo n.Vé dé thi (0
clia ham sé nay.
b) Dua vao dé thi (C), tim s6 tién 6ng An thu dugc sau 3 nam, 5 nam.
¢) Dua vao do thi (C), héi 6ng An phai gui it nhat bao nhiéu nam dé sé tién thu duoc hon 200
triéu dong?
d) Tim mot ham sé chia ntheo A. V& do thi (C') clia ham s6 nay, tinh xem éng An phai gti it nhat
bao nhiéu nam dé sé tién thu dugc hon 200 triéu déng. So sénh két qua véi ciu c.
Huéng dan:
a) A=100(1,084)".Nhap lénh f(x) = 100%*(1.084)Ax dé vé do thi ham s6 vdi x 1a sé nam.
b) Véin=3:
Cach 1: Thuc hién theo cac budc:
Budc ©: Nhap lénh x = 3 dé vé dudng thang x = 3;
Bugc @: Dung [énh - Giso démciazasivons dé dung giao diém A clia dudng thing x = 3 va
dé thiham sé y = f(x);
Buéc ©: Tung do diém A cho ta két qua sé tién éng An nhan dugc sau 3 nam.
Truong hop n =5 lam tuong tu.
¢) Thuc hién theo cac budc:
Buéc @: Nhap lénh g(x) = 200 dé vé dudng thing y = 200;
Budc ©): Dung lénh =< Giao ciém cia2 adiwreng dé dung giao diém A cia dudng thang y = 200 va
dé thiham sé y = f(x);
Budc €): Hoanh dé x, ctia giao diém A cho biét thdi gian ma 6ng An can guii dé sé tién thu duoc
la 200 triéu dong;
Suy ra s6 nam ma 6ng An can gui la [x,] + 1(Ix,] la phan nguyén ctia x,).
d) n=log, ., %; nhap lénh log(1.084, x/100) dé vé dé thi ham sé.
Céch tim sé nam dé 6ng An thu dugc hon 200 triéu déng tuong tu cau b.
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0 Lap ké hoach tai chinh

Muc tiéu: Van dung ham sé mi, ham sé |égarit trong mét sé bai toan kinh té co ban:
- Lap ké& hoach tich luy ti viéc gUri tién vao ngan hang;
- Lap ké hoach tra gép pht hop.
Yéu cau chuan bi: May tinh cam tay (hodc phan mém bang tinh Excel).
Té chiic hoat déng:
- Chia I8p thanh 4 dén 6 nhém;
« M6t ntia s6 nhém thuc hién Bai 1; cac nhém con lai thuc hién Bai 2;
« Cac nhém nghién cdu nhiém vu dudc giao (& nha) va té chic bao cao (tai Idp hoc).
Bai 1: Gui ti€t kiém
Ban An mudn gi tiét kiém 15 triéu déng trong thai gian 3 nam. Hay gitp ban Iua chon ngan hang va
ki han gui sao cho c6 lgi nhat, biét ban An da tim hiéu dugc bang lai suat kép tién gui clia céc ngan
hang ma ban muén gti nhu sau:
Gid st lai sudit tién qui VND danh cho khdch hang cd nhén gi tai quay

Lai suat: %/nam

) Ki han gui tiét kiém (thang)
Ngan "
haro | Khong 06 | 09 13 18
= ki han thang | thang thang | thang
010 | 310 | 340 | 400 | 400 @550 | 550 | 550 | 550 -

020 © 39 | 39 @ 625 | 630 670 68 680 690 690
BN o020 | 335 | 345 590 | 580 635 | 650 | 650 | 650 | 650

Huéng dan:
Hay dung may tinh cdm tay hodc phan mém Excel dé lap mét bang gia tri tién nhan dugc theo tiing
loai ki han ctia cac ngan hang, tir d6 sé lua chon loai ki han va ngan hang cé lgi nhat.

Bai 2: Tra gop

Ban Binh cé 2 triéu dong va ban muén mua mét may tinh xach tay gia 13 490 000 déng véi hinh thiic

trd goép. Clia hang ban may tinh xach tay cé chuong trinh tra gép nhu sau:

- Ban c6 thé tra trudc 10%, 20%, 30%,... gia tri cia mén hang;

- Gia tri con lai cla mén hang sé trd gép hang thang vdi lai suat 2,8%/thang dua trén du ng gidam dan
(tién 1ai dugc tinh trén tién ng thuc té tai thai diém tinh lai) trong thai gian 6 thang, 8 thang, 9 thang,
10 thang va 12 thang;

- Sé tién trd gép hang thang bao gém tién géc va lai cung vdi 11 000 déng phi thu hé.

Biét rang méi thang, ban Binh c6 thé tiét kiem duoc 1 triéu déng dé trd gép. Hay tu van cho ban Binh

ki han tra gép phu hop nhat.

Huéng dan:

Hay dung may tinh cam tay hodc phan mém Excel dé |ap mét bang gia tri sé tién tra gép hang thang

theo s6 tién trd trudc cling vdi ki han tra gép, tir d6 lua chon ki han trd gép pht hop.
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6.20. Tim tap xac dinh cia cdc ham sé:

_ 1.
a) y= 7 _3

b) y=log(2x-3).

BAITAP TU LUAN

6.21. Cholog_b = 3,log_c = -2.Hay tinhlog_x vdi:

a) x=ab*Vc
23
b) x:ac_;/g.

6.22. Giai cac phuong trinh:

a) 22—y b) 37*+3.5"% =544 37

c) log ii? =logx; d) log,(x-1).log,x =log,x.
6.23. Giai cac bat phuong trinh:

a) 2271425724270 > 448, b) (£) >3

d logx*+x-2) = loglx—1); d) Iogl(x2—%)>1.

2

6.24. Vi khuan Escherichia coli (thudng dugc viét tat la E.coli) 1a
mot trong nhitng loai vi khuan chinh ki sinh trong duong
rudt ctia dong vat mau nong, gay tiéu chdy va cac bénh
dudng rudt (nguén: https://ylamsang.net/vi-khuan-e-co-
li-gay-benh-escherichia-coli/). Khi nudi cay vi khuan E.coli
trong moi trudng nudc thit & nhiét do 37 do C, cu sau 20
phut thi mét té bao vi khuan phan chia thanh hai té bao. Hinh 6.25
Biét s luong té bao nudi cay ban dau la 60.

a) Tim s6 lugng té bao sau 8 gio.
b) Khi ndo quan thé vi khuan sé nhiéu hon 20 000 té bao?

6.25. Dan s6 cua Viét Nam nam 2009 13 85 846 997 ngudi va nam 2019 la 96 208 984 ngudi
(nguén: https://dangcongsan.vn/xa-hoi/infographic-dan-so-viet-nam-qua-5-lan-tong-dieu-
tra-dan-so-545359.html).

a) S dung mé hinh tang truéng mi S = A.e™ (trong dé A la dan sé ctia nam lay lam
méc tinh, S 1a dan sé sau n nam, rla tilé tang dan sé hang nam) va cac sé liéu dan sé
trong 2 nam 2009, 2019 dé du doan dan sé nam 2039 va 2049.

b) S&dung mé hinh & cu a, du doan xem vao nam bao nhiéu dan s6 Viét Nam vuot
ngudng 150 triéu ngudi.

30 Chuang 6 - HAM SO MO VA HAM SO LOGARIT
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BAITAP TRAC NGHIEM

-2
1-

6.26. Tap xac dinh cCia ham s6 y = log < Ia

A. (—o0; 1)U(2; +00).
B. (1;2).

C. R\{1}
D. R\ {1;2}

6.27. V&i cac s6 thuc duong a, b bat ki, ménh dé nao dudi day ding?

3
A. log, 23 =1+3log,a+log,b.

w

3
log, 2b =1 +—Iog a-log,b.

E
C. log, 23 =1+3log,a—log,b.
2a° 1
D. log, p =13 log,a+log,b.

6.28. Tap nghiém S ctia bat phuong trinhlog  (x + 1) <log, ;(2x— 1) la

A 5=(3:2)
B. S=(-1;2).
C. S=(-oc;2).
D. S=(2;+00).
6.29. Nghiém ctia phuang trinhlog, (2x+ 1) = 21a

A x= 2.

2
B. x=2.

7
C. x= 3
D. x=4.

6.30. Tap nghiém clia bat phuong trinh 2*7° > 813
A. (3;+00).
B. (~oo; 6).
C. (6;+).
D. (3;6).

6.31. Tap nghiém ctia bat phuong trinhlog, (25 - x°) < 2la

A. (-5;-4]U[4;5).
B. (—oo;—4]U[4; +0c0).
C. 45).

D. [4; +).

TOAN 11 31
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CHUONG 7 Pao ham

Daohamdugccacnhakhoahocphat
minh trong no luc giai quyét hai van
dé quan trong ctia Toan hoc va Vat |i:
bai toan xac dinh ti€p tuyén ctia mot
dudng cong va xac dinh van toc cia
mot vat thé. Su ra doi clia dao ham
mang lai mét cdng cu manh mé dé
nghién clu cac tinh chat cla ham
s6 cling nhu dugc (ng dung trong
nhiéu van dé thuc tién va trong cac
nganh khoa hoc khac.
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Nhéan biét duogc moét so6 bai toan
dan dén khai niém dao ham, dinh
nghia dao ham, y nghia hinh hoc cua
dao ham;

Tinh dugc dao ham cia cac ham so
bang dinh nghia va bang cach ap dung
quy tac;

Thiét lap dugc phuong trinh tiép tuyén
cla do thi ham sé tai mot diém thuodc
do thi;

Nhan biét duoc khai niém dao ham cap
hai cla mot ham s6;

Tinh duoc dao ham cap hai ciia mét so
ham s6 don gian;

Giai quyét duogc mét s6 van dé co lién
quan dén moén hoc khac hoac cé lién
quan dén thuc tién gan vaéi dao ham va
dao ham cap hai.



D DAO HAM :

-

Mét van dong vién nhay du nhay ra tir mét may bay va roi tu do mét | —
quang duéng trudc khi bung du. Biét rang khi chua bung du, quéang
duong van déng vién ay roi dugc sau t gidy dugc tinh bdi s (t) = 4,9t mét
(bd qua luc can ctia khong khi).

Trén thuc té, van toc chuyén déng clia van dong vién nay sé tang dantheo | &
thai gian. C6 cach nao xac dinh duoc van téc ctia van déng vién ngay tai |
moét thai diém t nao dé hay khéng (van téc tdc thaitai t )?

o Dao ham clia ham s6 tai moét diém
1. Mét sé bai toan dan dén khai niém dao ham
a) Baitoan xac dinh van tdc tuc thoi

HOAT PONG 1

Mét vat bat dau chuyén déng theo dudng thang va quang dudng di dugc sau t gidy dugc tinh
bdi s(t) = 2t s(t) tinh bang mét.

a) Cho biét van toc trung binh (don vi m/s) ctia vat trong khodng thai gian [t ; t] dugc tinh béi

s(t)—s(t,) .
congthicy, = t—itu Hay tinh van toc trung binh trong cac khoang thai gian [t ; t] véi
0
t,=3vatlanluot la 3,1; 3,01; 3,001. Sau d6, hoan thanh Bang 7.1.
Bdng 7.1
_ v, trong khoang théi gian [t ; t]
3,1 ?
3,01 ?
3,001 ?

b) Vén téc trung binh trong khodng thai gian nao & Bdng 7.1 gan nhat véi van téc tai thai diém
t =37

c) Bé van toc trung binh trong khodng thdi gian [t ; t] cang gan véi van toc tai thai diém t thi
ta can chon gia tri clia t nhu thé nao?

Nhan xét:

Xét chat diém chuyén déng thang theo phuong trinh s = s(t).

Tiss s(t) —s(t)
t—t,

ti s trén cang phan anh chinh xac mdc dé nhanh cham ctia chuyén déng tai thoi diém t . Theo do,

s(®) —s(t)
t—t,

cho biét van toc trung binh trén khoang thai gian [t ; t]. Khi t dan dén t_ thi gia tri cha

gidi han hiu han (néu co) lim

ki hiéu v(t,).

dugc goi la van téc tic thoi clia chat diém tai thai diém ¢,
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34

b) Baitoan xac dinh téc d6 thay ddi ctia nhiét do
Nhiét dé ctia mét binh nudi cdy vi sinh vat tai thai diém t (gidy) duoc tinh bdi ham sé f(t) (°C). Khi thai
gian thay doi tu thai diém t dén t thi nhiét d6 binh nuéi cay sé thay doi tu f(t ) dén fit). Ti s6 w
cho ta biét toc do thay d6i trung binh ctia nhiét dé trong khoéng thai gian [t; t]. Khi t dan dén t:th'l
gia tri cla ti s6 trén sé cang biéu thi chinh xac hon téc dé thay do6i nhiét dé tai thoi diém t . Theo do,

f(t) - f(t .
% dugc goi la téc dé thay d6i nhiét dé clia binh nubi cay tai
0

gidi han hitu han (néu c¢) lim
thai diém ¢,
Nhan xét:

Nhiéu van dé trong khoa hoc va trong thuc tién dua dén viéc xac dinh nhiing gidi han cé dang

flx) —flx,)

)I(l_.rggx_—x‘]I Gidi han nay dan dén mét khai niém quan trong trong Toan hoc, dé la khai niém
! 0
dao ham.

2. Dinh nghia dao ham cia ham sé tai mét diém

'j Cho ham 56 y = f(x) xac dinh trén khoang (a; b) va x, € (a; b).
fix) - f(x,)

Gidi han hiiu han (néu c6) lim — ——= dugc goi la dao ham ctia ham s6 y = f(x) tai diém

0
x,, kihiéu f" (x ) hodc y’ (x ), nghia la

coy e F)=fx)
o=,
ViDu 1
T Tinh dao ham ctia ham s6 f(x) = x° tai diém x = 1.
Giai
— _ _ 2
Taco lim T =F _ =12 b= DX 1) 2y i) =3,
=1 x—=1 -1 x—1 X1 x—-1 X1
Vay f'(1) = 3.

Tinh dao ham cia ham sé f(x) = x2 tai diémx = 1.

+1

Nhan xét: TUr nhiing bai toan dan dén khai niém dao ham & trén, ta c6 cdc nhan xét sau:
1. Néu mét chat diém chuyén déng thang vdi phuong trinh s = s(t) thi van téc tc thdi cla no tai
thai diém t bang dao ham clia ham s6 s = s(t) tai t , tuc la:
v(t)=s"(t)
2. Néu nhiét dé cha mét vat thay déi theo thoi gian bdi ham sé y = f(t) thi téc dé thay déi nhiét do
clia vat do6 tai thoi diém t bang dao ham ctiaham s6 y = f(t) tai t,.

Chugng 7 - DAO HAM
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VAN DUNG

T Xéttinh huéng van déng vién nhay du trong bai toan khai dong.

a) Tim van téc ctia van déng vién nhdy du sau 2 gidy ké tir khi bat dau roi tu do.

b) Sau khi rgi tu do dugc 490 mét, van ddng vién dé bung du dé chuan bi dap xuéng mat dat.
Tim van téc ctia van dong vién tai thai diém bung du.

0 Y nghia hinh hoc ciia dao ham va bai toan tiép tuyén
1. Tiép tuyén cia duéng cong
HOAT PONG 2

Xét dudng cong (C) va P |a diém b dinh trén (C). V&i mbi diém

Q di chuyén trén (C), dudng thang PQ dugc goi la cat tuyén cla

duong cong (C).

a) Trén (O) lan lugt ldy cac diém Q,, Q,, Q, cang luc cang gan P
(tham khao Hinh 7.2). Hay vé cac cét tuyén PQ,, PQ, PQ..

b) Cho biét: Khi diém Q tién dan dén P thi cat tuyén PQ sé tién
dan vé mét vi tri gidi han la dudng thang PT nao dé. Hay du
doén va vé (udc lugng) dudng thang PT nay. Hinh 7.2

)

y A [C}

Trén mat phang toa dé Oxy, cho dudng cong (C). Vi tri gidi han
(néu cd) clia cat tuyén PQ khi diém Q dan tién vé diém P duoc [
goi la tiép tuyén véi (C) tai P. Diém P con duoc goi la tiép diém.

Hinh 7.3
2. Y nghia hinh hoc ciia dao ham

HOAT PONG 3

Cho ham sé f(x) = sz c6 db thi la dudng parabol (P)

nhu Hinh 7.4. Goi M la diém thuéc (P) c6 hoanh doé

X,=2. |

a) Tinhf"(2). I S B N A

b) Viét phuong trinh duong thang A di qua diém """ """ """ 1
M va cé hé s6 géc bang ' (2). _ —

c) Veédudngthang Ava (P)trén cing mét mat phang |
toa dé. C6 nhan xét gi vé vi tri gitra A va (P)?

Hinh 74

Dao ham clia ham s6 y = f(x) tai diém x bang hé s6 goc ctia tiép tuyén véi dé thi ham sé do

tai diém M (x; f(x,)).

TOAN 11 35
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vViDu 2

L

Tim hé s6 goc cua tiép tuyén véi dé thi ham s6 f(x) = 2x* tai diém 6 hoanh dé x, = 1.
Giai

. s . 2x2-2
Ta colqu = lim
X—.

—1 x—1

flx) — f(1) i 20D ok ) =4
x—1 x—1 x—1 x—1 .
Suyraf'(1) = 4.

Do d6 hé sé gbc cta tiép tuyén bang 4.

Cho ham sé y = —3x* cé d6 thi (C). Tim hé sé gdc cla tiép tuyén cla (C) tai diém M(-1; 3).

3. Phuong trinh tiép tuyén cia dudng cong
HOAT PONG 4

Cho ham s6 f(x) = x* + 1 ¢6 dé thi la parabol (P) va diém M(1; 2) thudc (P). Goi A la tiép tuyén cla
(P) tai diém M. Hay viét phuong trinh A.

-

Cho ham s6 y = f(x) c6 dé thi (C). Néu ham s6 c6 dao ham tai diém x, thi tiép tuyén cta (C)
tai diém M (x; f(x ) c6 phuong trinh la:
y=f"x)x—x)+flx)

vViDu3

L

Viét phuong trinh cla ti€p tuyén véi dé thi ham s6 f(x) = 2x” tai di€m c6 hoanh dé x = 1.
Giai

Theo két qua ciaVidu 2, ta cé hé sé géc cla tiép tuyén bang f' (1) = 4.

Tiép tuyén véi dé thi ham s6 f(x) = 2x* tai diém c6 hoanh d6 x = 1cé phuong trinh la
y=f(1Nx-1)+f(1)hayy=4x-1)+2hay y=4x—-2.

Cho parabol (P):y = x? + 2x — 3 va diém M thuéc (P) c6 hoanh do x, = -2.
a) Tinhy'(-2).
b) Viét phuong trinh tiép tuyén cua (P) tai diém M.
® Dao ham cia ham sé trén mét khoang
HOAT PONG 5

Cho ham s6 f(x) = x*. Tinh dao ham ctia ham s6 f(x) tai diém x_bat ki.

Chuong 7 - DAO HAM
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Ham sé y = f(x) dugc goi la cé dao ham trén khoang (g; b) néu né cé dao ham tai moi diém
trén (a; b), ki hiéu y’' = f' (x).

vibu4
T Tim dao ham cla ham s6 y = x2+ x trén .

Giai

Vi moi x, € R, ta co:

) —flx,) i X2+ X=X2—X, o O —x2) +(x—x,)

lim im lim
=X X=X, =% X=X, X=X, X=X,
o beex et x )+ -x) = x )+ x +1)
= lim = lim
X—'Xu X—X X—'Xo X—X
0 0
= )Iclmu(eronr 1)=2x,+1.

Suyray'(x)=2x +1.
Vay dao ham ciaham sé y=x>+xtrén R la y' = 2x+ 1.

L

@ Ghi chi: Ta c6 thé viét gon lai két quatrén la(x?+x)" = 2x + 1.

Chting minh rang dao ham ctia ham s6 y = Vx trén khoang (0; +oo) la y’ =

BAITAP

7.1.  Tinhdaoham ctiaham s f(x) tai diémx, vdi: 7.4, Mot binh nuéi cdy vi sinh vét dugc truyén

1
2Vx

a) fl)=x'-xvax=1; nhiét dén mot nhiét do thich hop. Biét
b) fx) =X 24 X,=2. rang nhiét dé cGia binh d¢ tai thdi diém
X : t phit dugc tinh bai ham sé f(t) = £ (°C).
7.2.  Chohamsé f(x) =—- - c6 dé thi (). a) Tim téc d6 thay déi nhiét d6 cta binh
a) Tinh dao ham ctia ham sé f(x) tai diém tai thdi diém t = 2 phut.
x0=%- b) Sau bao lau thi nhiét dé ctia binh dat

27°C? Tim téc dé thay déi nhiét do cua

b) Viét phuong trinh tiép tuyén caa (C) tai
P I P ' binh tai thai diém dé.

diém c6 hoanh d6 x,= %

7.3. Cho ham sé f(x) = (x — 1)* c6 d6 thi (C). Viét
phuong trinh tiép tuyén cta (C) tai giao
diém cua (C) vdi truc tung.

7.5. Tinh dao ham clia ham sé y = 3x? trén RR.

TOAN 11
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@ CACQUYTACTINHPAO HAM

v .
Chiing ta da tim dao ham clia ham sé y = x? bang dinh nghia. V&i nhitng ham sé nhu y = (2x2+x)®
hay y = V4x3 — 2x + 1, viéc tinh dao ham bang dinh nghia sé phtic tap hon. Trong bai hoc nay, chiing
ta sé cung tim hiéu nhiing céng thtic va quy tac dé tinh dao ham clia cac ham sé nhu vay mét cach
nhanh chéng va thuan tién.

0 Dao ham cia mét s6 ham s6 thuong gap

HOAT PONG 1

a) Tinh dao ham cia ham s6 y =x* trén R.
b) Dudoédn dao ham clia ham sé y=x*, y =x°.

Céng thirc téng quat dé tinh dao ham clia cac ham s6 xuat hién trong Hoat déng 1 dugc gidi thiéu
trong dinh li sau day:

O-

IJ Ham s6 y =x" (n € N*) c6 dao ham tai moi x € R va (x") = nx",

Ghi cha:
1. Bang dinh nghia, ta chitng minh dugc rang: () = 0va (x)" = 1, trong d6 ¢ la mét hang s6.
2. Ngudi ta chiing minh dugc céng thic (x*)' = ax*' ding cho moi sé thuca va x> 0.

ViDU 1
T Tinh dao ham ctia ham sé y =x8. Tinh y' (1) va y’ (1).
Giai
Tacéy = 6x°.
y' (-1) =6.(-1)° =-6.
y'(1)=6.1°=6.
ViDu 2

L

1.

Cho cac ham sé sau: y = Vx, y = ~

a) Biéu dién cdcham sé trén dudi dang y = x*.
b) Ap dung cong thic(x?)’ = ax*~' dé tinh dao ham ctia ham s8 y = Vx trén khodng (0; +o0) va

ham sé y = 1; trén cac khodng (—oc; 0) va (0; +oo).

BB o0

Page 44



Giai
1
_ vTry — a1
a) Tat:Oy_\/;_xz,y—X X
;LY 1 1
b "/_ = 2 = —¥2 l:— 2?2 = ——
) (Vx) (x) X X e
l'_ —1y —1-1 _ __ —2__l_
(b0 =t ==,

Lx:»Ové(%)':—%«x# 0.

& Ghi cha: (V) =1~

Tinh dao ham cla cdc ham s6 f(x) = x'%, g (x) = Vx.

o Cac quy tac tinh dao ham

1. Pao ham cha tong, hiéu hai ham sé

HOAT DONG 2

Cho cic ham s u(x) =x2 va v(x) = x.
a) Tinhu' (x)vav’ (x).
b) O Vidu4ciaBail,tadabiét(x?+x)' = 2x + 1.C6 nhan xét gi vé mai lién hé gitra [u (x) + v ()]’

vGi cac dao hamu’ (x) va v’ (x)?

Néu hai ham s6 u = u(x) va v=v(x) cé dao ham trén khodng (qg; b) thi
(u+v) =u +v;

(u-v)' =u -v.

@ Ghi chi: Quy tac trén cling diing cho trudng hap téng hoac hiéu clia nhiéu ham sé

viDu3
Tinh dao ham clia ham sé y =x® —x3 + x— 10.

Giai
Tacd: y' = (x°) — () +(x) —(10) = 5x*—3x>+ 1.

Tinh f' (1) va f’ (4), biét f(x) = x>+ \/)?—%-
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2. Pao ham cua tich, thuong hai ham sé
HOAT PONG 3

Cho cdc ham s6 u(x) = x3 va v(x) = x2.
a) Tinh dao ham ctia ham sé y = u(x).v(x).
b) Hoan thanh Bdng 7.2.

Bdng 7.2

ulx) | vix) | ux) | v x) | ux).vi(x) u' (x).vi(x)+u(x).v' (x)

c) So sanh két qua & cau a va b réi rut ra nhan xét.

Cac quy tac tinh dao ham cua tich, thuang hai ham sé dugc cho trong dinh li sau:

Néu hai ham s6 u = u(x) va v = v(x) c6 dao ham trén khoang xac dinh thi
(uv) =d'v+uv’

(Uy=dv=t,_ i) £ 0)

v

Luuy:
o (ku) =ku'véik e R.
. (%):—kt;‘;' véik e R.
ViDU 4
! Tinhdao hémy{gﬂa cac ham s6 sau:
5 2x -1
a) y=dlt-a-+ b) y=(2+1)(Vx-3), A y=557
Giai
e 2o "_l ' l': — 1 _i.
a) Véix>0tacoy =4(x?) 2(\/)?)+5(X) 8x TV
b) Vc'ri)(}O,tacéy'=(2x3+1)’(‘/{;—3)+(2xa+1)(\/);—3)'=6x2(\/)?—3)+(2x5+1)#-
X
o o X I+ ) -2x— 1D x+1)  2x+1)—-(2x—1 3
Q) Véix#-1tacéy _ ) (x (x)+‘l()2 Jx+1) _ 2(x (x)+‘l()2 ) _ eV ia
Tinh dao ham clia cdc ham s6 sau: ,
a) y=(-2x*+3x+1)Vx; b) y= 21X__3;

BT -0
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VAN DUNG 1

Pién lugng Q (don vi: C) truyén trong mét O~? \. o= O— -

day dan tai thai diém t (gidy) dugc tinh bai o O—.

Q(t) = £ - 3t + 5t + 1. Biét réing cudng dé dong Hinh 7.5

dién tai thai diém tla I(t) (don vi: A) c6 gia tri bang véi Q' (t).

a) Tinhcudng dé dong dién taithdi diém t—%giéyvé t =2 giay. Tai thoi diém nao thi cuong dé
dong dién I&n hon?

b) Tim thai diém ma cudng dé dong dién dat gia tri nhd nhat.

3. Pao ham ctia ham hop
a) Ham hop

HOAT PONG 4

Cho hai ham sé flu) =u*va u(x) = 2x* + 1.
a) Tinh gia tri cta u(1) va f(u(1)).
b) Trong biéu thtic ctia f(u), néu ta thay bién u béi u(x) thi ta thu dugc mét biéu thiic theo bién x.

Hay viét ra biéu thiic nay.

Cho hai ham s6 y = f(u) va u = u(x). Ham s6 y = f(u(x)) dugc goi la ham sé hop cha hai ham sé
flu) va u(x).

Luu y: Tap gia tri cia ham sé u = u(x) Ia tdp con cla tap xac dinh ctia ham sé y = f(u).

ViDUu5

L

Cho f(u) = Vu va u(x) = 2x*— x + 4. Tim ham s6 hop y = f(u (x)). Tinh y(=1) va y(2).
Giai

Tacod y=flulx)) =V2x2—x+4.

y(=1)=V7 vay(2) = V1o.

Ham s6 y = e [a ham hgp cla hai ham sé nao?

b) Pao ham ciia ham hop

HOAT DONG 5

Cho hai ham sé f(u) = u? va u(x) = x>+ 1.Ham hop ctia hai ham sé fva ula y = f(u(x)) = (x> + 1)
a) Tinh y" bang cach khai trién biéu thic (x2 + 1)2 va ap dung quy tac tinh dao ham ctia téng.

b) Mét hoc sinh cho rang: Vi(u?)’ = 2unén y’ =[(x?+ 1)2] = 2 (x2 + 1). Két qua nay dung hay sai?

c) Tinhf" (u).u’ (x) va so sanh vdi két qua cla y' & cdu a, sau do rut ra nhéan xét.

TOAN 11
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Ta cé c6ng thiic sau day dé tinh dao ham ctia ham hop:

Néu ham sé u=u(x) cé dao ham tai x la v’ (x) va y = f(u) ¢ dao ham tai u la f' (u) thi

ham hap g (x) = f(u (x)) c6 dao ham tai xla
g () =f"(u).u" ().

@ Ghi cha: Céng thiic dao ham cdia ham hop c6 thé viétgonlag '=f .u .

Vi DU6
T Tinh dao ham clia cdc ham sé sau:
a) y=Kk*+x°%
1
b = .
)y Vx + 1
Giai

a) Tacdy=(x2+x)®la ham hgp chia hai ham s6 f(u) = ud va u(x) = x2+ x.

Theo céng thic tinh dao ham ctia ham hop thi y’ =8u”.u’ (x) = 8(x*+x) "(2x + 1).

b) Véix>0,tacoy= V,?L 'I la ham hop ctia hai ham sé f(u) = %v'au(x) = Vx + 1.
| Theo cong thic tinh dao ham cia ham hop thiy’ = —%-u' x)=- (&l " . 2:/)( .
Nhan xét: Vdi u = u(x), ta c6 cac cong thuc tinh dao h.‘:lm ctia ham hop sau: ’
(u") =nu"'.u; (Vu) = ZL:/L_J; (1?) - _%.

Tinh dao ham clia cidc ham sé sau:

a) y=V7-3x;
b) y=(2\/§+%)

3

® DPao ham cia mét s6 ham so khac
1. Pao ham cia ham sé luong giac
HOAT PONG 6
Xét ham sé y = sinx.

Cho biét ym% = 1. Bang dinh nghia, tinh dao ham ctia ham s6 y = sinx tai diém x, bat ki.

=)
Ij Ham s6 y = sinx c6 dao ham tai moi x € R va (sinx)’ = cosx.

Chuong 7 - DAO HAM
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HOAT DONG 7

a) Tu cong thic cosx = sin(%—x) va quy tac tinh dao ham cia ham hop, ching minh rang:
(cosx)’ = —sinx.

b) Ti cac cong thic tanx = 2%, cotx = £22X 3 quy téc tinh dao ham cta thuong, ching
cosx sinx :
N S 1
minh rang: (tanx)’ = osix V@ (cotx) = SinZx

o)

(sinx)’ = cosx; (cosx) = —sinx;

P 1 s .
(tanx) = osix x#5 +kx ke Z);

1
(cotx) = e x# kx (k € Z).

Nhén xét: Vdi u = u(x), ta cé cdc cdng thic tinh dao ham clia ham sé lugng giac sau:

P r . P . r_ u . ' u
(sinu) =u'.cosu; (cosu) =-u'.sinu; (tanu) ol (cotu) Sin’u
Vibuz
! Tinh dao ham clia cac ham sé sau:
a) y=2sinx—3cosx; b) y=xtanx;
= _ T, _ 3
Q y= 5|n(2x 6 ), d) y=cos*3x.

Giai
a) y =2(sinx) —3(cosx)’ = 2cosx+3sinx.

X
5—*
COs' X

b) Vaix # %H’m(ke Z),tacéy’ =(x).tanx+ (tanx)'. x = tanx +

o y Z(h—%)’.cos(Zx—%)Z 2cos(2x—%).

d) y’ =3cos’3x.(cos3x) = -3 cos’3x.(3x)".sin3x = —9 cos’3x.sin 3x.

Tinh dao ham clia cdc ham s6 sau:
tanx sinx
+1; b) y= .

a) y=3cotx—

VAN DUNG 2

Phuong trinh chuyén déng clia mét con lac 16 xo
dao déng quanh vi tri cdn bang O la x = 4 cos 2t, trong
dé t tinh bang gidy va x tinh bang cm. Biét rang van toc
cla con lac & thai diém t dugc tinh béiv(t) = x' (t):

a) Tinh van t&c cla con lac tai thoi diém t= 7,
' ' 12 x=0
b) Tim thoi diém dau tién con lac dat van téc Ién nhat. Hinh 76

TOAN 11 43
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2. Pao ham ctia ham sé mii va ham sé l6garit

HOAT PONG 8
Xét ham sé y = e”.

Cho biét !{iﬁ\g% = 1. Bang dinh nghia, tinh dao ham clia ham s6 y = e” tai diém x, bat ki.

);

Ij Ham sé y = e* c6 dao ham taimoi x € Rva(e*) =e*.
Ngoai ra, bang dinh nghia ta cling chiing minh duogc(Inx) = %fx > 0.
HOAT PONG 9

a) T cong thic a* = e va quy tac tinh dao ham ctia ham hogp, hay tim céng thiic tinh dao ham
ctiahamso y = a*.

b) Ticongthiclog, x = II:_);Vé cac quy tac tinh dao ham da biét, hay tim céng thic tinh dao ham

cliaham sé y = log_x.

%)

Choa>0,a#1.

(@) =a*lna; (€9 =e*, xeR.
1

' 1 , . [
(log x)" = <Ina' X> 0 (Inx)" = ' X>0.

Nhén xét: Vdi u = u(x), ta ¢ cdc cdng thic tinh dao ham clia ham s& ma va ham sé |6garit sau:

I A a U . r_U’. o U" .
(ev) =u'ev; (@9 =u'a‘lng; (Inu) = 0 (log,u) =ina
vibus
T Tinh dao ham clia cdc ham sé sau:
a) y=3*7% b) y=log,(x*+2x+3); o) y=xe".
Giai
a) ¥y =@2x*—x)'.3**.In3 = (4x—1).3**.In3.
b y = X’ +2x+3) _ 2x+2 )
Y =+ 2x+3)In2 _ (F+2x+3)In2
c) y =0 e +x(e) =e*+xe.
Tinh dao ham clia cdc ham s6 sau:
a) y = 4sinx+cosx, b) y=In(1+Vx); Q y =|nTx_

Chuong 7 - DAO HAM
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VAN DUNG 3

Nong dé C (don vi pg/l) clia loai thudc A mdt ngudi udng vao co thé sau t gid cho béi ham sé sau:
C(t) = 6,2.t"e *" (nguén: Tarko, O. (2021). Surge Functions and Drug Interactions. Undergraduate
Journal of Mathematical Modeling: One + Two, 12(1), 7). Biét rang ndng dé C sé tang lén trong 8 gi&
dau tién va téc do tang clia ndng dé C tai thai diém t dugc tinh bai C' ():

a) Tinhtéc do tang néng dé clia thudc A tai thoi diémt = 1;

b) Trong hai thoi diém t =1 va t, = 5, thai diém nao néng dé thudc A tang nhanh hon?

BAITAP

7.6.

7.7.

7.8.

7.9.

Tinh dao ham ctlia clia cdc ham sé sau:
a) y=x"+3x"-2Vx;

X +2x+2.
o) Y=g

o y=K"+1)cotx;

d) y=e"log,x;

e) y=V2*+1.
Tinh dao ham clia cadc ham s6 sau:
a) y=e""% b) y=In?(2x+1).

Cho parabol (P): y = 2x*> - 3x + 1. Viét phuong trinh tiép tuyén cla (P), biét rang hé sé géc cla
tiép tuyén bang 5.

Néu mét quad bong dugc ném lén tirvi tri cach mat dat 1 mét vdi van téc dau la 24,5 m/s thichiéu
cao clia qué béng sau t gidy (trudc khi béng cham dat) dugc tinh bai h(t) = 1+ 24,5t —4,9¢°.
Biét rang van téc clia qua béng tai th&i diém tdugc tinh béiv(t) = A (t):

a) Tim vantdc clia qua bong sau 1 gidy va sau 3 giay;

b) Taithdi diém qué béng rdi xudng con cach mat dat 1 m thi van toc clia nd bang bao nhiéu?

]

o)
o )
>9)9)e- Y
._(-.'L
O (@ (@ (O (@ ¢

Hinh 7.7
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@ DAO HAM CAP HAI
v .

Trong ca hoc, gia toc la dai lugng déc trung cho miic d6 thay déi van téc

clia mét vat chuyén dong.

Ta da biét van toc clia vat tai mét théi diém t ndo dé duoc tinh béi

v(t) = s (t) (v3i s = s () 1a phuong trinh chuyén d6ng), vy lam thé nao |

dé tinh dugc gia téc clia vat tai thoi diém ¢?

Hinh 7.8

o Pao ham cap hai
HOAT PONG 1

Xét ham s6 y = 3x* - 2x% + x.
a) Tinhy' b) Tinh dao ham cda y'.

Cho ham sé y = f(x) c6 dao ham véi moi x € (a; b). Néu ham sé y’ = " (x) c6 dao ham tai x thi
dao ham clia né dugc goi la dao ham cap hai ctia ham sé y = f(x) tai x, ki hiéu 1a y" hoac ” (x).

Vibu1

T Tinh dao ham cap hai clia cadc ham s6 sau:
a) y=x*+Inx; b) y=sin’x.
Giai

L

o TS s, 1) 2_ 1.
a) Véix>0,tacéoy =4x Y —(4x +X)—12x oL

b) y" =2sinxcosx=sin2x; y" = (sin2x)' = 2cos 2x.

Tinh dao ham cap hai ctia cac ham sé sau:
a) y=1-3cos3x; b) y=e>"x,

o Y nghia co hoc cia dao ham cap hai
HOAT DONG 2

Mét vét chuyén déng théng véi phuong trinh s(t) = ¢ + t, v6i s tinh bang mét va t tinh bang giay.
a) Tinh van téc cla vat tai thai diém t.

BRI s o0
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b) Cho biét gia téc trung binh (don vi m/s?) cla vat

a,, trong khoang thei gian

trong khodng thdi gian [t ; ] dugc tinh bai cong thiic

t;t]
V(D) - v(t , It
a, = t——tﬂ) Hay tinh gia toc trung binh trong 21 ”

0 ! :
cac khoang thaoi gian [t; flvéit, =2 vatlanlugtla2; 2,01 ?
2,01; 2,001. Sau d6, hoan thanh Bdng 7.3. 2,001 ?

: . vit) - v(t) e L
Trong cd hoc, gidi han hitu han (néu cd) |rl_l.‘1;lt_—t0 dugc goi la gia toc tdc thai tai thdi diém t,
" 0
(hay gia toc tai thai diém t), ki hiéu la a(t). Ta cé:a(t) = v/ (t,).
Gia téc tai thai diém t, dac trung cho muc d6 thay déi van toc clia vat tai thoi diém dé. Gia toc clia
chuyén déng tai thai diém t, ki hiéu la a(t).
Viv(t) =s'(t ), ta rit ra dudc y nghia cd hoc clia dao ham cap hai nhu sau:

Dao ham cap hai s” (t) la gia toc tdc thai tai thai diém t cta chat diém chuyén dong véi
phuong trinh s = s(t), tuc la a(t) = s (t).

viDu 2
T Tinh gia téc cla vat chuyén dong thang trong Hoat dong 2 tai cac thai diém t, = 2 giay va
t, =3 giay. O thai diém nao trong hai thai diém trén, vat tang téc nhanh hon?

Giai

Tacd:s' () =3t2+1,alt) = 5" (t) = 6t.

a(t)=a(2)=12(m/s)alt,) =a(3) =18 (m/s).

Via(t) > al(t,) > 0 nén tai thai diém t, = 3 vat tang téc nhanh hon.

Phuong trinh chuyén déng cia mét con lac 16 xo dao déng quanh vi tri can bang O la x = 4 cos 2t,
trong dé t tinh bang gidy va x tinh bang cm. Tinh gia téc clia con lac tai thai diém t.

BAITAP

7.10. Tinh dao ham cép hai cia ham sé f(x) tai s(t)=1,86t (hgudn: Stewart, J. (2015).

diém x vai:
a) flx)=Kx-2)"vax,=4
b) flx)= 5in2xvéx0=%-

Calculus. Cengage Learning). Tinh gia téc
cta hon da khi roi tu do trén Sao Hoa. So
sanh vdi gia toc roi tu do trén Trai Dat vao
khodng g = 9,8 (m/s?), c6 nhan xét gi?

7.11. Tinh dao ham cép hai ctia cac ham sé sau: -
a) y=2¥-5%
b) y=Vx+3;
o y=xlnx.

7.12.

Mot hon da dugc tha roi tu do trén Sao Hoa.
Quang dudng roi sau t giday duoc tinh bai

Page 53

Hinh 7.9
TOAN 11

47



HOAT PONG THU'C HANH VA TRAI NGHIEM

e

HOAT PONG 1

e gy

Gidi thiéu y nghia "téc dé thay déi" cia dao ham

1. Hocsinh doc théng tin sau vé y nghia ctia dao ham trong mét s6 van dé thuc tién lién quan
dén "téc dé thay déi ciia mét dai luong™

Trong thuc tién, ta bdt gdp rat nhiéu dai luong thay déi theo théi gian hodic theo mét bién nao dé.

Vidu:

« Dén s6 ctia mét dia phuong thay déi theo tiing nam;

« Chi phisan xudt thay déi theo s6 lugng hang hod duoclam ra;

- Chiéu cao clia mét cdi cdy thay déi theo thdi gian khi né Ién Ién.

Néu cdc dai lugng thay déi néu trén biéu dién béi ham sé 'y = f(x) thi dao ham f’ (x) c6 thé

duoc hiéu la téc dé thay déi cua y theo x.

Chang han, néu dén sé ciamdétthanh phé duocudctinh bédihamséy =1(t) thif’ (t)latécdé thay doi

dan sé cua thanh phd tai thoi diém t. Trong truong hop y = f(t) la ham déng bién (ham tang) thi

f' (t) gitip ta tinh dugc téc dé tang dén sé & thoi diém t can xét.

Tir y nghia trén, dao ham cda mét ham sé sé cho biét téc dé (mic dé nhanh, chdm) ma mét dai

luong ndo dé dang thay déi. Vi su'thay déi la tinh chdt chung cda nhiéu dai luong trong thuc tién

nén dao ham la mét céng cu todn hoc quan trong va cé nhiéu ting dung.

2. Cacnhém thao ludn tim kiém céc dai luong trong thuc té hoac trong cdc mén hoc khac ¢é
lién quan dén "téc do thay doi".

3. Dai dién méi nhém Ién béo céo két qua thdo luén cia minh. Gido vién nhan xét va lién hé
véi y nghia ctia dao ham, tir dé chi ra duoc y nghia quan trong ctia dao ham trong nhiéu
van dé cha thuc tién.

HOAT PONG 2

Van dung dao ham dé gidi quyét mét sé van dé thuc tién lién quan dén téc do thay ddi chia

mot dai lugng

1. Gido vién té chirc cho 4 nhém hoc sinh giai quyét 4 bai toan c6 ngir cdnh thuc té duéi day
(moi nhém gidi quyét 1 bai toan).

2. Méi nhém giai quyét bai toan dudc giao, trinh bay I&i gidi trén gidy A0 va thuyét trinh
trudc lop.

Bai toan 1: Dan s clia thanh phé A tang theo tiing nam ké tir ndm 2000 dén nay. Gia st s&

déan chia thanh phé trén dugc udc tinh bdi céng thic f(t) = w

la s6 nam ké tir nam 2000. Chang han, & thai di€ém nam 2020 thi t=2 020 — 2 000 = 20.

(nghin nguai), trong doé t

Chuong 7 - DAO HAM
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Dao ham duogc st dung dé xac dinh téc do thay d6i cia mét sé dai lugng trong thuc tién nhuthé nao?
Goi y té chiic hoat déng: Lép hoc dugc chia thanh 4 nhém. Gido vién cé thé t8 chirc gis hoc hoat
déng trdi nghiém "Tim hiéu (tng dung cia dao ham trong thuc tién" théng qua cac hoat déng sau:



a) Néuxem y=f(t)|a ham sé xac dinh trén nita khodng [0;+oc) thi dao ham clia né biéu thi cho
dai luong nao?

b) Tinh téc dé tang dén sé ctia thanh phé A vao nam 2005 va 2010 (lam tron két qua dén hang
phan tram). Vao nam nao trong hai ndm néu trén, dan sé ctia thanh phé A tang nhanh hon?

¢) Vao nam nao thi téc dé tang dan sé dat muic 0,5 nghin ngudi/nam?

Bai toan 2: M6t bé chita nudc dang chita 20 m? nudc. Mét ngudi can lay nudc dé sir dung nén
da md& van & day bé dé nudc chay vao thung chita. Gia st thé tich nudc trong thung chira tang
dén theo thasi gian va dugc ubc tinh béi ham s6V(t) = t——ge-2 (0 < t < 40).

a) Cé thé xem téc dd nudc chay vao thiing bang véi téc dé tang clia thé tich nudc trong thing.
Tinh téc dé nudc chdy vao thiing chita tai thai diém t=5 phut va t = 15 phut.
b) Nuéc chdy vao thung chita nhanh nhét tai thai diém nao?

Bai toan 3: Dé do ludng kha nang nam viing kién thic cha sinh vién sau khi két thic khoa hoc,
mot nha nghién cdu tién hanh cho sinh vién lam bai ki€ém tra méi thang trong vong 12 thang
ké tir ngay két thic khod hoc. Gia sir diém sé trung binh s(t) clia céc sinh vién dat dugc trong
bai kiém tra & thang thu t dugc tinh bdi s(t) = 7e™** + 1véi s(t) tinh bing diém, 0 < t < 12. Néu
xem y = s(t) |a ham s6 xac dinh trén [0; 12] thi| s’ (t) | biéu thi téc d6 gidm diém sé tai thang thit
t trong dot khao sat.

Tinh téc dé gidm diém so tai t = 2 va t = 6. Tai thoi diém nao trong hai thai diém trén, diém so6
cla cac sinh vién dugc khao sat giam nhanh hon?

Bai toan 4: Can nang cila moét bé gai trong dé tudi tir 0 dén 36 thang dugc udc tinh béi ham
s6 y = f(t) = 0,00031t* — 0,02396t2 + 0, 76806t + 3,3 va c6 db thi nhu sau (ngudn: https:/www.
vinmec.com):

——>
(@] 5 10 15 20 25 30 35
~ Hinhzio
a) Tinhtéc d6 tang cdn nang clia bé gai tai thai diém 5 thang tudi.
b) Trongbathaidiém t=>5; t=10;t= 15, thdi diém nao can nang clia bé gai tang nhanh nhat?

HOAT PONG 3

Gido vién giao nhiém vu cho cdc nhém vé nha tim hiéu thém cac ing dung khéc ciia dao ham
trong thuc tién cudc séng hoac trong cac nganh khoa hoc khéc va trinh bay trudc 1&p vao budi
hoc tiép theo.
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ONTAP CHUONG 7

BAI TAP TU LUAN

7.13. Tinh dao ham ctia cadc ham sé sau bang dinh nghia:

a) y=-x"taix,=2;

b) y=

P tai x =-3.

7.14. Tinh dao ham ctia cdc ham sé sau:

a) y=3"+log,x;

x2+2x -3,
T R

o y=0x2-x5
d) y= ev"x1+2_

7.15. Ching minh rang [In (-x)]' = %vcﬁ'i moi x < 0.

_X—3

7.16. Cho dudng cong (C):y = T

a) Viét phuong trinh tiép tuyén cta (C) tai diém M(1; -1).
b) Viét phuong trinh tiép tuyén cha (C) tai giao diém cta (C) véi truc hoanh.

7.17. Tinh dao ham cap hai ctia cdc ham sé sau:

a) y=x*-2sin3x;
b) y=xex.

7.18. Mot vat dao déng diéu hoa cé phuong trinh x = 4 cos 7t (x tinh bang cm, ttinh bang giay).
a) Tinh van téc cha vat tai thai diém t= 0,75 giay.
b) Tim thsi diém dau tién vat cé gia téc 16n nhat.

BAITAP TRAC NGHIEM

7.19. Pao ham clia ham s6 y = f(x) tai diém x = 2 (néu cd) la gidi han nao dudi day?

A i fR=F2)
=2  X—2
. flx)+f(2)
B. ',JD;‘ x+2
. flx)—f(2)
C. o xX+2
o, lim [ +FQ)
=2  X—2

7.20. Dao ham clia ham s6 y = e"™ |3

A. y' =es"™,
C. y' =sinx.e™ 1,

BET crcra om0
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7.21.

7.22.

7.23.

7.24.

7.25.

axi+bx+c

2 _
2 X+3cc’>daohémléy'= x12)2 (a b, c e R).Giatricta

Biét rang ham s6 y = 13

a+b+cbhang

A. 13.
B. 5.

C. 15
D. -5.

Cho parabol (P): y = x*+ 2x + 3. Goi A la tiép tuyén cuia (P) tai diém M va c6 hé sé géc
bang —2. Phuong trinh ciia A la

>

y=-2x+3.
y=2x—3.
y=2x+3.
y=-2x-3.

ONw

Chohamsé y = —1;- Khi dé6 y” (%) bang
A. -16.

B. -8.

C. 8

D. 16. yA

(€
Cho ham sé f(x) c6 dé thi la duéng cong (C) trong \ //
Hinh 7.11. Biét d,, d,, d, la cac tiép tuyén cua (C) Y d,

I
- - - a7 - n ~ ~ - » !
tai cac diém c6 hoanh dé lan lugt la x., x, va x,. !
:
I

+ >

/ X‘| X;: N X
d, d

Khang dinh nao duéi day dung?
Hinh 7.11

A fix)<f (x)<f (x,)
Néu mét phi hanh gia ding trén Mat Trang va ném mét vién da ti dé cao 1 mét

)
B. Flx)<f(x)<Flx
C. Fx)<f(x)<Fx
D. F(x) < () <F lx,

2
3

).
).
).

vdi van toéc dau 7,9 m/s thi chiéu cao clia vién da sau t giay dugc tinh bdi céng thuc
h(t) = 1+7,9t- 0,8t*(m) (hgudn: https://www.physicsforums.com). Tinh van toc clia vién
dé dé khi cham bé mat Mat Trang.

A. -75m/s.
B. 8,1 m/s.
C. 75 m/s.
D. -8,1 m/s.
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- Phan HINH HOC -

CHUGNG

Dén Parthenon —toa lactrén dinh déi cta
thanh c6 Acropolis & Athens (Hy Lap), la
mot trong bay ki quan cla thé gidi c6
dai — gém nhiéu cét thang ding & phia
mat trudc va hanh lang xung quanh.
Ngugi ta ngudng mo kién tric cha dén
dén muc da c6 nhiéu toa nha nai tiéng
ngay nay dugc thiét ké véi mot so chi tiét
tuong tu nhu mat tién ctia Nha Trang,
S& Giao dich Chung khoan New York,
toa nha Reichstag & Berlin,... Phia sau
nhiing céng trinh kién trac doé la nhiéu
khai niém hinh hoc khong gian sé duoc
chung ta nghién cuu.

Quan he vuong goc
trong khong gian

¢

Page 58

Nhéan biét duoc cac khai niém va tinh
dugc goc gitia hai dudng thang, goc
gitta dudng thang va mat phang, géc
nhi dién, géc phang nhi dién;

Xac dinh dugc diéu kién dé dudng
thang vudéng goéc véi mat phang, hai
mat phang vuéng géc;

Xac dinh va tinh dugc cac khoang cach
trong khong gian;

Nhan biét dugc cac cong thic va tinh
dugc thé tich ctia khéilang tru, khéi chép
va khéi chép cut déu;

S dung dugc cac kién thic vé quan hé
vudéng goéc trong khéng gian dé mo t3
mot s6 hinh anh trong thuc tién.



@ HAI PUONG THANG VUONG GOC
w .

Ta biét, véi khung thanh béng da thi cac cét docd , d, vudng goc
vdi thanh xa ngang n,.Lam thé nao dé xac dinh dugc géc clia cac
dudng thang d,, d, véi cac dudng thang n,, n.?

o Géc giita hai dudng thang

HOAT PONG 1

~ - - * = + - . 2 g AT ~ /W\
Trong khéng gian, cho hai dudng thang a, b. TG mét diém O lay tuy y, vé
hai dudng thang a’, b’ lan lugt song song (hoac triing) véi a, b (Hinh 8.1). a
Cé nhén xét gi vé goc gilta a’ va b’ khi O thay déi? %
Hinh 8.1

Tu nhan xét & Hoat dong 1, ngudi ta dinh nghia goc gitia hai dudng thang trong khéng gian nhu'sau:

%)

Goéc gitra hai dudng thang a, b la goc gilra hai dudng thang a’, b’ cung di qua moét diém va
lan lugt song song (hodc triing) vdi a, b, ki hiéu (a, b).

Nhén xét:

- Dé xac dinh géc gitra hai dudng thang a, b, ta c6 thé Iy diém O trong Hoat déng 1 thudéc mét trong hai
dudng thidng dé.

« 0°<(a, b) <90°.

« Néu g, b song song hodc trung nhau thi (g, b) = 0°.

ViDU 1

I Cho hinh hép ABCD.A'B'C’'D’ ¢6 ABCD la hinh vuéng. Tinh géc gitra cac cap dudng thang sau:
a) A'B'vaBCG; b) A’D’'vaBD; c) B'C'vaAD.
Giai

a) Tacd A'B' / AB, suy ra (A'B’, BC) = (AB, BC). Ma ABCD la hinh vuéng
nén ABC = 90°. Vay (A'B’, BC) = 90°.

b) TacdA'D’' / AD, suy ra (A’D’, BD) = (AD, BD). Ma ABCD la hinh vuéng
nén ADB = 45°. Vay (A'D’, BD) = 45°.

c) TacdB'C /#/BCvaBC/ADnénB'C' // AD.Vay (B'C’, AD)=0°.

Hinh 8.2

Cho hinh lang tru ABC.A’'B'C’, biét tam giac ABC vuéng can tai A. Tinh cac goc (A'C’, BQ),
(A’B’, AC), (A’A, B'B).
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0 Hai dudng thang vudng géc

HOAT PONG 2
B c

Ta biét hinh hop chir nhat c6 6 mat la cac hinh chir nhat. Quan sat A
mot bé nudi ca canh hinh hép chit nhét (Hinh 8.3). Xem méi canh :

ctia bé nudi ca la hinh dnh thé hién mét dudng thang. Hay chi ra %ﬁ%@‘--@-" C
nhiing dudng thang tao véi AA' mét goc 90°. Trong méi trudng hop, il )
hay cho biét vi tri tuong doi ctia AA’ va dudng thang da chira. Hinh 8.3

Q

Ij Hai duéng thing dugc goi la vuéng géc vdi nhau néu géc gitra chiing bang 90°.

Luuy:

« Khi hai dudng thang a, b vuéng géc véi nhau thi ta ki hiéu a L b.

- Trong khéng gian, hai duéng thang vuéng géc vdi nhau thi hoac ct nhau, hodc chéo nhau.
viDu2

T Cho titdién déu ABCD cé canh bang a. Goi E, F, M, K1an lugt la trung

diém ctia AB, CD, ACva AD. Chiing minh rang EF 1L MK.

Giai

Ta c6 M va K lan lugt la trung diém cha AC va AD, do dé MK / CD.

Suy ra, gbc gilta EF va MK bang géc gitta EF va CD.

Do ABCD la ti dién déu canh a nén AABC va AABD la cac tam giac déu

c@nh a. Hinh 8.4

CE va DE la dudng trung tuyén déng thai la dudng cao clia cac tam gidc déu canh a. Ta tinh

dugc CE = DE = @a. Vay ACED can tai E.

Do Fla trung diém canh day CD cla tam gidc can CED nén EF L CD.
Suy ra (EF, MK) = (EF, CD) = 90°.
Vay EF | MK.

Cho tir dién ABCD va diém M thudc canh AD. Mat phang (o) di qua M,
song song v&i ABva CD. Mat phang (e) catcaccanh BD, CB, AClan luot
tai N, P, Q (Hinh 8.5). Biét MNPQ la mét hinh chit nhat. Chiing minh
rang AB L CD.

BAITAP Hinh 8.5

8.1. Cho ti dién déu ABCD. Goi M Ia trung diém cutia BC. Tinh cos(AB, DM).

8.2. Cho hinh hép ABCD.A'B'C'D’ ¢6 tat ca cac canh déu bang nhau. Chiing minh rang AC L B'D’,
AB’ 1 CD'va AD" L CB'.

8.3. Cho hinh chép S.ABCD cé day la hinh vuéng ABCD canh bang a va cac canh bén déu bang a.
Goi M va N lan luot la trung diém cta AD va SD. Ching minh MN L SC.

8.4. Cho tu dién ABCD c6 AC = a, BD = 3a. M, N lan lugt |a trung diém cha AD va BC. Biét AC
vudng goc vdi BD, tinh MN.

Chucong 8 « QUAN HE VUONG GOC TRONG KHONG GIAN
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PHEP CHIEU VUONG GOC
<2 )
Trong cudc séng, ta van ndi "day doi vuéng géc véi mat dat’, "cét nha vudng géc vai nén nha", hay
"chan ban vuéng géc véi mat ban',... Ta xem mat dat, nén nha, mat ban 1a hinh dnh ctia mat phang
va day doi, cét nha, chan ban |a hinh anh ctia cac dudng thang.

@ PUONG THANG VUONG GOC VGI MAT PHANG.

Nhu vay, ta ¢é hinh anh "dudng thang vuéng gdéc véi mat phang"

|
Hinh anh day doi cta
tho xdy va nén nha

aaan A¥E

i
.

¥ el &
’i,..: s Tt SN

Q Pudng thang vudng goéc véi mat phang

HOAT PONG 1

Quan sat hinh anh cay cét va nén nha (Hinh 8.6). Xem nén nha la hinh
anh ctia mat phang (). Ta ¢6 canh OO’ ctia cay cét tugng trung cho
mét dudng théng véi O tugng trung cho mét diém thudc ().

a) Vémotdudng thang a nam trong (a) va a khéng qua O.Vé dudng
thang a’ qua O va song song véi a. Dung é ke kiém tra OO’ cé
vuong goéc vdi a” hay khong? Tu dé hay tinh goc gitla OO’ va a.

b) Goid la dudng thang bat ki nam trong (). H6i 00’ ¢ vuéng gé6c m
vé@i d khéng? Vi sao?

Hinh 8.6

TU Hoat dong 1, ta c6 thé thay rang dudng thang OO’ vuéng géc véi moi dudng thang nam trong
mat phang ().

DPudng thang d duoc goi la vuéng géc véi mat phang (@) néu d vudng géc véi moi dudng thang
nam trong mat phang (@), ki hiéud L ().

PIEU KIEN DE MOT DPUONG THANG VUONG GOC V61 MOT MAT PHANG

Néu mét dudng thang vudng géc véi hai dudng thang cat nhau cing nam trong mét mat phang
thi né vuéng géc véi mat phang ay.

—©
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ViDu 1

Trong khéng gian, cho tam giac ABC va dudng thang d vudng géc véi AB va AC. Chiing minh
d vudng goc vai BC. d‘

Giai A C
Theo gia thiét: d L AB;d L AC. Hai dudng thang AB va AC cat ‘
nhau, tao nén mat phdng (ABC) (Hinh 8.7). Ap dung dinh li trén,

tacéd L (ABC). Ma BC C (ABO), nénd L BC. B

Hinh 8.7

Nhan xét:
Theo Vi du 1, mét dudng thang vuéng géc véi hai canh clia mét tam giac thi cling vudng géc véi
canh thit ba ctia tam giac do.

Cho hinh chép S.ABC cé SA vudng géc véi mat phang (ABC) va tam gidc ABC vudng tai B.
a) Chuang minh rang BC vudng gdc véi mat phang (SAB).
b) Biét AH la dudng cao cla tam giac SAB. Chirng minh AH vuéng goc véi SC.

o Tinh chat cta quan hé vudng géc giita dudng thang va mat phang
1. Su tdn tai cia cac dudng thang va mat phang vudng géc véi nhau
HOAT PONG 2

B C

Cho hinh hép ABCD.A'B'C'D’ c6 AA” 1 ABva A’A L AD (Hinh 8.8).

a) Mat phang (ABCD) cé vuéng goc véi A’A khéng? Vi sao?

b) Goi (a) Ia mat phang qua A va vudéng géc vdi A’A. Hay tim e S C
giao tuyén cla (a) véi cac mat phang (AA’B'B) va (AA'D'D). AQT D
Tur dé tim méi quan hé gidia (@) va mat phang (ABCD). Hinh 8.8

Ta cé cac tinh chat sau:

« C6 duy nhat mét mat phang di qua mét diém cho trudc va vudng goc véi mét dudng thang

cho trudc.
- C6 duy nhat mét dudng thang di qua mét diém cho trudc va vudng géc véi mét mat phang
cho trudc.
d d 0
0 A /
AC S &
Hinh 8.9 Hinh 8.10
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ViDu2

L

Luuy:

Cho doan thang AB, mat phang (a) qua trung diém [ ctia AB va vuéng géc véi AB. Chiing minh

M la mét diém thudc (a) khi va chi khi MA = MB.

Giai

« Ta chithg minh M € (a) thi MA = MB. That vay, véi M  (a):

— Néu M = I thi MA =MB (do I la trung diém ctia AB);
— Néu M khac IthiMI L AB (do AB L (). Vay Mila dudng trung truc
ctia doan AB nén MA = MB.

« Ta chiing minh MA = MBthi M € (a). That vay, MA = MB suy ra M
thuéc dudng trung truc cia doan AB. Vay c6 hai truong hop:
-M=InénM e (a);

— Hodc MI L AB, Ml thudc mat phang qua / va vudng gbc véi AB. Vay Ml C (@) nén M € ().

Hinh 8.11

- Mat phang qua trung diém / ctia doan thang AB va vuéng géc véi dudng thang AB goi la mat phang
trung truc ctia doan thang AB.

- Méat phang trung truc clia mét doan thang la tip hop cic diém cach déu hai dau mat clia doan
thang nay.

vViDu 3

L

Cho hinh chép S.ABCD c6 SA vudng gbc véi mat phang (ABCD) va ABCD la hinh vuéng c6 O la
giao diém hai dudng chéo.
a) Chdng minh rang (SAC) 1a mat phang trung truc cua
doan thang BD.
b) GoiEla métdiémtrongkhénggian saochoDE 1 (SAQ).
Chiéing minh B, D, E thang hang.
c) Gia st (@) la mat phang qua S va vuéng goc véi BD. Hay
xac dinh giao tuyén clia hai mat phang () va (ABCD).
Giai
a) ViSA L (ABCD)nén BD 1 SA(Hinh 8.12). Hinh 8.12
Ta lai c6: BD 1 AC (do ABCD la hinh vuéng). Suy ra BD 1 (SAC).
(SAC) c4t BD tai trung diém O clia BD nén (SAC) la mat phang trung truc ctia BD.
b) Ta cé: BD va DE cung vuéng goc véi (SAC).
Do qua D ¢6 duy nhat mét dudng thang vudng goc véi (SAC) nén cac dudng thang BD va

DE phai trung nhau. Diéu dé cé nghia la B, D, E thang hang.

c) Tada ching minh dugc BD L (SAC). Mat khac, chi cé6 mét mat phang qua S va vudéng géc
vGi BD, d6 la mat phang (SAC). Vay méat phang (@) chinh la (SAC).
Suy ra giao tuyén cla (o) va (ABCD) la AC.

Cho hinh chép S.ABCD cé day la hinh chir nhit va SA vuéng géc véi day. Goi B, C', D' lan luot la
hinh chiéu cda A trén cac canh SB, SC, SD. Ching minh SC L (AB'D’) va AB’, AC', AD’ cing nam
trong mét mat phang.

TOAN 11
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2. Lién hé giita tinh song song va tinh vuéng géc ctia dudng thang va mat phang
Visao ngudi thg xdy c6 thé dung day doi dé ki€ém tra xem cac c6t nha cé song song vdi nhau hay khéng?

P .

———————
=

[ E E
HOAT PONG 3
a |b
Cho hai dugng thing g, b song song vdi nhau va mat phang (a) /< = | /
vuéng goc vdi a (Hinh 8.13). Hai (1) cé vudng goc véi b khéng? a ;
Visao? |
Hinh 8.13

Tu Hoat déng 3, ta suy ra: Néu mét mat phang vuéng géc véi mét trong hai dudng thang song song
thi né cling vudéng goc véi dudng thang kia. Pay la mét tinh chat néi vé quan hé gilra tinh song song
va tinh vuéng géc clia cac dudng thang, mat phang. Ta cdn c6 mdt sé két qua sau:

- Cho hai dudng thang song song. Mat phang nao vuéng géc véi dudng thang nay thi ciing
vubng géc véi dudng thang kia.
- Hai dudng thang phan biét cing vuéng géc véi mét mat phang thi song song vdi nhau.

ViDU 4

Cho hinh chép S.ABC ¢é SA vudng gdoc véi mat phang (ABC), tam giac
ABC can tai A. Goi M, N, P lan luot |a trung diém cutia AB, AC, BC. Chiing
minh MN va BC ciing vudng géc véi mat phang (SAP).

Giai

AABC céan tai A, Pla trung diém ctia BC, do d6 BC L AP.

SA 1 (ABC)nén SA 1 BC.Suy ra BC 1 (SAP).

Ma MN // BC (dudng trung binh ctia tam giac BAC) nén hai duong
thang BC, MN cling vuéng gdc véi mat phang (SAP).

Hinh 8.14

Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh vuéng, SA vudng géc véi mat phang day. Goi H, K
lan luot 1a hinh chiéu cta A trén SB, SD. Chitng minh HK L (SAC).
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- Cho hai mat phang song song. Pudng thang nao vuéng géc vdi /< - /
mat phang nay thi cling vudng gdc véi mat phang kia. u '

» Hai mat phang phan biét cing vuéng géc véi mét dudng thang thi /[g h

song song vGi nhau. |

Hinh 8.15

ViDU5

Cho hinh chép S.ABCD cé day ABCD la hinh vuéng va SA vudng géc véi mat phang day. Goi
N, M 1an luot la trung diém clia cac canh SD, AD. Mat phang (@) qua MN va song song véi AC.
Chitng minh BD vuéng géc mat phang (a).

Giai

Ta c6 MN // SA (dudng trung binh trong tam giac SAD) = (a) # SA,
ma (a) / AC nén(a) # (SAQC).

Tac6BD 1 SA(SA L (ABCD))vaBD 1 AC (hai dudng chéo hinh vuong)
nén BD 1 (SAC).Vay BD 1 (a).

Hinh 8.16

Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh thoi, O la giao diém cta AC va BD, SA = SC,
SB=SD. Goil, K lan lugt la trung diém cia AB va BC. Mt phéng (a) chia IK va song song véi SO.
Chiing minh (a) L BD.

a
- Pudngthang a va mat phang (@) song song vSi nhau. Pudng thang d‘

nao vuong goéc vdi (a) thi cing vuéng goc vdi a. /< H /
» Mét dudng thang va mét mat phang khéng chia dudng thang do, a ;

cung vudng goc véi mét dudng thang khac thi song song véi nhau.

ViDU 6

L

Cho mat phang (@) va tam gidc OAB vuéng tai O c6 canh OA / (), canh OB khéng vuéng géc
véi(@). Qua O, A, Blan luot vé dudng thing d, a, b vubng géc vdi (a) va cat(a) lan luot tai O, A, B'.
Ching minh tam giac O’A’'B’ vuéng tai O'.

(0] A
Giai
Ta ¢6: OA / (a), 00’ L (a) nén OO’ L OA. Ma OA L OB nén qdaN_ 7 | a
OA L (OO'B'B) (OO' // BB’ viclng vubéng goéc véi (a)). Yz
Do OA / (@), (O0'A'A) N (a) = O'A'nén O'A" / OA. S N S—
Vay O'A" L (OO'B'B) nén O'A’ L O'B’ hay tam giac O'AB  /a g
vudng tai O'. Hinh 8.18

Cho hinh chép S.ABCD cé day ABCD la hinh vuong, SA vuéng goc vdéi mat day (ABCD). Goi O la
giao diém clia ACva BD, B’ 1a hinh chiéu ctia A trén SB, O’ la hinh chiéu ctia O trén SC. Chiing minh
AB' // (O'BD).
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VAN DUNG

Hay tra I5i cau hoi néu & dau Muc 11, Phéan 2 trong bai nay: Vi sao ngudi thg xay cé thé dung
day doi dé kiém tra su song song clia cac cdt nha véi nhau?

@ Phép chiéu vuéng goc. Pinh li ba dudng vuéng goc

1. Phép chiéu vudng géc

HOAT PONG 4
AL D
gl c
Cho hinh hép ABCD.A'B'C'D’ c6 A’A L (ABCD).Tim hinh chiéu ctia cac diém !
A’, C', D' lén mat phang (ABCD) theo phuang ctia dudng thang BB'. Al ..JD
B c
Hinh 8.19
A
- ' ) ) 1 B A
Néu A L (@) thi phép chiéu song song theo phuong A I |
|én mat phang (@) duoc goi la phép chiéu vuéng géc I } LI
|én mat phang (). /(< A B’ :/
|

Hinh 8.20. A’, B' la hinh chiéu cta A,

B trén mat phang (c
Nhan xét: tphang (@)

- Phép chiéu vudng géc [én mit phang (o) con dugc goi don gidn la phép chiéu lén mat phang (o).
Néu H' |a hinh chiéu vudng goéc clia H Ién mat phang (@) thi ta cling néi H' [a hinh chiéu cta H trén
mat phang ().

- Phép chiéu vuéng géc cling cé moi tinh chat ctia phép chiéu song song.

ViDUu 7

Cho hinh chép 5.ABCD cé day la hinh vuéng va SA vuéng géc véi

day (ABCD). Xac dinh hinh chiéu cta:

a) Dudng thang SA trén mat phang (ABCD);

b) Canh SCtrén mat phang (ABCD);

c) Tam gidc SBD trén mat phang (ABCD).

Giai Hinh 8.21

a) Theo gia thiét, SA L (ABCD) nén hinh chiéu ctia dudng thang SA trén méat phang (ABCD) la
diém A.

b) C < (ABCD) nén hinh chiéu cta C trén mat phang (ABCD) chinh 1a C. Mat khéc, hinh chiéu
cta S trén (ABCD) la diém A. Suy ra, hinh chiéu ctia canh SC trén (ABCD) la AC.

¢) HinhchiéuctiaB, Dtrén (ABCD) lan lugtla chinh B, D.Hinh chiéu ctia Strén (ABCD) 14 A.Suy ra,
hinh chiéu ctia ASBD trén (ABCD) 1a AABD.
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Cho hinh chép S.ABCD cé day ABCD la hinh vuéng. Biét rang hinh chiéu ctia S trén méat phang
(ABCD) la trung diém H ctia canh AD. Xac dinh hinh chiéu cua:

a) Tam giac SBC trén mat phang (ABCD);

b) Céc canh SBva SC trén méat phang (SAD).

2. Dinhliba dudng vuoéng goc
HOAT PONG 5

Cho dudng thang b khéng nam trong mat phang (a) va khéng vuéng goéc véi (). Goi A, B la hai
diém phén biét trén bva A’, B’ lan luot la hinh chiéu ctia A, B trén (a). Goi b’ 1a dudng thang di
quaA’, B'thi b’ la hinh chiéu cha b trén mat phang (). Xét a la mét dudng thang nam trong ().
a) Néua L b'thiacéd vudng goc véi b khéng? Visao?
b) Néua L bthiacovudng goc véi b’ khéng? Vi sao?

Hinh 8.22

Vi Hoat dong 5, ta da chitng minh dugc dinh li sau, goi la dinh |i ba duéng vuéng goc:

Cho dudng thang a ndm trong mat phang (a) va dudng thang b khéng nam trong (a),
déng thai khéng vudng goc véi (a). Hinh chiéu clia b trén mat phang (a) la dudng thang b'.
Khi dé, a vuong goc véi b khi va chi khi a vuéng goc véi b'.

vibDus

T Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh binh hanh va SA vuéng géc véi mat phang day.

Chiing minh rang ABCD la hinh thoi khi va chi khi BD vuéng géc vaéi SC.

Giai

Theo gid thiét, SA L (ABCD)nén hinh chiéu ctia S trén mat phang

(ABCD) 12 A. Vi C € (ABCD) nén hinh chiéu cta C 1a chinh né.

Vay hinh chiéu cta canh SC |a AC (Hinh 8.23).

Tur do suy ra:

» Néu ABCD la hinh thoi thi BD 1. AC. Do dé,BD L SC;

- Nguoclai,néuBD L SC thi BDvudng géc vai hinh chiéu ctia SC,
nghia la BD 1 AC. Khi dé, hinh binh hanh ABCD c6 hai dudng
chéo vuéng géc véi nhau. Suy ra ABCD la hinh thoi.

Hinh 8.23
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Cho hinh chép S.ABC c6 day ABC la tam giac can dinh B va hinh chiéu cla S trén mat phang (ABC)
la trong tdm cdia tam gidc ABC. Chiing minh rang cac dudng thang AC va SB vudng géc véi nhau.

m Goc giita dudng thang va mat phang

HOAT PONG 6

Cho hinh hép ABCD.A'B'C'D’ c6 AA’ L (ABCD). B
a) Tim hinh chiéu d ctia A’C trén mat phang (ABCD). Xac dinh goc gitia
A'C vad.
b) Tim hinh chiéu a ctia A’C’ trén mat phang (ABCD). Xac dinh géc giira
A'Cvaa.

- A
) Cho dugng thang a va mat phang (a). /

Néu a vudng gdc vdi (@) thi goc gilia a va (o) bang 90°,

Néu a khéng vudng goc vdi (a) thi goc gilia a va (o) la goc gilra /< OA _I/
. Yo
[0 s

a va hinh chiéu a’ ctia a trén (o).

Luu y:

Goi ¢ la géc gitra dudng thang a va mat phang (o), ta cé:
« 0°= ¢ <90°%

« a / (@) hoaca C (a) thig = 07

« al (o) = ¢@=90°

vVibu 9

T Cho hinh chép S.ABCD cé day ABCD la hinh vuéng canh a, SA vuéng géc véi mat phang (ABCD),
SA =2 a. Xac dinh va tinh géc gitta dudng thang SC va mat phang (ABCD).

Hinh 8.25

Ta c6 SA vudng goc véi mat phang (ABCD) tai A, nén AC la
hinh chiéu ctia SC trén mat phang (ABCD).

Giai 5
Vay géc gitra SC va mat phang (ABCD) la géc gitra SC va AC. i

An )

Péla SCA.
Tacétanga=%=j%3=1.5uyra§6}-l‘=45". B,’ \\"C
Vay goc gilta SC va mat phang (ABCD) la SCA = 45°. Hinh 8.26

Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh vuéng canh a, SA vudng gdc véi mat phang (ABCD),
SA =3 a. Xac dinh va tinh géc gitta dudng thing SD va mat phéng (SAB).
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8.5. Mbi ménh dé sau day dung hay sai? Visao?
a) Hai dudng thang ciing vudng géc vdi mét mat phang thi song song hoac triing nhau.
b) Haidudng thang phan biétcling vuéng géc véi dudng thang thi ba thi song song véinhau.
c) Hai mat phang phén biét ciing vuéng géc vdi mét dudng thang thi song song vai nhau.

8.6. Cho hai dudng thang phan biét a, b va mat phang (@), trong dé a L (a). Méi ménh dé sau day
dung hay sai? Visao?
a) Néub / athib 1 (o). b) Néub L (a)thib / a. ) Néub / (a)thib L a.

8.7.  Cho hinh chép S.ABCD c6 SA L (ABCD) va déy la hinh vuéng. Goi M 1a hinh chiéu vuéng géc
cla A trén SB. Chiing minh AM L (SBC) va BD 1 SC.

8.8. Chotutdién ABCD, biét ABC va BCD la hai tam giac can c6 chung canh day BC. Goi / la trung diém
cta canh BC. Ching minh BC L (ADI).

8.9. Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh thoi, O la giao diém ctia AC va BD va SA = SC,
SB = SD. Chiing minh BC L SO va SC L BD.

8.10. Mbt cdy dng-ten thang diing véi mat dat va dugc budc gidng béi 4 day cap tir mét diém B cach
chan A clia ang-ten 4 m. Khodng céch tir A dén céc chan bubc day gidng bang 3 m (Hinh 8.27).
Tinh téng chiéu dai day cap dung dé giang c6t ang-ten (khéng tinh cadc méi néi).

Hinh 8.27

8.11. Cho hinh chép S.ABC cé day ABC la tam giac déu canh a. Hinh chiéu vuéng géc ctia S trén
(ABC) trung véi trung diém H cla canh BC va SBC la tam giac déu. Tinh s6 do cta géc gitra SA
va (ABC).

8.12. Cho hinh chép S.ABCD cé day ABCD la hinh vuéng canh a, canh bén SA vuéng goéc véi
mat day va SA = v2 a. Tinh s6 do ctia géc gitta SC va (SAB).
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@ HAI MAT PHANG VUONG GOC
-

Trong nhiéu kién tric hién dai hoac cé dién, "géc" vira cé y nghia
mi thuat viia ddm bao tinh bén vitng clla céng trinh. Bai hoc nay
gidi thiéu mét s6 khai niém co ban vé gdc gilta cadc mat phang.

@ cocnhidien

HOAT PONG 1

Quan sat Hinh 8.28, tra |6i cac ciu hai:

a) Bén canh cta kinh 1,2, 3,4 (Hinh 8.28) chia khéng gian thanh
bao nhiéu phan?

b) Ban An (n(i, d0 vang) va ban Binh (nam, do xanh) & phan
khong gian nao?

Ta biét méi dudng thang a nam trong mat phang (a) chia méat phang N
o ®. " . e . s . n O Ny
dé thanh hai phan, moi phan cuing véi dudng thang a goi la mot Ny
ntia mat phang. Pudng thang a goi la bo clia cac nita mat phang dé. @ NN
Hinh 8.29

Hinh tao bdi hai ntta mat phang (@) va (B) c6 chung b& a goi la

gdc nhi dién (hay nhi dién), ki hiéu la [q, a, f] hay [, (1.

Mébi nira mat phang (a) va () goi 1a mét mat cta nhi dién.

Pudng thang a goi la canh cta nhi dién. B ‘a

Hinh 8.30

Luuy:
Néu trén (a) ta lay diém M, trén (B) ta lay diém N (M va N déu khéng nam trén a) thi nhi dién dé con ducc
ki hiéu la [M, a, N].

HOAT PONG 2

Cho nhi dién [a, g, ] va diém O thudc a. V& mat phang (P) qua O va
vuéng goc a. Goi giao tuyén cta (P) véi cac ndia mat phang () va (p)
lan luot la cac tia Ox, Oy. Hoi s6 do goc xOy thay doi nhu thé nao khi
diém O thay déi trén a?

Hinh 8.31

Trong Hoat déng 2, géc xOy xac dinh nhu trén dugce goi la géc phang clia nhi dién [a, a, .
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-

Géc cé dinh nam trén canh cta nhi dién con hai canh nam trong hai mat va vuéng géc vdi
canh cua nhi dién dugc goi la géc phang nhi dién.
Sé do clia géc phang nhi dién dugc goi la s6 do chia goc nhi dién.

Luuy:
a) Néu ¢la sé do cha gdéc nhi dién thi0° < ¢ <180°.
b) Néusé do clia goc nhi dién bang 90° thi hai mat ctia nhi dién dé vudng géc nhau, ta cé nhi dién vuéng.
c) Hai mat phéng cit nhau tao thanh bén nhi dién, néu mét nhi dién vudng thi ba nhi dién con lai
cling vuéng.
ViDU 1

Cho hinh chép S.ABC c6 day ABC la tam giac déu canh a, SA vudng géc véi méat phang (ABC), SA = %-
Goi (P) la mat phang qua A va vuéng géc véi BC. Tinh s6 do ctia géc phang nhi dién [S, BC, Al.
Giai

Goi Hlatrung diém BC. Ta c6 BC L AHvaBC L SAnén BC L (SAH). S
Vay mat phang (P) chinh la mat phang (SAH).
Ta c6 giao tuyén clia mat phang (SAH) véi cac mat phang (SBC) va
(ABC) lan lugt la SH va AH.

Vay géc phang nhi dién [S, BC, Al la SHA.

Taco SA L AH (do SA L (ABC)) nén tam giac SAH vuong tai A.

Suy ra tan SHA = % = % = SHA = 30°. Vay s6 do clia géc phing
nhi dién [S, BC, Al bang 30°. Hinh 8.32

Cho hinh chép S.ABCD cé day ABCD la hinh vuéng canh a, SA vuéng géc véi mat phang (ABCD),

SA = %a. Tinh s6 do clia cdc géc nhi dién [S, BD, Al, [S, BD, C].

o Hai mat phang vuéng géc
HOAT DONG 3

Quan sat khéi rubik hinh lap phuong (Hinh 8.33).

a) Hay tinh sé do ctia cac géc nhi dién tao bdi mat dé va mat xanh; mat trang
va mat xanh; mat trang va mat dé.

b) Cé hay khéng mét dudng thang a nam trong mat xanh va vuéng géc véi
mat do? Hinh 8.33

Hai mat ké nhau ctia khéi rubik néi trén cho ta hinh anh ctia hai mat phang vuéng géc véi nhau.
Téng quat, khai niém hai mat phang vuéng géc dugc dinh nghia nhu sau:

Hai mat phang (a) va (B) duoc goi la vuéng géc vdi nhau néu mét trong bén nhi dién duoc
tao bai (a) va (P) la nhi dién vuéng, ki hiéu (a) L (B).
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HOAT PONG 4

Dét cay but chi d vudng géc véi mat ban (@) va dat mot tam d
bia cting hinh chit nhat () sao cho than but chi ndm trong

tam bia (Hinh 8.34).Ta ¢é hinh dnh dudng thang d vuéng goc

véi mat phang (a) va mat phang () chia d. Goi a la giao tuyén o .
cia(a)va(p). Qua giao diém O ctia a va d, vé mot duong thing

d’ nam trong (a) va vudng goc véi a. Hai mat phang (a) va () A-, ' ' r
c6 vuong goc nhau khong? Vi sao? Hinh 8.34

PIEU KIEN PE HAI MAT PHANG VUONG GOC

Hai mat phang vudng géc véi nhau néu mat phang nay cé chiia mét dudng thang vuéng géc
véi mat phang kia.

vibu2

T Cho ti dién ABCD, biét ABC va DBC la hai tam gidc can c¢é chung canh day BC. Goi ! la trung diém
cla canh BC. Chitng minh (DBC) L (ADI). A
Giai

Tacd:BC L Al (do tam giac ABC can tai A) va BC L DI (do tam giac
DBC can tai D).

Ma hai dudng thédng Al va DI cit nhau clng thuéc (ADI) nén D : C
BC L (ADI). I
“ 2 . n B
Mét phang (BDC) chita BC, nén (DBC) L (ADI). Hinh 8.35
S

Cho hinh chép S.ABC c6 SA L (ABC) va tam giac ABC vudng tai B.
Tim céc cap mat phang vuéng goéc véi nhau. Al C

L

Hinh 8.36

HOAT PONG 5

Trong phong khach ctia mét can nha,
biic tuong va nén nha vuéng géc nhau.
Hoa si vé mét hang cay trén buic tudng
vGi than cay vuong goc vdi go cla
mang gb ép sat buc tudng (Hinh 8.37).
Cac cay nay ¢ vudéng goc vaéi nén nha
khéng? Vi sao? Hinh 8.37

66 Chuong 8 - QUAN HE VUONG GOC TRONG KHONG GIAN

Page 72



=y

Cho hai mat phang vuéng géc véi nhau, méi dudng thang nam trong mat phang nay va
vudng géc vdi giao tuyén déu vudng goc véi mat phang kia.

Luu y:

Néu hai mat phang (@), (8) vuéng géc véi nhau va A la mét diém thuéc mat phang (a), duéng thang a
qua A va vudng goc vdi () thi a nam trong mat phang ().

vibu3
T Cho hinh chép 5.ABC cé tam gidc SAB vudng can tai S va nam trong mat phang vuéng géc vdi
day ABC; H la trung diém ctia AB. Chiing minh rang SH L (ABQ). s
Giai
Theo gia thiét, ta cé: (SAB) va (ABC) vudéng géc nhau va ¢ giao tuyén
la AB. A 5
Tam giac SAB vudng can tai S, H la trung diém ctia AB nén SH L AB.
SH nam trong mat phang (SAB) va vudng géc véi giao tuyén AB nén
SH 1 (ABQ). C
‘ Hinh 8.38

Cho hinh chép S.ABCD cé day ABCD la hinh chir nhat. Tam gidc SAB can tai S va ndm trong
mat phang vuéng gdc vdi day. Chiing minh tam giac SCD can tai S.

HOAT PONG 6

Cho hai mat phang (@), () c&t nhau theo giao tuyén dva cling vudng
g6c véi mat phang (y). A la mét diém chung cda (a) va (B). Goi a la
dudng thang qua A va vudng gdc (y).

a) aco thuéc mat phang () khéng? Vi sao?

b) acé thuéc mat phang () khéng? Vi sao?

Hinh 8.39

c) Tudé, cé két luan gi vé quan hé gilia d va(y)?
T két qua Hoat dong 6, ta ¢6 dinh li:

-

Néu hai mat phang cat nhau va ciing vuéng goéc véi mét mat phang thi ba thi giao tuyén
clia ching vuéng géc mat phang thi ba.

viDu 4
T Cho hinh chép S.ABC c6 mat phang (SAB) va (SAC) cung vuéng géc véi day. Chiing minh
SA vudng goc vai BC. S.
Giai

Theo gia thiét, ta c6 (SAB) L (ABC) va (SAC) L (ABC).

Ma (SAB) N (SAQ) = SA. A
Ap dung dinh li trén, suy ra SA L (ABQ).

Do dé SA L BC.
‘ Hinh 8.40
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Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD |a hinh vudéng. Hai mat phang (SAC) va (SBD) ciing vuéng géc
vdi mat phang (ABCD). Chiing minh rdng (SAC) L (SBD).

m Hinh lang tru diing. Hinh lang tru déu

Trong chuong Quan hé song song, ta da xem xét cac hinh ling tru. G day, ta sé xét moét loai hinh
lang tru dac biét, dugc goi la hinh lang tru ding.

HOAT PONG 7
Quan sat Hinh 8.41. 1%
/ ¥ | o
BT [C
£ Eul
= A D
B C

(1) @ 3)
Hinh 8.41

Xét hinh lang tru (3). Biét rang lang tru nay cé hai mat bén chung canh AA’ 14 hai hinh chit nhét.
a) Canh AA’ cé vuéng goc véi mat day khéng? Visao?
b) Cac mat bén con lai la nhiing hinh gi? Vi sao?

« Hinh lang tru ditng la hinh lang tru cé cac canh bén vuéng goc véi day. Do dai canh bén
dugc goi la chiéu cao cla hinh lang tru ding.
« Hinh lang tru diing cé day la da giac déu duoc goi la hinh lang tru déu.

Ghi chi: Hinh lang tru ditng c6 day la tam giac, tu giac, ngi giac,... dugc goi la lang tru diing
tam giac, lang tru diing tu giac, lang tru diing ngti giac,. ..

Bang dudi day gidi thiéu moét sé loai hinh lang tru diing dac biét:

Hinh hop dirng Hinh hop chit nhat Hinh lap phuong

La hinh lang tru ding co La hinh hép diing c6 day la | La hinh hép chit nhat ma tat ca
day la hinh binh hanh. hinh chit nhat. cac canh déu bang nhau.

|

|

|

|
- A - — -
- ] -
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! Cho mét hinh lang tru ding. Tra |&i va giai thich cho cac cau héi sau:

a) Cac mat bén cta hinh lang tru ding la hinh gi?

b) Cac mat bén cla hinh lang tru diing c6 vuéng géc véi mat day khong?

Giai

a) Trong hinh lang tru ding, cac canh bén vuéng géc véi day. Do dé, chiing vuéng géc véi
cac canh cua da giac day. Suy ra cac mat bén déu la hinh chir nhat.

b) M&i mat bén cla hinh lang tru ding déu chia mét dudng thang vudng géc véi day
(Ia canh bén cta lang tru diing) nén mat bén vudng goc véi day.

L

Mot sé tinh chat co ban

« Trong hinh lang tru diing, cac mat bén la cac hinh chl nhat va ching vuéng géc véi mat day.

- Trong hinh lang tru déu, cac mat bén la cac hinh chir nhat cé kich thudc bang nhau.

- Trong hinh hép diing, bén mat bén la cac hinh chit nhat.

- Trong hinh hép chit nhat, hai mat bén ké nhau vuéng géc nhau; sdu mat la sau hinh chir nhat.
Ngugc lai, néu sdu mat cia hinh hép la cac hinh chit nhat thi hinh hép dé 1a hinh hép chit nhat.

« Trong hinh lap phuong, sau mat la cac hinh vuéng.

LUYENTAP5

T Tinh d6 dai dudng chéo ctia hinh hép chir nhat ABCD.A'B'C'D’ biét AA’ = 6a, AD = 3a, AB = 2a.

)

@ Hinh chép déu. Hinh chép cut déu
1. Hinh chép déu

Toa nha bang kinh trudc Kim tu phdp Giza Rubik tam gidc

bdo tang Louvre (Paris — Phdp) (sa mac Al Giza, Ai Cap) (Rubik Pyraminx)
HOAT DPONG 8

- Trong mat phang (a), vé mét hinh vuéng ABCD, goi O la giao diém ctia AC va BD.

- Qua O, vé dudng thang a vuéng goc vai (a).

- Trén dudng thiang a lay diém S khac O. So sanh dé dai cac doan thang SA, SB, SC, SD va
rat ra nhan xét vé hinh dang cac mat bén ctia hinh chép S.ABCD.
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1'/ Hinh chép déu la hinh chép cé day la da gidc déu va cé cac canh bén bang nhau.

Luuy:

« Cac mat bén cta hinh chép déu la nhitng tam gidc can bang nhau.

- Pudng cao clia hinh chép déu di qua dinh va tam cha day.

- D6 dai doan thang néi dinh va tdm cha déy la chiéu cao cta hinh chép déu.

« Tén cta hinh chép déu dugc goi theo tén clia da gidc day. Vi du: hinh chép tam giac déu, hinh chép
t gidc déu, hinh chép ngti gidc déu, hinh chép luc gidc déu,...

& L

Hinh chép Hinh chép Hinh chép Hinh chép
tam gidc déu tur gidc déu nga gidc déu luc gidc déu
ViDueé S
T Cho hinh chép tam gidc déu S.ABC. Goi O la tdm clia dudng tron
ngoai tiép tam giac ABC. Chitng minh SO L (ABC).

Giai

Goi M, N lan lugt la trung diém cha AB va BC. Do O la tdm cla A C
dudng tron ngoai tiép tam giac déu ABC nén O la giao diém cua M N

AN va CM. B

Ta 6 Hinh 8.42

Tam giac SBC cantai S, suy ra BC L SN. Mat khac, tam giac ABC déu, suy ra BC L AN.
Vay BC L (SAN). Ma (SAN) chia SO nén BC L SO (1).

Tam giac SBA cantai S, suy ra AB L SM. Mat khac, tam giac ABC déu, suy ra AB L CM.
Vay AB 1 (SCM). Ma (SCM) chira SO nén AB L SO (2).

Tur (1) va (2) suy ra SO L (ABQ).

Cho hinh chép luc gidc déu S.ABCDEF c6 canh bén bang 2ava canh day bang a (Hinh 8.43). Goi O
la tam cdia day. Tinh SO. S

B C
Hinh 8.43
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2. Hinh chép cut déu

HOAT PONG 9

Cho hinh chép tam giac déu S.ABC. Goi A’, B', C' lan luct la

trung diém cua cac canh SA, SB, SC (Hinh 8.44).

a) Mat phang (A’B'C’) c6 song song véi mat phang (ABC) khong?
Visao?

b) Tam gidc A'B'C’ c6 phai la tam giac déu khéng? Vi sao?

) Cactd giac ABB'A’, BCC'B', ACC'A’ ¢6 hinh dang dic biét gi?

B
Hinh 8.44

j Phéan hinh chép déu nam gilta ddy va mét mat phang song song véi day, cat cac canh bén
cta hinh chép déu dugc goi 1a hinh chép cut déu.

Pay ctia hinh chép déu goi la day 16n cta hinh chép cut déu, con da giac tao bdi mat phang
vdi cac canh ctia hinh chép goi la day nho cta hinh chép cut déu dé.

Cac mat con lai goi la mat bén cta hinh chép cut déu dé.

Canh chung ctia hai mat ké nhau goi la canh bén cta hinh chép cut déu.

Luuy:

- Hai day ca hinh chép cut déu |13 hai da gidc déu.

» Dudng thang néi tdm cda hai day |a dudng cao cta hinh chép cut déu.

« D6 dai doan thang ndi tdm clia hai déy la chiéu cao clia hinh chép cut déu.

- Cac mat bén cla hinh chép cut déu la cac hinh thang can.

- Tén ctia hinh chép cut déu duoc goi theo hinh dang day cta né. Vi du: hinh chép cut ti giac déu,
hinh chép cut luc giac déu,... s

TN~ 4

Hinh chép ti gidc déu Hinh chép cut
tir gidc déu
Hinh 8.45. Hinh chdp cut t gidc déu Hinh 8.46. Hinh chép cut luc gidc déu
Yious AAAAAA NN NANA.

Cho hinh chép tam giac déu S.ABC c6 canh déay va canh bén déu bang 2a, mat phang (P)
song song vdi mat day (ABC) va cat cidc canh bén SA, SB, SC lan luot tai cac trung diém A’, B,
C clia ching.Tinh chiéu cao cta hinh chép cut déu ABC.A'B'C'.
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Giai
Goi G va G lan lugt la trong tdm cac tam giac déu ABCva A'B'C.
Taco % = % = 15 Suy ra G’ la trung diém ctia SG.

Chiéu cao ctia hinh chép cut déu ABC.A'B'C' la GG'.

Tam gidc ABC déu canh 2a, nén AG = %a.
Tacé SG=VSAZ—AG? = %a.
Vay chiéu cao cta hinh chép cut ABCABC' laG'G = ?a. B

Hinh 8.47

Cho hinh chép cut tu gidac déu ABCD.AB'C'D’ cé canh day [6n bang 3a, canh day nhé bang a,
canh bén bang 2a. Tinh chiéu cao cta hinh chép cut déu nay.

BAITAP

8.13.

8.14.

8.15.

8.16.

8.17.

8.18.
8.19.

8.20.

Cho hinh chép S.ABCD cé day 1a hinh vuéng canh a, SA=+v3a, SA L (ABCD). Tinh s8 do cla
goc nhidién [S, CD, Al.

Cho hinh chép S.ABCD cé déy |a hinh vuéng canh 2a, SA L (ABCD). Biét sé do cia géc nhi dién
[S, BD, Al bang 45°, tinh chiéu cao cla hinh chép.

Cho hinh chép 5.ABC c6 day ABC la tam gidc vuéng tai A, canh bén SA vuéng géc véi day. Tim cac
cap mat phang vuéng géc nhau.

Cho hinh chép 5.ABCD c6 day ABCD la hinh vuéng, hai mat phang (SAB) va (SAC) cing vudng goc
vGi mat day. Chiing minh: (SCD) L (SAD), (SBC) L (SAB) va(SBD) L (SAC).

Cho hinh chép ti gidc déu S.ABCD cé cac canh bén va canh day déu bang a. Goi M 1a trung diém
ctia SC. Chiing minh (MBD) L (SAC).

Cho hinh lang tru dung ABCD.AB'C'D’ c6 day ABCD la hinh vuéng. Ching minh (AB'C) L (B'BD).

Cho hinh chép cut ti gidc déu ABCD.A'B'C'D’, canh day 16n bing 52 a, canh déy nhé bing
2V2 a va chiéu cao bing 4a. Tinh d6 dai canh bén clia hinh chép cut déu nay.

Kim tu thap Cheops ctia Ai Cap (con goi la kim tu thap = :

Khufu, dugc xay dung vao khoang 2 500 nam trudc
Céng hguyén) cé dang 1a mét hinh chép ti giac déu
v3i canh day dai khoang 230 m va chiéu cao khoang
147 m (Hinh 8.48).

a) Tinh d6 dai canh bén va dién tich xung quanh

cba kim tu thap nay.

Hinh 8.48

b) Tinh sé do ctia cac géc nhi dién tao bdi mat bén
va mat day cua kim tu thap.

(Nguén: https://www.congluan.vn/dai-kim-tu-thap-giza-van-ky-la-va-bi-an-voi-cac-nha-khoa-

hoc-post203156.html)
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KHOANG CACH

&

" )
Khoang cach déng vai tro quan trong trong thuc tién, dic biét la trong do dac. O bai hoc nay, ching ta
nghién cdu cac khai niém co ban vé khoang cach.

Khoang cach ti mét diém dén mot dudng thang, dén mot mat phang
1. Khoang cach tir mot diém dén mot dudng thang

HOAT PONG 1
0
Cho duéng thang a va mét diém O khéng thudc a. H la hinh chiéu
cta Otrén dudng thang a va M la mot diém bat ki thudc a (Hinh 8.49).
Trong hai diém H va M, diém nao cé khodng cach dén O ngan hon? a
Visao? H M
Hinh 8.49

Luu y:

Cho diém O khéng thuéc duéng thang a. H la hinh chiéu cta O trén a. B dai OH dugc goi la
khodng cach tir diém O dén dudng thang a, ki hiéu d(O, a).

« d(O, a) |14 nhé nhat so vdi khodng céch tir O dén moi diém thuéca.

e]
+ d(0,a) =0 khi va chi khi O thuéc a. ® lﬁ/

L

Cho hinh 1ap phuong ABCD.A'B'C’'D’ canh a.Tinh khodng cach tir diém B dén dudng chéo AC'.
Giai

Khoang cach ti B dén AC' |a chiéu cao BH clia tam giac BAC'. B c
Ta cé: a ,}' N .
« ABCD.A'B'C'D' la hinh lap phuong, nén AB L (BB'C'C)=AB L BC"; A ~H~Q L ~ P
hay tam giac ABC' vudng tai B. i : NN \\\
- AB=a, BC' =+2a (BB'CC la hinh vuéng canh a), nén AC’ = v3a B, ___|_>)C
(dudng chéo hinh lap phuong canh a). -

, , J6 A D’
« BABC'=BHAC' =2S,,,..SuyraBH = 3 a

Vayd(B; AC") = BH = @a.

Cho hinh lang tru tam gidc déu ABCA'B'C’, canh day bang a, canh bén bang 2a. Goi G la
trong tdm tam gidc ABC. Tinh khoang céch tir G dén dudng thang A'C'.
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2. Khoang cach tir mot diém dén mot mat phang

HOATPONG 2
@]
Cho mat phang (@) va Ola mét diém khong thudc (@). H 1a hinh chiéu
cta O trén (a). Lay tuy y diém M € (a). Trong cac diém Hva M, diém
nao c6 khoang cach dén O ngan hon? Vi sao? M H
@
Hinh 8.52

Cho diém O khéng thuéc mat phang (@). H 1a hinh chiéu ca O trén (). D6 dai OH dugc goi la
khodng cach tir diém O dén mét phang (), ki hiéu d(O, ().

Luu y:
« d(O, (@) 1a khodng cach nhé nhat so véi khoang cach tir diém O dén moi diém thudc (a).
« d(O, (@) = 0 khi va chi khi O thudc (a).

ViDu2

T Cho hinh chép S.ABCD cé ABCD la hinh vuéng canh a, tam gidc SAB déu va nam trong
mat phang vudéng géc vdi day. Tinh khoang cach tir S dén mat phang (ABCD).
Giai
Hai mat phang (SAB) va (ABCD) vudng géc nhau theo giao tuyén AB.
Goi H la trung diém ctia AB thi SH L AB. Suy ra SH 1 (ABCD) tai H.
Vay d(S, (ABCD)) = SH = ga (chiéu cao clia tam gidc déu canh a). g
‘ B C

Hinh 8.53

Cho hinh chép S.ABC cé SA vudéng géc véi mat phang (ABC), SA = 2a; tam giac ABC déu canh a.
Tinh khoang cach tir A dén mat phang (SBC).

Khoang cach giita hai duong thang song song, giita dudng thang va
mat phang song song, giita hai mat phang song song
1. Khoang cach giita hai dusng thang song song
HOAT PONG 3

AJ
- Vé hai duong thang song song a va b. / b
« Trén a, lay hai diém phan biét tuy y Ava A’ /

- Hay xac dinh d(A, b) va d(A’, b) réi so sanh hai khodng cach nay.
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Theo Hoat déng 3, néu a / b thi d(A, b) khéng phu thudc vao vi tri clia A trén a.

- &

Khoang cach gilta hai dudng thang song song g, b la khodng cach ti mét diém bat ki trén
dudng thang a dén dudng thang b, ki hiéu la d(a, b).

ViDUu 3

Cho hinh lap phuong ABCD.A'B'C’'D’ canh a . Tinh khoang cach gitta hai " .
dudng thing BC va AD'. A

Gidi ‘o
Do ABCD.AB'C'D’ la hinh 1ap phuong nén ABC'D’ la hinh chir nhat. S hemmn ==
Do do BC' /7 AD'.

Vay d(BC',AD') =d(A, BC') = AB =a.

A B
Hinh 8.55

Cho hinh lang tru tam giac déu ABC.AB'C’, canh day bang a, canh bén bang 2a. Goi G la trong
tam tam gidc ABC. Mat phéng (GA'C') cat AB, BC lan luct tai M, N. Tinh dién tich tu gidc A’CNM.

2. Khoang cach giita duong thang va mat phang song song

HOAT PONG 4

Cho duong thang a va mat phang () song song véi nhau.Trén g,
lay hai diém tuy y A, B. Goi A’, B’ lan lugt la cac hinh chiéu cta A, , "
B trén mat phang (a) (Hinh 8.56).
a) Hoi ABB'A’ la hinh gi? Vi sao? { |
b) Hay xéac dinh cac khoang cach d(4, (@) va d(B, (@)). So sanh céc A )

khoang cach dé.

Hinh 8.56

Tir Hoat dong 4, ta thay néu a / (@) thi d(A, (@)) khéng phu thudc vao vi tri cia A khi A thay déi trén a.

Khoang cach giia dudng thang a va mat phang (@) song song véi a la khodng cach ti mét
diém A bat ki thuéc a dén (a). Khodng cach gitra a va (a) dugc ki hiéu la d(a, ().

ViDU 4
Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh vuéng canh a. Biét SA L (ABCD) va SA = 2a.
Tinh khodng céch gitia dudng thang AB va mat phang (SCD).

TOAN 11 75

Page 81



Giai

AB // CD,CD c (SCD) nén AB // (SCD).

Vay d(AB, (SCD)) = d(A, (SCD)).

Tacé CD L SAva CD L AD nén CD 1 (SAD). Vay (SAD) L (SCD).

Ma (SAD) N (SCD) = SD nén goi H la hinh chiéu cta A trén SD thi AH L (SCD)
vad(A, (SCD)) = AH.

Xét tam giac SAD vuong tai A c6 SA = 2a, AD = a nén SD? = AD? + SA? = 5a°

hay SD = V5 a.
Suy ra AHSD = SAAD = AH = 2440 _ %a.
Vay d(AB, (SCD)) = %a. Hinh 8.57

Cho hinh lang tru ABC.A'B'C’ ¢6 tat ca cac canh bén va canh day déu bang a. Cac canh bén ctia
hinh lang tru tao vdi day mét goc 60° va hinh chiéu vuéng gdéc ctia dinh A’ trén mat phang
(ABC) la trung diém ctia BC. Tinh d(B'C’, (ABC)).

3. Khoang cach giira hai mat phang song song

HOAT PONG 5

Xét hinh hép ABCD.A'B'C’'D’. Goi M, N 1 2 diém bét ki thuéc day
(A'B'C'D’) va M', N’ I4n luot Ia hinh chigu ctia M, N trén (ABCD).
Hai MNN'M’ 1a hinh gi? Vi sao? Cé nhan xét gi vé d(M, (ABCD))
va d(N, (ABCD))?

Khoang cach gilra hai mat phang song song la khoang céch tir mét diém bat ki clla mat
phang nay dén mat phang kia.
Khoang cach gitra hai mat phang song song (@) va () duoc ki hiéu la d((a), (B)).

L
Luu y: g '
d((@), (B) =dM, (B)) véi M () va d((@), (B) = dM’, (@), v&i M € (). /{
C
o

Hinh 8.59

ViDU5

Cho hinh lang tru ABC.AB'C’ c6 day ABC la tam giac déu canh a, A’ cach déu A, B, Cva AA" = 2a.
Tinh khoang céch gilrta hai day ctia hinh lang tru nay.
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Giai
Do (ABC) #/ (A’B'C’) nén d((ABC), (A’B'C")) = d(A’, (ABQ)).

Vi tam giac ABC déuva A’A= A'B=A’Cnén A".ABC la hinh chép

tam giac déu.

Goi O la tdm dudng tron ngoai tiép tam gidc ABC. Ta cé: A”.ABC
la hinh chép déu nén A’O vuéng géc vdi (ABC) tai O. Vay

d(A', (ABQ) = A'O.
V33

Tacd A0 =VA'AT-AQ? = 3a

Vay d((ABC; WB C) = Y320,

LUYEN TAP 5

Cho hinh lang tru ABCAB'C’ c6 day ABC |a tam giac vudng can tai B, AC = 2a, AA’ = v2 a, hinh
chiéu vuéng géc cta A’ trén mat phang (ABC) 1a trung diém cha canh AC. Tinh khodng céch

gilfa hai day ctia hinh lang tru nay.

VAN DUNG

Trong mét tiét hoc bai, thay gido day boi chi vé
phia buc nhay va héi hoc sinh clia minh: "Lam sao
dé tinh duoc khodng cach tir mat san clia buc nhay [

dén mat nudc?". Trong ltc cac hoc sinh khac dang
suy nghi thi c6 mét ban da dua ra cau tra I6i nhu
sau: "Em sé& cam mét sgi day thirng dai, leo 1én buc
nhay, thd mét dau day xuéng cho dén khi ndo dau

Fl

day cham mat nudc thi danh dau vi tri cia day tai
vi tri mat san cta buc nhay. Sau dé, thu day lai va
do chiéu dai cta doan day (tur dau day dén vi tri
da dédnh dau) thi d6 chinh la khoang cach can tim".
Cach lam ctia ban 8y ¢6 dung khéng? Vi sao?

L
LB

Hinh 8.60

Hinh 8.61

@ Pudng vudng goc chung va khodng cach giira hai duong thang chéo nhau

HOAT PONG 6

Cho hinh hép chir nhat ABCD.A'B'C'D’. Xét hai dudng thang

chéo nhau AA"va D'C.

a) Dudng thang AD’ cé dong thai cat va vudng géc véi hai
dudng thang AA’ va D'C khéong? Vi sao?

b) Tim mét phang (a) chiia dudng thang AA’ va song song véi
D'C.So sanh d(D'C,(a)) vaAD'.
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a) Dudng thang A cat hai dusng thang chéo nhau a, b va
cung vudng goéc véi mdi dudng thang ay duoc goi la
dudng vuéng géc chung ctia a va b.

b) Néu dudng vudng goéc chung A cat hai dudng thang
chéo nhau a, b lan luot tai M, N thi dé dai doan MN
goi la khodng cach gitta hai dudng thang chéo nhau
a va b, ki hiéu d(a, b).

Ta thita nhan cac tinh chat sau:

- Khoang céch gilta hai dudng thang chéo nhau bang khodng cach gitta mét trong hai
dudng thang dé va mat phang song song vdi né chita dudng thang con lai.

- Khoang cach gitra hai dudng thang chéo nhau bang khoang cach gitia hai mat phang
song song lan lugt chiia hai dudng thang do.

e L)
L=/

Hinh 8.64 Hinh 8.65

Luuy:
Khoang cach gilta hai duéng thang chéo nhau la khoang cach nhé nhat trong cac khodng cach giira
hai diém bat ki lan luct nam trén hai dudng thang dé.

ViDU6
! Cho hinh lap phuong ABCD.A’B'C'D’ c6 canh bing a. Tinh khodng cach giita cac cap dudng
thang sau:
a) BB'vaAG b) BB'vaA'G c) ACvaBD.
Giai
a) Goi Olatam hinh vuéng ABCD. Ta c6: A’ D’
BO 1 AC (ABCD la hinh vuéng);
BO L BB (do ABCDABCYD la hinh lap phuong nén B8’ L (ABCD); B 1 ™ ¢
BO c&t AC, BB’ 4n luct tai O, B. AN
Suy ra BO la doan vudéng géc chung clia hai dudng thang BB’ va AC. : N\
Ao “od-..)D
Ma ABCD la hinh vuéng canh a, nén BO = ‘/Tza. "_]’/ _‘_;;b,::-% gy
Vay khodng cach gilta hai dudng théng chéo nhau BB va AC B C
Hinh 8.66
]
laBO=—=-a.
2
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b) Taco:BB' // AA’, suy ra (ACA’) chiia AC va song song vai BB'.
Suyrad(BB'; AC) =d(BB'; (ACA")) = d(B; ACA') = BO = %a.
c) TacdACvaB'D lanlugt nam trén hai mat phang song song nhau la (ABCD) va (AB'C’'D’) nén

d(AC, BD’) = d((ABCD), (AB'C'D")) = AA" =a.

Cho hinh chép S.ABCD c6 SA vudng gdc véi mat phang (ABCD), SA = 3a; ABCD la hinh vuéng
canh g, Ola giao diém ctia AC va BD. Tinh khodng cach gilra:

a) BDva SC

b) ABva SC.

BAITAP

8.21.

8.22.

8.23,

8.24,

8.25.

8.26.

8.27.

8.28.

Cho hinh chép tam gidc déu S.ABC cé canh bén bang 4a va canh day bang 6a. Tinh khoédng
cach tir S dén mat phang (ABC) va khoang cach tir S dén méi dudng thang chita cac canh AB,
AC, BC.

Cho t dién déu ABCD c¢6 canh bang a. Tinh khoang cach tir A dén (BCD).

Cho hinh chép S.ABCD cé day ABCD la hinh vuéng canh bang 1. Tam gidc SAB déu va nam
trong mat phang vuéng géc véi mat day (ABCD). Tinh khodng cach tir B dén (SCD).

Cho hinh lang tru ding ABC.A'B'C’ c6 day la tam giac ABC vuéng tai A, c6 BC = 2a, AB=+3 a.
Tinh khodng céch gilta AA’ va mat phang (BCC'B’).

Cho hinh lang tru tam gidc ABC.A'B'C’ ¢ ABC la tam gidc vudng can tai A, A’ cach déu A, B, C
va AA’ = AB = 2a.Tinh khodng cach gilia hai day cta hinh lang tru.

Cho hinh lang tru t( gidc déu ABCD.A'B'C'D’ ¢6 canh déy béng a. Goi
M, N, Pl1an luot la trung diém ctia AD, DC, A’'D’. Tinh khoang cach gitra S
hai mat phang (MNP) va (ACC'). /!
|
|

Chohinhhép chitnhatABCD.A'B'C’'D’ c6 AB=a,BC=b.Tinh khoang cach A/
gilta hai dudng thang BB’ va AC'. s

|

l
Dé chuan bi cho mét budi trién lam quéc té, cac trang suc c6 gia tri lon :
dugc dat bdo méttrong cac khéi chép ti gidc nhu Hinh 8.67 va dat trén :
phia trén mét tru hinh hop chit nhat cé dé cao 1 m, day la hinh vuéng |
canh 50 cm. Ban t6 chic su kién du dinh duing cac tdm kinh cudng luc !
hinh tam gidc can cé canh bén |a 60 cm dé rap lai thanh khéi chép néi :
trén. Tinh khodng cach tir dinh hinh chép dén mat san noi dién ra budi St Tl
trién lam. .

Hinh 8.67
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KHOI CHOP CUT PEU

@ THE TICH KHOI LANG TRU, KHOI CHOP VA
)

Muén biét cé thé xép tat ca vali vao ché chia hanh li ctia 6 té hay khéng, ngudi ta lam cach nao?

it W
@ﬂaﬁ

o Thé tich khéi lang tru

I/' Khéi lang tru 1a phan khéng gian dugc gidi han bdi mot hinh lang tru ké ca hinh lang tru ay.

Luu y: Tén cta khéi lang tru dugc dat theo tén cla hinh lang tru gidi han né.

(e

Khéi rubik Vién gach nung Hép siia
Khéi ldp phuong Khéi lédng tru luc gidc Khéi hép chir nhat
HOAT PONG 1
A D
Viét cong thuc tinh thé tich khéi lang tru ding B €
tam giac (Hinh 8.68) va khai lang tru diing tu giac el
(Hinh 8.69) theo dién tich day S va dudng cao h A D’
cua no. B (o
Hinh 8.68 Hinh 8.69

Han thé, ngudi ta cdon chiing minh dugc céng thiic dé cling ding véi moi khéi lang tru. Cu thé, ta ¢
dinh li sau:

Ij Thé tich khai lang tru c6 dién tich day S va chiéu cao h1a V=Sh.

Hinh 8.70
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ViDU 1

I Chohinhling tru ABCD.AB'C'D' c6 canh bén bang 2a, day |a hinh vuéng
ABCD canh a. Hinh chiéu cGia A’ trén mat phang (ABCD) la giao diém O
clia AC va BD.Tinh thé tich khéi lang tru nay.

Giai

ABCD la hinh vuéng canh a nén dién tich hinh vuéng ABCD 13 S, = @*.

BCD

Hinh chiéu ctia A’ trén (ABCD) la O nén chiéu cao hinh lang tru la AO.

5 ’
Ta c6: A'O? = A/A*— AO? = 4a”‘(%“) = :'A*o=—\/12_4 a
Vay thé tich khéi lang try di cho laV = A0S, = —*/124 a’. Hinh 8.71

Cho hinh lang tru ABC.AB'C' cé day ABC la tam giac déu canh a, géc gilta canh bén va mat day
bang 30°. Hinh chiéu ctia A" trén (ABC) la trung diém [ cia canh BC. Tinh thé tich khéi lang tru nay.

) The tich khsi chop

I/ Khéi chép la phan khéng gian dugc gidi han béi mét hinh chép ké ca hinh chép ay.
Luu y: Tén clia khéi chép dugc dat theo tén ctia hinh chép gidi han né.

HOAT PONG 2

Viét cong thirc tinh thé tich khéi chép tam giac
déu (Hinh 8.72) va khoi chop tr giac déu (Hinh 8.73)
theo dién tich day S va chiéu cao h clia ching.

Hinh 8.72

Ngusi ta chitng minh dugc rang céng thiic dé ding cho moi khéi chép. Cu thé, ta cé dinh li sau:

-

Thé tich khéi chop 6 dién tich ddy S va chiéucaohlaV = %Sh.

Hinh 8.74
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viDu2

! Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh chit nhat, canh bén
SA vudng goc véi mat phang déay va SA = a. Biét ring AB=v2aq,
AC = v/3 a.Tinh thé tich khé&i chép nay.

Giai

Ta cé A la hinh chiéu ctia S trén méat déy (ABCD) nén chiéu cao cua
hinh chép S.ABCD la SA = a.

Vi ABCD la hinh ch nhéat nén

BC?= AC*— AB? = a?= BC = a nén dién tich ABCD 13 S, = AB.BC = V2.
_v2 ,

= Ta .

Hinh 8.75

Vay thé tich khéi chép S.ABCD [a V

S.ABCD

1
35AS 4000

LUYEN TAP 2

Cho hinh chép S.ABCD cé day ABCD hinh thoi canh a, ABC = 60°, SB = a. Hinh chi€u cGia S trén
(ABCD) la giao diém hai dudng chéo clia hinh thoi ABCD. Tinh thé tich khéi chop nay.

@ Thé tich khoi chép cut déu

Khéi chép cut déu la phan khéng gian dudc gidi han bdi mét hinh chép cut déu ké ca hinh
chép cut déu ay.

Luu y: Tén cla khéi chép cut déu duoc dat theo tén cia hinh chép cut déu gidi han né.
Ngugi ta chitng minh dugc:
Thé tich khoi chép cut déu co chiéu cao h va cé dién tich
hai déy lan lugtlaSva s’
V=Th(5+5 +/sS).

. Hinh 8.76
vipus n
T Mét phong ngl ngoai trdi (Hinh 8.77) ¢6 hinh dang hinh chép cut t gidc déu, canh day 18n
bang 150 cm, canh day nhé bang 120 cm, chiéu cao 180 cm. Tinh thé tich phan khéng gian

bén trong phong ngu.

Hinh 8.77
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VAN DUNG

Giai

Canh day [&n bang 150 cm nén dién tich day I16n 1a S = 150% = 22 500 (cm?).
Canh day nhoé bang 120 cm nén dién tich ddy nho 13 §7= 1202 = 14 400 (cm?).
Chiéu cao chép cutla h =180 cm.

Thé tich phong ngti la Vv = %h(s +S' ++/55')=3294000 (cm?).

Cho hinh chép cut t giac déu ABCD.AB'CD’ canh bén
bang 8a, canh day 18n béng 5a, canh day nhé bang a.
Tinh thé tich hinh chép cut déu nay.

Ban An muén lam céc vién nudc da ¢ dang
khoi chép cut ti gidac déu cé day Ion bang
3 c¢m, ddy nhdé bang 1,5 cm va cao 3 cm
bang cach dung khay d4, méi khay sé tao
dugc 6 vién da. Hoi ban An can it nhatbao 5 SSadly’
nhiéu khay dé chia déng thai 2 lit nudc? ] | Hinh 8.79

BAITAP

8.29,

8.30.

8.31.

8.32.

8.33.

Cho hinh chép S.ABCD cé day ABCD la hinh vuéng c6 AC = 2a. Hinh chiéu vuéng géc ctia S
trén mat phang (ABCD) | trung diém H ctia canh AB va tam giac SAB vudng tai S. Tinh thé tich
khoi chép nay.

Cho hinh lang tru ABC AB'C' c6 day la tam giac déu canh a va diém A’ cach déu cac diém A, B, C.
Biét AA’ = 2q, tinh thé tich khéi lang tru nay.

Cho hinh hép ABCD.AB'C'D' c6 ABCD la hinh chir nhét, AB = 3a va AD = 4a. Hinh chiéu
vudéng géc clia A" trén mat phang (ABCD) la trung diém ctia AD va AA" = 4a. Tinh thé tich
khéi hép nay.

Mot khéi hép chir nhat lam ti kim loai ran ¢6 day hinh chit nhat kich thudc 48 cm x 25 cm.
Khéi kim loai nay sau dé duoc nung chdy va duc lai thanh khéi chép day hinh vuéng véi
dé cao khéng d6i. Tim d6 dai canh day cia khéi chép nay.

cta chiéc bat chi mau nay.

3mm

Mét chiéc but chi mau vé gé, chua got, dai ;Ej:r:
20 cm, ¢6 dang hinh lang tru diing véi day
la luc gidc déu canh 3 mm. Tinh thé tich ¥
200 mm | |

Hinh 8.80 (Hinh vé cé thé khéng dting ti I€)
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8.34. Tinhthé tich phan khéng gian bén trong ngéi nha c6 dang hinh lang tru ding, day la ngii giac

(cac kich thudc nhu Hinh 8.81).
o

~-

15m

- lll t

Hinh 8.81

8.35. Mot li dung bap rang bo ¢é dang hinh chép cut tu giac déu véi
canh day 16n bang 10 cm, canh day nhé bang 6 cm, chiéu cao
bang 14 cm (Hinh 8.82). Tinh thé tich li nay. Hinh 8.82

8.36. Mot chup dén hinh chép cut déu (Hinh 8.83) ¢6 chiéu cao bing
24 cm, day la luc giac déu, dé dai canh day I8n bang 17,5 cm va
do dai canh day nhé bang 10,5 cm. Tinh thé tich phan khéng gian

bén trong ctia chup dén nay.
Hinh 8.83

7? EM CO BIET

Tham quan Cot co Ha Néi (Ky dai)
Mét trong nhiing biéu tugng dac trung cGia Tha do Ha Néi uy nghiém
la Ky dai Ha Néi (hay con goi la Cot co Ha Noi), dugc xay dung tir nam
1805 dén nam 1812 dudi triéu vua Gia Long nha Nguyén.
Cau truc clia Ky dai gom ba tang dé va mét than cot. Cac tang dé cé
dang hinh chép cut t gidc déu, nhé dan, dugc dat chéng 1én nhau
va ¢6 6p gach xung quanh. Dinh Cét c& dugc cau tao thanh mét lau
(vong canh) hinh lang tru bat gidc déu. Tai day c6 thé quan sat qua
8 clra s6 dé nhin thay toan bé néi ngoai thanh Ha Néi.
Toan phan xay tirdé dén tru nay cao 33,4 m gom: 3 tang dé cao 11,9 m;
c6t cao 18,2 m; lau 3,3 m. Néu ké ca tru treo cd thi cao trén 40 m.
Nam 1989, Ky dai duoc cong nhan la di tich lich sk, tré thanh biéu
tuong ctia Thi do Ha Noi.

(Nguén: https://haufo.hanoi.gov.vn/tin-tuc-su-kien/-/view_content/3892054-cot-co-ha-noi.html)
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BAI6 HOAT DPONG THU'C HANH VA TRAI NGHIEM
-

Chon mét trong hai muc dé thuc hanh trdi nghiém.

o Thuc hanh dung hinh véi GeoGebra 3D

Muc tiéu: S0 dung phan mém GeoGebra dé:

1. Vé diém, doan thang, mat phang, hinh chép, giao diém, giao tuyén;

2. Vé dudng cao cla hinh chép, géc phang nhi dién;

3. Tinh khodng cach, gdc, thé tich.

Yéu cau chuan bi:

Phan mém GeoGebra (phién ban trén trinh duyét https://www.geogebra.org/classic hoac cai dat trén
may tinh https.//www.geogebra.org/download).

Té chic hoat déng: Hoat ddng nhém 4 hoc sinh.

HOAT PONG 1

Vé hinh véi do dai cho trudc

1. V& hinh chép tu giac déu S.ABCD, day la hinh vuéng tam /, canh ddy bang 7 cm, chiéu cao
hinh chép bang 10 cm.

2. V& hinh chiéu ctia l trén mat phang (SBC) va tinh khoang céch tir | dén mat phang (SBC).

Vé mét géc phang nhi dién tao bai mat bén va mat day. Tinh sé do cia géc nhi dién nay.

W

4. Vé doan vuéng goc chung cda hai dudng thang BD va SC. Tinh khoang cach gitia hai dudng
thang BD va SC.
5. Tim thé tich khéi chop S.ABCD.
Huéng dan thuc hién:
1. V& hinh chép tu gidc déu S.ABCD, day la hinh vuéng tam /, canh day bang 7 cm, chiéu cao
hinh chép bang 10 cm.
Budc @ Dung cong cu [ | d& chon hai diém A, B thudc mat phang.
Budc € Dung céng cu || dé do khoang céch gitra hai diém A, B va canh vi tri diém B trén
mat phang sao cho dé dai AB=7 cm.
Budc € Ding cong cu 1> paqiscsiu dé dung t gide déu (hinh vuéng) ABCD.
Budc @ Diung cong cu .- s aémnoicun dé duing trung diém chia AC, dat tén diém vira dung la /.
Budc @ Ding cdng cu * ouimowsnsose dé dung dudng thing d qua l, vudng goc véi mat phang
(ABCD).
Budc @ Dung céng cu [ ] d€ dung diém S thuéc dudng théng d va dung céng cu || dé
do dac sao cho S/ =10 cm.
Budc @ Dung cong cu . simense dé dung hinh chép S.ABCD.
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2. V& hinh chiéu ctia | trén mat phéng (SBC) va tinh khoang céach tir | dén mat phang (SBC).
Budc @ Diungcongcu * owonowonsse dé dung dudng thing d, qual,vudng géc véi mat phang (SBC).
Busc © Diing cong cu - Geodimeiazadivons dé dung giao diém H cla d, va (SBC).

Buéc © Dung céng cu || dé do khoang cach gita / va H.

3. V& mdt géc phang nhi dién tao bdi mat bén va mat day. Tinh s6 do géc nhi dién nay.

Budc @ Gia st ta dung géc phing nhi dién [S, BC, Al. DUng c6ng cu = watphing wong oo dé dung
mat phang qua /, vuéng géc vdi canh BC.

Busc © Dung céng cu # Grocia2mit dé dung giao tuyén cla mat phang viia dung vdi hai
mét phing (SBC) va (ABCD).

Budc € Ding cong cu -« o aim a2 asiwons dé dung giao diém F caa hai giao tuyén viia dung.

Budc @ Diung cong cu £ cse dé tinh s6 do géc SFI. D6 ciing la géc phing nhi dién tao bai
mat bén va mat day.

Budc @ Quan sat s6 do géc va kiém tra lai bang tinh toan.

4. Vé doan vuéng goc chung cta hai duong thang BD va SC. Tinh khoang céch gitia hai dudng
thang BD va SC.
Budc @ D& dang chiing minh duoc BD L (SAC) tai I. Ding c6ng cu _* ownowensete dé dung
dudng thang d, qua I, vuéng goc véi SC.
Busc © Dlng c6ng cu " ciogémetazadivong d€ dung giao diém K cla d, va SC. Suy ra doan
vudng géc chung cda hai dudng thang BD va SCla IK.
Budc © Dung céng cu ;| dé do khoang cach gitia / va K.

5. Doc théng tin hién thi trén phan mém & cot trai va kiém tra lai bang phép tinh.

HOAT PONG 2

Vé hinh véi goc cho trudc

1. V& hinh chép S.ABCD véi ABCD la hinh vuéng tdm | canh 6 cm, H la trung diém clia AB,
tam gidc SAB cén tai S va nam trong mat phang vuéng géc vdi day, sé do clia géc nhi dién
[S, CD, Al bang 45°.

2. Tim thétich ctia khéi chép S.ABCD (doc trén hién thi ciia phan mém, kiém tra lai bang phép
tinh).

3. V& hinh chiéu cia l trén mat phang (SBC) va tinh khoang céach tit | dén mat phang (SBC).

4. V& mdt géc phang nhi dién [B, SC, D] va tim sé do cia géc nhi dién nay.
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Huéng dan thuc hién:

1. Vé hinh chép S.ABCD véi ABCD la hinh vuéng tdam [ canh 6 cm, H la trung diém cda AB,
tam gidc SAB can tai S va nam trong mat phang vuéng goéc véi ddy, sé do ctia goc nhi dién
[S, CD, Al bang 45°.
Buéc @ Dling c6ng cu || dé chon hai diém A, B thuéc mat phang.
Budc © Dung cong cu [;*| dé do khodng céch gitta hai diém A, B va canh vi tri diém B trén
mat phang sao cho dé dai AB=6 cm.
Budc €) Dung cong cu 1 agiscass dé dung ti giac déu (hinh vudng) ABCD.
Budc @) Dung cong cu .- s in nescem dé dung trung diém H ctia AB.
Buéc O Dung céng cu -pwngwengose dé€ dung dudng thang d, qua H va vuéng goc vai
mat phang (ABCD).
Budc @ Do s8 do géc nhi dién [S, CD, A] bing 45° nén ta tinh dudc SH=6 cm. Diing cdng cu ) dé
dung diém S thudc dudng thang d, va ding céng cu ;| dé do dac sao cho SH=6 cm.
Budc @ Dung cong cu . tinnense dé dung hinh chép S.ABCD.
2. Doc théng tin hién thi & cot trai va kiém tra lai bang phép tinh.

3. V& hinh chiéu cta / trén méat phang (SBC) va tinh khoang cach tir / dén méat phang (SBC)

Buéc @ Dung cong cu *-pwmewinssic dé dung dudng thang d, qua /, vuéng goc vdi mat
phang (SBC).

Budc € Dung cong cu - Giodiémcia2adiwons d& dung giao diém K ctia d, va (SBC).

Buéc © Dung céng cu || dé do khoang cach gitra I va K.

4. Vé mét géc phang nhi dién [B, SC, D] va tim s6 do géc nhi dién nay.

Budc @ DUng cong cu I matphing wong sec d€ dung mat phang qua D, vudng goéc véi canh SC.

Budc @ Dung cong cu # Gieociazmat dé dung giao tuyén d,, d, cla mat phang vifa dung
lan luot véi hai mat phang (SCD) va (ABCD).

Busc © Dung céng cu “x Gio sémeia2 asiwong dé dung giao di€ém N ctia d, véi SC, giao diém M clia
d, vai BC.

Budc @ Dungcong cu <. Gée détinh s6 do géc MND. D6 ciing la géc phing nhi dién tao bai
mat bén va mat day.

VAN DUNG

1. V& hinh chép 5.ABCD véi ABCD 1a hinh chi nhat cé AB=6 cm va AD =10 cm, H la trung diém

cta AB, tam gidc SAB déu va nam trong mat phang vuéng goc vdi day.
2. Tim thé tich cta khéi chép S.ABCD (doc trén hién thi cia phan mém, kiém tra lai bang

phép tinh).
3. V& hinh chiéu ctia H trén méat phang (SBC) va tinh khodng cach tir H dén méat phang (SBC).
4. Vé mét goc phang nhi dién [S, CD, A] va tim sé do clia g6c nhi dién nay.
5. Vé mét géc phang nhi dién [B, SC, D] va tim s6 do ctia gdc nhi dién nay.
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o Thiét ké hop qua

Muc tiéu:
Van dung kién thic quan hé vudng géc trong khéng gian vao viéc thiét ké hép qua theo yéu cau.
Yéu cau chuan bi:

Kéo, thudc thang, cac tdm bia hinh vuéng canh 30 cm, keo dan.

Té chuc hoat déng:

- Tao mét hép qua hinh chép t& gidc déu (Hinh 8.86) tir mot tdm bia hinh vuéng canh 30 cm.
« Hoat dong nhém 4 hoc sinh.

« M&i nhém chuén bi 2 tdm bia hinh vuéng canh 30 cm.

v

Hinh 8.84 Hinh 8.85

HOAT PONG 3

T tam bia hinh vudng thit nhat:

1. Cat b 4 tam giac can bang nhau (mau xanh) bén ngoai ctia tdm bia (Hinh 8.84) (véi kich
thudc tuy y), phan con lai gap thanh mét hinh chép t& giac déu sao cho bén dinh ctia hinh
vuéng gap lai thanh dinh ctia hinh chép (Hinh 8.85);

2. Tinh chiéu cao, canh day va thé tich ctia hop qua nay.

HOAT PONG 4

T tam bia hinh vuéng thir hai:

1. Tuong tu Hoat dong 3, em hay gap mét hop qua la hinh chép td giac déu 6 chiéu cao
bang 10 cmy;

2. Tinh thé tich hép qua vira dugc tao thanh.
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ON TAP CHUONG 8

8.37.

8.38.

8.39.

8.40.

8.41.

8.42,

BAI TAP TU LUAN

Cho hinh chép S.ABCD cé day ABCD la hinh vuéng canh a, canh SA = a va vuéng goc

vGi mat phang (ABCD).

a) Chidng minh rang cac mat bén cda hinh chép la nhimng tam giac vuoéng.

b) Mat phang (a) di qua A va vuéng géc véi canh SC lan luot cat SB, SC, SD tai
B, C’', D'. Chdng minh B'D’ song song v&i BD va AB’ vuong géc vai SB.

Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh thoi canh a va c6 géc BAD = 60°. Goi O
la giao diém cta AC va BD. Puéng thang SO vudng géc véi mat phang (ABCD) va
SO = %Ta_ Goi E la trung diém chia doan BC va F la trung diém cuia doan BE.

a) Chidng minh mat phdng (SOF) vuéng géc véi mat phang (SBC).

b) Tinh céc khodng cach tir O va A dén mat phang (SBC).

Cho hinh lap phuong ABCD.A'B'C'D’ canh a.
a) Ching minh BC' vuéng goc véi mat phang (A'B'CD).
b) Tinh khodng céch gilta hai dudng thang AB’ va BC'.

Cho hinh lang tru ABC.A'B'C’ ¢6 day ABC la tam giac déu canh a. Géc tao bdi canh bén
va mat day bang 60°. Hinh chiéu cia A trén mat phang (A'B'C’) la trung diém H cla
canh B'C'.
a) Tinh khoang cach gilia hai mat day ctia hinh lang tru nay.
b) Tinh sé do cia gécnhidiéntao bdi matbén (ABB'A’)

va mat day (A’B'C). A B’
Cho hinh chép cut déu (Hinh 8.87) c6 hai day la cac hinh
vudng canh 2ava a. Chiéu cao clia mat bén bang a.Tinh:
a) Thé tich cta khéi chép cut déu nay;
b) Sé& do clia cdc gdéc nhi dién tao bdi mat bén va céc

FER (-
l
1
)

v

V.

O,\.“
P

PR

mat day cta hinh chép cut déu nay. DL
2a

Hinh 8.87
BAI TAP TRAC NGHIEM

Trong cac ménh dé sau, ménh dé nao ding?

A. Hai mat phang phan biét cing vuéng géc véi mat phang thi ba thi song song
vdi nhau.

B. Néu hai mat phang vuéng géc véi nhau thi moi dudng thang thuéc mat phang
nay sé vuéng goéc véi mat phang kia.

C. Néu hai mat phang (@) va () cing vuéng géc véi mat phang (v) thi giao tuyén d
cta (@) va (P) néu cé sé vudng géc véi (7).

D. Hai mat phang (a)va () vuéng géc véi nhau va cat nhau theo giao tuyén d. Véi méi
diém A thuéc (a) va méi diém B thudc (P), ta c6 dudng thang AB vuéng géc vai d.
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8.43.

8.44,

8.45.

8.46.

8.47.

8.48,

8.49.

8.50.

8.51.

Trong cac ménh dé sau, ménh dé nao ding?

A. Mat phang (a) va dudng thing a cling vudng géc véi dudng thang b thi song song
vdi nhau.

B. Hai mat phang phéan biét cing vuéng géc véi mét mét phang thi song song.

C. Hai dudng thang phén biét cung vuéng géc véi mét dudng thang thi song song.

D. Hai dudng thdng phén biét cing vuéng géc véi mét mat phang thi song song.

Cho t& dién ABCD c6 hai mat ABC va DBC la hai tam giac can chung day BC. Trong cac

ménh dé sau, ménh dé nao dung?

A. AB 1 CD. B. AC L BD. C. AD 1 BC. D. AB 1 AD.

Cho ti dién OABC cé OA, OB, OC d6i mét vuong goéc véi nhau va OA = OB = OC. Goi M

la trung diém cla BC. Goc gilia hai dudng thang OM va AB bang

A. 90" B. 30° C. 60" D. 45°

Cho hinh chép S.ABC c6 day ABC la tam gidc vudng tai C, AC = a, BC =V2 a, SAvuéng géc

v&i mat phang day va SA = a. Géc gitta dudng thang SB va mat phang day bang

A. 60° B. 90° C. 30 D. 45°

Cho hinh chép S.ABC c6 SA, SB, SC d6i moét vudng goc nhau va SA =SB = 5C = a. Khi do
khodng céch tir S dén mat phang (ABC) bang
A 9. B. 4. c. 9. D. 4.

2 3 2 3
Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh chit nhat, AB = a, BC = 2a, SA vuéng goc vdi
mat phang day va SA = a. Khoang cach gilia hai dudng thang BD, SCbang

W V30 o 42 200 o 430,
LB, M2, 22, L 30,

Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh chit nhat, AB=a, AD = v3 a, SA vudng géc
v8i mat phang day va goc phang nhi dién [S, BC, A] c6 sé do bang 60°. Thé tich cua
khéi chop S.ABCD la

E

3
A. V=3 B. V="3d’. C. V=4 D. V=%-

Mot nha kho cé dang hinh lang tru dirng ngi giac
c6 cac kich thudc dugc cho trong Hinh 8.88 (don vi
do la mét). Thé tich nha kho nay (theo m?) la

A. 1280. B. 1040.

C. 960. D. 880.

" Hinh888
Cho mét chau nudc hinh chép cut déu cé chiéu cao bang 3 dm, day la luc giac déu, dé dai
canh day I6n bang 2 dm va dé dai canh day nhé bang 1 dm. Thé tich ctia chdu nudc la

A. V=#dm3. B. V=¥dm3.
C. v:@ms. D. v:%ma
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’ Phan ’
THONG KE va XAC SUAT

P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)

CHUONG 9 Cong thiic cong va

cong thiic nhan xac suat

M6t sé bai toan tinh xac suat cla
cac bién cé phuc tap cé thé duoc

quy Vvé cac bai toan tinh xac suat ¢ Nhan biét duoc bién c6 hop, bién 8
cla cac bién cé don gidn hon théng giao va bién cé déc lap;

qua cac phép toan trén bién cé va ¢ Tinh duoc xac suat clia bién cé hop va
cac quy tic tinh xac suat. Chuong bién c6 giao théng qua céng thiic cong

S oeew We s 3 a , n va cong thic nhan xac suat;
nay ti€p ndi va m& réng cac noi

dung vé xac suit di hoc & 13p 10. ¢ Tinh duoc xac suattrong mot sé bai toan
i don gidn bang phuong phép t6 hop va

bang cach si dung so dé hinh cay.
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D CONG THUC CONG XAC SUAT
=

o Bién c6 hop va bién cé giao

HOAT PONG 1

Gieo mdt con xtc xac can déi va déng chat. Quan sat s6 cham xuat hién. Xét cac bién cé:
« A:"S6 cham xuat hién la s6 chia hét cho 2"

« B:"S6 chadm xuat hién la sé chia hét cho 3"

« C:"S6 cham xuat hién la mét sé chia hét cho 6"

« D:"S6é cham xuat hién 1a mét s6 chia hét cho 2 hoac chia hét cho 3"

a) Biéu dién cac bién cé A, B, C, D bdi cac tap hop.

b) SosanhCva ANB.

c) SosanhDva AUB.

Trong Hoat déng 1, cac bién cé C, D dudc biéu dién qua hai bién ¢6 A, B don gian hon.

Luu y:

Cho A va B a hai bién ¢6 lién quan dén mot phép th.
« Bién c¢6 hop clia hai bién ¢ A va B la bién c6 "A xdy ra hodc B xay ra", ki hiéu A U B.
- Bién cd giao clia hai bién c6 A va B la bién c6 "A va B dong thai xay ra", ki hiéu A N B hoac AB.

- Néu mé ta cac bién cé qua cac tap con cta khéng gian mau sé tao thuan lgi cho viéc tim cac

bién c6 hop va giao.
- Trong toan bé chuong nay, ta xét cac phép thir ma khéng gian mau cé hiru han phan td va déng

kha nang.
vibu1

L

Chon ngau nhién |an lugt hai nhan vién ctia mét céng ty va ghi lai gidi tinh ctia ho. Xét cac bién cé:
« A: "Gidi tinh cia mot trong hai nhan vién [a nam”;

« B:"Gidi tinh ctia hai nhan vién la khac nhau";

« C:"Gidi tinh cta hai nhén vién la giéng nhau'".

Xac dinh cac bién c6 hop va bién ¢ giao cua:

a) Avas; b) AvacC.

Giai

Ki hiéu gidi tinh n{ 1a F, giGi tinh nam la M. Khéng gian mau 2 va cac bién c6 A, B va C dudc
cho bai:

Q= {(F, F); (F; M), (M; F); (M; M)}; A ={(F; M); (M; F); (M; M)},

B={(F; M); (M; F)}; C={M; M); (F; F)}.

Ta co:

- AUB=A;

+ ANB=8;

Chuong 9 - XAC SUAT
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- AUC=L)
« ANC={M; M)}
Bién c6 giao clia A va C la hai nhan vién (dugc chon ngau nhién) déu cé gidi tinh nam.

Mét hép chira 10 qué bong ducc danh sé tir 1 dén 10. LAy ngau nhién mét qué béng trong hép
va xem s& duoc ghi trén qua béng. Xét cac bién cé:

« A:"S6 ghi trén qua boéng la sé chan";

« B:"S6 ghi trén qua bong chia hét cho 3"

+ C:"S6 ghi trén qua boéng la s6 nguyén té".

Xac dinh cdc biénc6 AUB;ANB;AUCvaAnC.

o Cong thic cong xac suat
1. Bién co xung khac

HOAT PONG 2

Khanh va Ha médi ngudi ném mét qua béng vao ré. Xét cac bién cé:
« M:"Khéng ban nao ném boéng tring vao ré";

« N:"Ca hai ban déu ném béng tring vao ré";

« P:"Cé ding mét ban ném béng tring vao ré";

« Q:"C6 it nhat mét ban ném béng tring vao ré".

a) Qcdla bién cé doéi cia M khong?

b) Xacdinh biéncd NN P.

c) N célabién cé doi cha P hay khong?

Hai bién cé N, P trong Hoat déng 2 dugc goi la hai bién cé xung khéac.

> -

Ij Hai bién cé goi la xung khac néu ching khéng déng thai xay ra.

Luu y:
« Néu A va B xung khac thi An Bla bién c6 khéng thé, nghiala ANnB= @.
« Hai bién ¢6 d&i nhau thi xung khac. Biéu nguoc lai la khéng dung.

ViDu 2
T Xét phép thi gieo mét déng xu hai lan va cac bién cé sau:

« A:"Két qua gieo hai lan nhu nhau";

+ B:"Co it nhat mét lan xuat hién mat sap";

« C:"Lan th( hai méi xuat hién mat sap";

« D:"Lan dau xuat hién mat sap".

Hay chi ra cac cap bién cé xung khac trong cac bién ¢é da cho.
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Giai

Ta c6 A = {SS5; NN}; B = {SN; NS; 5S}; C = {NS}; D = {SS; SN}

DoANC=@vaCnD=@nén cac cap bién cé xung khic 13 A va C, Cva D. Ngoai ra, trong cac
bién c6 da cho khéng c6 cap bién c6 xung khac nao khac.

Mét hép chira bén thé duge danh sé 3, 4, 5, 6. Lay ngau nhién hai thé. Xét cac bién cé:
« A:"Tong céc s6 trén haithé la s6 chan";

« B:"Tich hai s6 trén hai thé 13 s6 chan";

« C:"Téng cac s6 trén hai thé la s &

« D:"Tich cac s6 trén hai thé la so 1é".

Hay chi ra cac cap bién c6 xung khéc trong céc bién c6 da cho.

2. Co6ng thiic cdng xac suat cta hai bién ¢6 xung khac
HOAT PONG 3
Cho A va B la hai bién c6 xung khac lién quan dén mét phép thir véi khéng gian mau la Q. Goi
n(A), n(B), n(A U B) va n(€2) lan luot 1a sé phan t clia cac bién c6 A, B, A U B va khéng gian mau €.
a) Tim n(AU B) theo n(A) va n(B).

b) Viét céng thiic tinh cac xéc suat P(A), P(B), P(A U B) theo n(A), n(B), n(A U B) va n().
c) Ratra méilién hé gitta P(A U B) va P(A) + P(B).

Trong Hoat déng 3, ta thiét |ap dugc céng thuc tinh xac suét cla hop hai bién ¢é xung khac.

Néu A va B |a hai bién cé xung khac bat ki lién quan dén mét phép thir thi
P(AUB) =P(A)+P(B)

Luu y:
Néu A la bién c6 déi cua A thi A, A a hai bién c6 xung khac va AU A = (). Theo céng thiic cdng
Xac suat, ta cé:
1=P(Q)=P(AUA) = P(A) + P(A).

Do dé P(A) = 1- P(A).
Vay céng thtc tinh xac suat bién cé déi la truong hop déac biét cia cong thic cdng hai bién ¢
xung khac.

vibu3
T Mét lo c6 chira 1 vién bi dé, 3 vién bi xanh |4 cay, 4 vién bi den va 2 vién @

bi vang. Lay ngau nhién 1 vién bi ti trong lo. Tinh xac suat dé vién bi lay
dugc khéng phai mau do va khong phai mau den.
Giai
Goi X |a bién cé "vién bi lay dugc khéng phai mau dé va khéng phai
mau den". Bién cé X xay ra khi vién bi lay duoc c6 mau xanh la cay hoac

¢6 mau vang.
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Goi A, B lan luat 13 cc bién ¢ "vién bi lay dugc c6 mau xanh |& cay" va "vién bi lay duoc cé
mau vang". Khi d6, X=A U B va n(A) = 3, n(B) = 2. Hon n(ia, t&ng sé vién bi trong lo la:
n(€)=1+3+4+2=10.
Do A, Bla cac bién ¢é xung khac nén:
P(AUB)=P(A)+P(B) =
Vay P(X) = P(AU B) = 0,5.

n(A) , nB) _ 3 , 2
n@ " h@ 70 10

=0,5.

Gieo hai con xuc xac can déi, déng chat, cé sdu mat va quan sat téng s cham xuat hién trén
hai mat. Tinh xac suat dé téng sé cham xuat hién & hai mat 1én hon 5 va nhé hon 8.

3. Coéng thiic cdng xac suat

HOAT PONG 4

Khanh chon ngiu nhién mét sé tir 1 dén 10. Xét cac bién cé:
+ A:"Sé duoc chon chia hét cho 2"

+ B:"S6 dugc chon chia hét cho 3"

a) Tinh P(A), P(B), P(AU B) va P(AN B).

b) Sosanh P(AUB) + P(AN B) va P(A) + P(B).

Néu A va B |a hai bién ¢6 bat ki lién quan dén mét phép thd thi
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)

ViDu 4
7 Trong mét buéi tiéc, co:

- 5 ngudi dan éng co s6 tudi khéng nhd hon 21;

- 4 ngudi dan éng c6 s6 tudi nhd hon 21;

- 6 ngudi phu nir cé s6 tudi khéng nhé hon 21;

- 3 ngudi phu nl ¢ s6 tudi nhéd hon 21.

Néu chon ngau nhién mét ngudi trong budi tiéc dé trao qua thi xac suat dé nguai dé la phu ni
hoac c6 s6 tudi nhé hon 21 la bao nhiéu?

Giai

Téng sé ngudi trong budi tiéclan(@Q) =5+4 +6 + 3 =18.

Goi A la bién ¢6 "ngudi dugc chon ¢6 s6 tudi nhé hon 21" va B la bién ¢ "ngudi dugc chon la
phu ni".Khi dé AN Bla bién c6 "ngudi dugc chon la phu niiva c6 sé tudi nhé hon 21"vaAU B
la bién cé "ngudi dugc chon ¢é s6 tudi nhé hon 21 hoac |a phu nit". Theo dinh nghia trén, ta cé:

_n(A) _3+4_ 7. _nB) _3+6 _1. _n(AnB) _ 3 _ 1.
P(A) = = =g’ PB) = = =i P(ANB) ) -6

n(Q) ~ 18 n(@ 18 6

7,9 3 _13

Theo céng thiic cong xac suat, ta c6 P(AUB) = 18718 18~ 18"
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Bang bén dudi cho két qua khao sat mét nhém gém 150 ngudi lién quan dén muic thu nhap
(hang nam) va loai hinh giai tri ma ho yéu thich.

Loai hinh giai tri

LLURLE
. o ?p Xem phim Xem kich
(hang nam) \ "
drap @ cac san khau

Dudi 100 triéu déng 35 20 5 60

100 triéu déng dé

et dong cen 25 18 7 50
200 triéu dong
Trén 200 triéu déng 12 14 14 40
Tong 72 52 26 150

Chon mét ngudi ngau nhién trong nhém khao sat. Tinh xac suat cta cac bién co:

a) "Ngudi dugc chon thich xem kich & cac san khau";

b) "Ngudi dugc chon cé thu nhép trén 200 triéu";

c) "Ngudi dugc chon cé thu nhap trén 200 triéu va thich xem kich & cac san khau";
d) "Ngudi dugc chon cé thu nhap trén 200 triéu hoéc thich xem kich & céc san khau".

BAITAP

9.1. Chon ngau nhién hai con s6 bat ki tir tdp hop c6 ba con sé 1, 2 va 3 dé tao thanh mét sé ¢6
hai chi s6 khac nhau. Xét cac bién c6 sau:
- A:"Sé tao thanh la s6 chan";
« B:"Sé tao thanh chia hét cho 3"
Xac dinh cac biénc6 ANBvaAUB.

9.2. Mét trudng trung hoc phé théng ¢6 300 hoc sinh khéi 10; 275 hoc sinh khéi 11 va 250 hoc sinh
khéi 12. Nha trudng chon mét hoc sinh bat ki. Tinh xac suat dé hoc sinh d6 khéng phai la hoc
sinh khai 10.

9.3. Mét chiéc hép cé 5 thé dugc dénh sé tir 2 dén 6. Rat ngau nhién hai thé va cong hai sé ghi
trén thé vdi nhau. Tinh xac suat dé két qua nhan duoc 1a sé chan.

9.4. Cho haibién c6 Ava B vdi P(A)=0,3; P(B) =0,4 vaP(AUB) =0,6.
a) Tinh P(A N B).
b) Ching minh A va Bkhéng la hai bién cé xung khac.

9.5. Chon mét s6 tu nhién bat ki trong 140 s6 tu nhién dau tién. Tinh xac suat dé sé dudc chon
chia hét cho 4 hoac chia hét cho 6.
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CONG THUC NHAN XAC SUAT

/
o Bién c6 doc lap

HOAT PONG 1

Gieo dong thai hai con xtc xac can doi dong chat, mét mau dé mot
mau xanh va quan sat sé cham xuat hién trén hai con xtic xac. Goi A la
bién ¢6 "Sé cham trén mat xuat hién cla xtc xac mau dé 1a chan"
va B la bién c6 "Sé cham trén mat xut hién cla xtc xac mau xanh
la 1&". Héi bién c6 A xuat hién cé dnh hudng dén xac suat xay ra
bién cé B khéng? Hinh 9.2

Hai bién c6 duoc goi la déc 1ap néu viéc xay ra hay khéng xay ra ctia bién ¢6 nay khéng lam
anh huéng dén xac suat xay ra cta bién cé kia.

Nhan xét: Néu A va B |a hai bién c6 déc lap thi:

. Ava B la hai bién c6 doc lap;

« Ava B la haibién c6 doc lap;

. A va B la hai bién c8 déc lap.
viDu 1

L

Chi ramét cap bién cé déc lap clia phép thir trong Hoat déng 1 va tinh xac suat cia cac bién c6 dé.
Giai
Xét cap bién cé sau:
« A:"Xlc xac mau dé xuat hién mat 6 cham";
« B: "Xl xac mau xanh xuat hién mat mét cham”;
Sé phan ti ctia khéng gian mau, bién cé A va bién ¢6 B lan luct la:

n(Q)=6.6 =36, n(A)=6;n(B) =
Do sé cham xudt hién trén con xtc xac mau ddé khéng phu thudc vao sé cham xuat hién trén
con xuc xac mau xanh va nguoc lai nén viéc xay ra hay khéng xay ra bién cé A khéng lam
anh hudng dén xac sut cta bién c6 B va nguac lai. Do d6 bién cé A va B la déc lap. Xac suat
cla bién c6 A va B lan luat la:

_ n(A) _iz
~n(@Q) 36

n (B)

_ 1

Lép 11A ¢6 20 hoc sinh nam va 25 hoc sinh nit. L8p 11B c6 15 hoc sinh nam va 30 hoc sinh nir.
Chon ngau nhién maéi Iép mét ban tham du cuéc thi viét bao tudng cla trudng. Chira mét cap
bién c6 déc lap cla phép thir trén va tinh xac suat ctia cac bién cé dé.
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o Cong thiic nhan xac suat ctia hai bién c¢6 déc lap
HOAT DPONG 2

Xét phép thir gieo mét déng xu va con xuc xac (déu can doi va dong chat).
a) Tinh xac suat cta cac bién co:

« A:"Pong xu xuat hién mat ngtra”;

« B:"Con xuc xac xuat hién mat &".
b) So sanh P(AB) va P(A).P(B).

Hai bién cé trong Hoat déng 2 1a déc lap. Tir hoat déng nay, ta thu duoc cong thic tinh xac suat giao
cla hai bién cé doc lap hay con goi la cdng thiic nhan xac suat.

Néu A va B la hai bién c6 doc lap thi
P(AB) = P(A).P(B)

Luu y:
Néu P(AB) # P(A).P(B) thi A va B khéng déc lap.

ViDu 2

L

Cé hai gid trai cay chita hai loai tao xanh va tao dé. Gié thi nhat chiia 5 qua tao xanh va 5 qua
tdo doé. Gid thit hai chira 4 qué tdo xanh va 6 qué tao dé. TU méi gid |dy ngau nhién mét qua tao.
Xét cac bién cé:
« A:"Qué tao lay ra ti gid thi nhat mau dé";
« B:"Qua tdo lay ra ti gid thd hai mau dé"
a) Tinh P(A), P(B) va P(AB);
b) Tinh xac suat dé trong hai qua tao lay ra cé it nhat mét qud mau xanh.
Giai
a) S6& phan tirkhéng gian mau la n(€2)= 10.10 = 100.
S6 phan tir clia bién ¢ A va B lan lugt 1a n(A) = 510 = 50; n(B) = 6.10 = 60.
Xac sudt cla cac bién cd A va B lan luot |a:

_n(A) _ 50 _ . cpponB) _ 60 _
P(A) = n(Q) =700 =0,5P(B) = n(Q) = 100 =0,6.

Do A va B la hai bién c6 déc lap nén P(AB) = P(A).P(B) =0,5.0,6 = 0,3.

b) Goi C la bién cé "Hai qua tado lay ra cé it nhat mét qua mau xanh". Khi dé, C la bién cé déi
ctia bién cd AB. Xac suat trong hai qua tao lay ra cé it nhat mét qué mau xanh |a:
P(Q)=P(AB)=1-P(AB)=1-0,3=0,7.

Cé hai hop chira cac vién bi. Hop tha nhat chiia 7 vién bi mau vang, 3 vién bi mau doé. Hép
th( hai chita 3 vién bi mau vang, 7 vién bi mau dé. Tir méi hép ldy ngau nhién mét vién bi.

a) Tinh xac suat sao cho hai vién bi lay ra cing mau.

b) Tinh xac suat sao cho hai vién bi ldy ra khac mau.

Chuong 9 - XAC SUAT

Page 104



ViDu 3

Khanh va Ha duoc clr tham gia cudc thi "Nét dep tudi hoc trd" cla trudng. Khanh tham gia
cudc thi danh cho nam, Ha tham gia cuéc thi danh cho nir. Xac suat dé Khanh va Ha déau vao
vong chung két cudc thi lan lugt la 0,5 va 0,8. Hay tinh xac suét dé:
a) (3 hai ban déu db vao véong chung két;
b) Ca hai ban déu khéng dé vao vong chung két;
c) Co it nhat mét ban db vao vong chung két.
Giai
Xét cac bién c6 sau:
« A:"Khanh dé vao vong chung két";
+ B:"Ha dé vao vong chung két";
- C:"C4 hai ban déu d6 vao vong chung két";
« D:"C& hai ban déu khéng dé vao vong chung két'";
« E:"Cé it nhat mét ban dé vao vong chung két".
Ta thay A va B la hai bién cé doc 1ap. Theo cong thirc nhan xéc suat, ta cé:

P(C) =P(AB) =P(A).P(B) =0,5.0,8 = 0,4.
Do A va B la hai bién c6 déc lap nén

P(D)=P(A B)=P(A).P(B)=(1-P(A)(1-P(B) =0,50,2=0,1.

Do dé,P(E)=P(D)=1-P(D)=1-0,1=0,9.

Mét chiéc may cé hai déng co I va II hoat dong déc lap véi nhau. Xac suat dé déng co I va
déng co Il chay tét lan luot 1a 0,85 va 0,9. Hay tinh cac xac suat dé:

a) Ca hai dong co déu chay tot;

b) Ca hai déng co déu chay khéng tét;

c) Co it nhat mét dong co chay tét.

® S’ dung cong thiic té hop va so do hinh cay tinh xac suat
vipu 4

Cé hai hép chia cac qua cau. Hop tha nhat chita 4 qua cau xanh, 4 qud ciu dé va 4 qua

cau vang. H6p th hai chifa 5 qua cau xanh, 5 qué cau dé va 5 qua cau vang. Lay ngau nhién

tir méi hép 3 qué cau. Tinh xac suat dé |13y dugc 6 qua cau dé.

Giai

Xét cac bién c6:

« A:"Ba qua cau trong hop th( nhat la mau do";

« B:"Ba qua cau trong hop thd hai [a mau do"

S6 phan tl ctia khéng gian mau  va cac bién cé A, B lan luot la:
n(Q)=C,CanA)=C.C..nB) =C.C,.

15¢
3 3 3 3

G, < _ 4 G.C,, 10 2

Xac suatctiacacbiéncé A, BlanluotlaP(A) =
Do A va Bla hai bién cé doc lap nén xéc suat dé lay dugc 6 qua cau do la:
_ 1.2 __2
PAB) =P(A)PB) =55 971 = 5005

TOAN 11

Page 105

1
555 = =z P(B) = = =
¢, 220 55 C.C, 55 91



100

Cé hai lo chita bi. Lo thit nhat chira 3 bi trang, 4 bi den va 5 bi nau. Lo thd hai chira 2 bi trang,
2 bi den va 4 bi nau. Ldy ngau nhién méi lo hai vién bi. Tinh xac suat dé |y dugc 4 bi cing mau.

ViDU5

L

Minh va Nam lan luot thuc hién mét cl sut vao khung thanh. Xac suat dé Minh sut thanh céng
vao khung thanh 1a 0,6 va Nam st thanh céng vao khung thanh 14 0,7. So dé céy chua hoan thién
bén dudi mé ta cac kha nang xay ra va xac suat tuong ung khi hai ban lan lugt thuc hién cd sut.

Minh Nam Két qua Xac suat
o7+ O 00 06.0,7=0,42
.0 | P -

06~ ——03 [ x 0 X 2

Két qua sut PR -

04 07 7 0 X0 2

X o
=03 x| X X 2)

O: sut thanh cong; X: sut khéng thanh céng.

a) Hoan thién ba dong trong cdt cudi cling clia so dé hinh cay.
b) Tinh xéc sut dé c hai ban khéng sut thanh céng.
c) Tinh xac suat dé it nhat mét ban sut thanh cong.
Giai
a) Céc phép tinh trén ba dong trong cét cudi cling clia so dé hinh cay theo thu tu la:
0,6.0,3=0,18;
0,4.0,7 =0,28;
0,4.0,3=0,12.
b) Xac suat dé ca hai ban khéng sut thanh céng la 0,12.
c) Xacsuat dé co it nhat mét ban sut thanh cong la:
0,42 +0,18 + 0,28 = 0,88.

Nghi va Ha déc lap véi nhau tham gia thi li thuyét bang lai xe hang A1. Xac suat dé Nghi dé ki thi
la 0,8 va xac suat dé Ha dd ki thi 1a 0,9. So dé hinh cay chua hoan thién bén dudi mé ta cac
kha nang xdy ra va xac suat tuong ting khi hai ban tham gia ki thi.

Nghi Ha Kétqua Xacsuat
2,0 P | (7] (7}
2) A P | .
. @ _F ) : :
Két qua thi o .
ULy ? ?
? |/ F \I g
\ S - F | ? ?
L2\ J
P: d6; F: truot.
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a) Ve laiso do hinh cay trén va bé sung cac théng tin con thiéu.
b) Sirdung so dé hinh cay vira v&, tinh xéac suat cac bién cé sau:
« A:"Hai ban dé ki thi"
« B:"Nghi do va Ha trugt";
« C:"l[t nhat mét trong hai ban dé".

BAITAP

9.6.

9.7.

9.8.

9.9.

92.10.

Cho A va B la hai bién cé xung khac.
a) Ching minh P(AB) = 0.
b) Né&u P(A) > 0 va P(B) > 0 thi hai bién c6 A va B c6 déc lap véi nhau khéng?

Gieo hai dong xu A va B mét cach déc lap. Pong xu A dugc ché tao can déi. Péng xu B dugc
ché tao khéng can déi nén xac suat xuat hién mat sdp gap ba lan xac sut xuat hién mat ngda.
Tinh xac suat dé:

a) Khigieo hai dong xu mét lan, ca hai dong xu déu ngtia;

b) Khi gieo hai dong xu hai lan, ca hai déng xu déu ngtta trong ca hai lan.

Xac suat ban tring muc tiéu cia mét van déng vién khiban mét vién dan 13 0,6. Van déng vién
dé ban hai vién dan mét cach déc lap. Tinh xac suat dé mét vién dan tring muc tiéu va mét
vién dan trugt muc tiéu.

Vi va Quén choi c& tuéng ciing nhau. Trong mét van ¢d, xac suat dé Vi thang Quan la 0,2 va

xac suat dé Quan thang Vi la 0,3. Hai ban dirng choi ¢& khi c6 ngudi thang, ngudi thua. Tinh

xac suat dé hai ban diing choi sau hai van co.

Xac suat ban tring bia cia mét ngudi ban cung 1a 0,3.

a) Vé so dé hinh cdy mé ta cac khad nang xdy ra va xac suat tuong (ng khi ngudi ban cung
thuc hién hai lan ban lién tiép nhau.

b) Tinh xéc suat ngudi dé ban tring bia ding moét lan.

c) Tinh xéc suat ngudi dé ban tring bia it nhat mét lan.
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ON TAP CHUONG 9

9.11.

9.12.
9.13.

9.14.

9.15.

9.16.

9.17.

BAI TAP TU LUAN

Gieo mét déng xu can déi va déng chat lién tiép ba lan. Goi A 1a bién cé "cé it nhat hai
mat sap xuat hién lién tiép" va B la bién c6 "két qua ba lan gieo la nhu nhau'. Xac dinh
bién c6 AUBva ANB.

Cho A, B Ia hai bién c6 xung khac. Biét P(A) = 0,4 va P(B) = 0,3. Tinh P(A U B).

Mét hép dén cé 12 bdng, trong dé c6 4 bdng hdng. Lay ngau nhién 3 béng. Tinh
xac suat dé trong 3 béng ¢é it nhat 1 béng hong.

Mot quan vua dugc dat trén mdt 6 gitra ban ¢ vua. Méi budc di chuyén, quén vua
duoc chuyén sang mét & khac chung canh hoédc chung dinh véi 6 dang ding
(Hinh 9.3). Ban An di chuyén quan vua ngau nhién 3 budc. Tinh xac suat sau 3 budc
quan vua trd vé 6 xuat phat.

Hinh 9.3

Cho mét bang & vuéng 3 x 3. Dién ngdu nhién cacs6 1,2, 3,4, 5, 6,7, 8, 9 vao bang
trén (moi 6 chi dién mot s6). Goi A la bién ¢4 "moi hang, méi cot bat ki déu cé it nhat
mét s6 1&". Tinh xac suat cua bién cé A.

Hinh 9.4

Hai ban Nam va Tuan cuing tham gia mét ki thi thir mét cach doc lap, trong d6 cé
hai mén thi trdc nghiém |a Todn va Tiéng Anh. Dé thi cia méi mén gébm 6 ma dé
khac nhau va cac mén khac nhau thi ma dé ciing khac nhau. Bé thi dugc sap xép
va phat cho hoc sinh mét cadch ngau nhién. Tinh xac suat dé trong hai mén Toén va
Tiéng Anh thi hai ban Nam va Tuan cé chung ding mét ma dé.

Mét ngudi goi dién thoai nhung quén mat chit sé cudi. Tinh xéac suat dé ngudi dé goi
dung s6 dién thoai ma khéng phai thir qua hai lan.
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9.18.

9.19,

9.20.

9.21.

9.22.

9.23.

9.24.

9.25.

BAI TAP TRAC NGHIEM

Cho A, B la hai bién cé xung khac. Bang thiic nao sau day dung?

A. P(AUB)=P(A) + P(B). B. P(AUB)=P(A).P(B).

C. P(AUB)=P(A) - P(B). D. P(AUB)=P(B) - P(A).

Cho A, B 1a hai bién c6 déc lap. Pang thirc nao sau day ding?

A. P(AB) = P(A) + P(B). B. P(AB)=P(A) - P(B).

C. P(AB) = P(A).P(B). D. P(AB) = P(B) - P(A).

Cho A va B Ia hai bién c6 déc l1ap vdi nhau c6 P(A) = 0, 3 va P(B) = 0,4. Khi d6 P(AB) bing
A. 0,58. B. 0,7 C. o1 D. 0,12.

Xac suat ban tring muc tiéu ctia mét van déng vién khi ban mét vién dan 14 0,3.
Ngudi dé ban hai vién mét cach déc lap. Xac suat dé mét vién tring va mét vién truot
muc tiéu la

A. 0,21. B. 0,09 C. 0,49 D. 042.

Hai ngudi ngang tai ngang suc tranh chiic vé dich cia mot cudéc thi cd tudng. Nguai
gianh chién thang la ngudi dau tién thang dugc ndam van c&. Tai thai diém ngudi choi
thit nhat da thang 4 van va nguai chai thi hai méi thdng 2 van, tinh xac suat dé nguoi
chai thir nhat gianh chién thang.

A. 08. B. 0,875. C. 0,5 D. 0,75.

Xac suat sut bong thanh céng tai chdm 11 mét cla hai cau tha A va B lan lugt 14 0,8
va 0,7. Biét méi cau thu st mot qua tai chdm 11 mét va hai nguai sut déc lap. Tinh
xac suat dé it nhat mét nguadi sut bong thanh céng.

A. 0,44. B. 0,94. C. 0,38. D. 0,56.

Cho tdp E=11, 2, 3,4, 5}. Chon ngau nhién hai s6 tu nhién, mdi s6 gém 3 chir s6 déi mét
khac nhau tir tap E. Tinh xac suat dé trong hai sé d6 c6 diing mot sé c6 chirsé 5.
. 5. B. 144, c. 72, D. 12,

25 295 295 25
Co hai hép. Hop I chiia 4 goi qua mau dé va 6 goi qua mau xanh, hop II chira
2 gdbi qua mau doé va 8 géi qua mau xanh. Gieo mét con xuc xac, néu dudc mat
6 cham thi lay mét goi qua tir hop I, néu dugc mat khac thi lay mét géi qua tu hop IL
Tinh xac suat dé lay dugc géi qua mau do.

7 B. 23 c. | D. 2

—

© 30 © 30 3 !
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BANG TRA CUU THUAT NGU

Bat phuong trinh l6garit co ban

25

Khoang céch gitta hai duong thang

héo nh 78
Bat phuong trinh mi co ban 22 SRERNI
Bién c6 doc lap 97 Khodng cach gilia hai dusng thang 75
Bién c6 giao 92 ~ong 2ong s
Bién B hop 92 Khoéang cach gitia hai mat phang 76
— - song song
Bién c6 xung khac = Khodng céch tir mét diém dén mét 23
Can bacn 4 dudng thang
Cong thtic cong xac suat 95 Khodng cach tir mét diém dén mét 24
Pao ham cap hai 46 mat phang
DPao ham cta ham sé tai mét diém 34 Khéi chop 81
DPao ham ctia ham sé trén mét khoang 37 Khéi chop cut déu 82
Binh li ba duong vuéng goc 61 Khéi lang tru 80
Pudng thang vuéng gdéc véi mat phang | 55 Logarit co sé a clia b 8
Budng vuéng géc chung 78 Logarit cla mot luy thira 10
Géc gilia dudng thang vamdt phdng | 62 Loégarit ctia mét thuong 9
Goéc gilia hai dudng thang 53 Légarit clia mot tich 9
Goc nhi dién 65 Légarit thap phan 8
Géc phang nhi dién e Logarit tu nhién 8
Hai duong thang vuong goc 54 Luj thita bic n clia @ 5
L e T T, e 65 Mét phang trung truc ctia doan thang | 57
Ham sé hop 41 PRIV .
— Phép chiéu vuéng goc 60
Ham so légarit 17 — -
— Phuong trinh l6garit co ban 24
Ham s6 mi 14 . -
- Phuong trinh mi ca ban 21
Hinh chiéu 60 T g ”
: 6 do clia géc nhi dién
Hinh chop cut déu 71 . khg"" - —
Hinh chép déu 70 T ?tlc DI chop . 81
Hinh l3ng tru déu 68 The tich khcfl chop cut déu 82
Hinh I3ng tru ding 63 Thé tich khaoi lang tru 80
Khoang céch giiia dudng thang va 75 Tiép tuyén cta dudng cong =
mat phang song song Xéc suat ctia hgp hai bién ¢é xung khéc 94
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BANG GIAI THICH THUAT NGU

Thuat ngit

Giai thich

Bat phuong trinh légarit
co ban

La bat phuong trinh cé 1 trong 4 dang sau:
log x> b,log x=b,log x<b,log x<bvdia>0a+1

Bat phuong trinh mi co ban

La bat phuong trinh cé 1 trong 4 dang sau:
a*>b,a*=ba*<ba* <bvdia>0,a+#1

Bién co doc lap

Hai bién c6 A va B dugc goi la hai bién ¢6 déc lap néu viéc xay ra hay
khong xay ra bién c6 nay khéng lam anh huéng dén xac suat xay ra
bién cé kia.

Bién ¢ giao

Bién c6 giao clia hai bién c6 A va Bla bién cé "A va B dong thai xay ra",

Bién c6 hop

ki hiéu A N B hodc AB.
Bién c& hgp ctia hai bién ¢ A va Bla bién c6 "A xay ra hodc B xay ra",
ki hiéu AU B.

Bién c6 xung khac

Hai bién cé A va B goi la xung khac néu ANB = @.

Canbacnciaa

La 56 thuc b ma liy thita n ciia b bang a (b” = a).

Céng thiic cdng xac suat

Néu A va B la hai bién c6 bat ki lién quan dén mét phép thi thi
P(AUB) = P(A)+P(B)—P(AN B).

Pao ham cap hai

Pao ham cliaham s6 y’ = f'(x) duoc goi la dao ham cap hai ctia ham sé
y = f(x), ki hiéu la y" hoac f"(x).

Pao ham ctia ham sé tai
mot diém

fx)—f
Dao ham ctia ham sé y = f(x) tai diém x 1a f' (x ) = lim %
‘ 0

Pao ham ctia ham sé trén
mét khoang

Ham sé y = f(x) dugc goi la c6 dao ham trén khoang (a; b) néu né c6
dao ham tai moi diém trén (a; b).

Pinh li ba duang vuéng goéc

Cho dudng thang a nam trong mat phang (a) va dudng thang b
khéng nam trong (@), dong thai khéng vuéng géc véi (a). Hinh
chiéu ctia b 1én mat phang (o) la duéng thang b'. Khi dé, a vuéng
goc vai b khi va chi khia vuéng géc véi b'.

Pudng thang vuéng goc
vai mat phang

Pudng thang d dugc goi 1a vuéng géc mét phang (@) néu d vudng
géc véi moi dudng thang nam trong mat phang (a).

Pudng vuéng goéc chung
cla hai dudng thang chéo
nhauavab

La dudng thang dong thai viia cat vita vuéng goc véi ca hai dudng
thangavab.

Géc gitta dudng thang ava
mat phang (a)

La géc tao béi dudng thang a va hinh chiéu a’ clia alén mat phang ().

Goc gilta hai dudng thang

Goc gilta hai dudng thang a, b 1a géc gitta hai dudng thang a’, b’
cung di qua mét diém va lan luot song song (hoac trung) véi a, b.

Goc nhi dién

Hinh hop bdi hai nita mat phang c6 chung bd a.
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Géc phang nhi dién
Hai dudng thang vuéng goc

Hai mat phang vuéng géc

Ham sé hop

Ham sé logarit

Ham sé mii

Hinh chiéu ciia mét diém
[én mét mat phang

Hinh chép cut déu

Hinh chép déu

Hinh lang tru déu

Hinh lang tru ding
Khoang cach gitia
dudng thang va mat
phang song song
Khoang cach gitra hai
dudng thang chéo nhau
Khoang cach gitta hai
duéng thang song song
Khoang cach gitra hai
mat phang song song
Khoang cach ti mét diém
dén mét dudng thang

Khoang céch tir mét diém
dén mét mat phang

Khoi chép

Khoi chép cut déu

Khoi lang tru
Légaritcoséacuab
Logarit cia mot luy thiia

Logarit cia mét thuong

Géc c6 dinh nam trén canh cla nhi dién con hai canh nam trong hai
mat cta nhi dién va vuéng gadc véi canh cta nhi dién.

La hai dudng thang c¢é gdc gilta ching bang 90°.

Hai mat phang duoc goi la vuéng gbc véi nhau néu mat phang nay cé
chira mét dudng thang vuéng goéc véi mat phang kia.

Cho haiham sé y = f(u) vau = u(x). Ham s6 y = f(u (x)) dudc goi Ia ham
s6 hop clia hai ham s6 f(u) va u(x).

La ham s6 cé dang y =log_x (@ > 0,a # 1).

La ham sé cé dangy =a*(a > 0,a # 1).
La hinh chiéu vuéng géc ctia diém dé |én mat phang.

La phan hinh chép déu nam gilra day va mét mat phang song song
vai day, cat cac canh bén cla hinh chép déu.

La hinh chép cé déy 14 da gidc déu va cac canh bén bang nhau.

La hinh lang tru ding c6 day la da giac déu.

La hinh lang tru c6 canh bén vudéng goc véi mat day.

La khodng cich tir mét diém bat ki thudc dudng thang dén mat phang.

La d6 dai doan vuéng géc chung ctia hai duong thang chéo nhau.

La khodng cach tir mot diém bat ki trén dudng thang nay dén dudng
thang kia.
La khodng cach gitia mét diém bat ki cia mat phang nay dén mat
phang kia.

La khodng cach tir diém dé dén hinh chiéu ctia né |én dudng thang.

La khodng cach tir diém dé dén hinh chiéu ctia né |én mat phang.

La phan khéng gian duoc gidi han bdi mét hinh chép ké ¢ hinh chép ay.

La phan khéng gian duoc gidi han béi mét hinh chép cut déu ké ca
hinh chép cut déu ay.

La phan khéng gian dugc gidi han bdi mét hinh lang tru ké ca hinh
lang tru ay.

Véia>0,a+#1,b>0thilog b=a < b=a"
VGia>0,a#1,b>0thilog b“=ualog_b.

VGia>0,a#1,x>0,y>0thi Ioga(f) =log_x-log_y.
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Logarit cia mot tich
Logarit thap phéan

Logarit tu nhién
Luy thira bacnctuaa

Mat phang trung truc
clia doan thang

Phép chiéu vudong goc
Phuong trinh l6garit co ban

Phuong trinh mi co ban
Sé do clia géc nhi dién
Thé tich khéi chop

Thé tich khéi lang tru

Thé tich khéi chép cut déu

Tiép tuyén cia dudng cong

Xac suat ctia hop hai bién c6
xung khéc

Vdia>0,a#1,x>0,y>0thilog, (x.y)=log x+log,y.

La I6garit co s6 10, ki hiéu la log hay Ig. Légarit thap phan cta b viét la
logb hay Igb.

La l6garit ca s e, ki hiéu la In. Légarit tu nhién ctia b viét la Inb.

Vi s6 nguyén duong n, luy thita béc n cta a la tich clia n thira sé a.
La mat phang vuéng géc véi doan thang tai trung diém clia doan
thang do.

La phép chiéu c6 phuong chiéu vuéng goc v8i mat phang chiéu.
Phuong trinh c6 chita an & biéu thuc cla légarit, c6 danglog x = b véi
a>0,a# 1

Phuong trinh ¢6 chita an é ma, cé danga*=bvdia > 0,a # 1.
Sé do chia géc phang nhi dién.

Thé tich hinh chép ¢6 dién tich day S va chiéu cao hlaV = %Sh.
Thé tich hinh lang tru cé dién tich day S va chiéu cao hlaV = Sh.

Thé tich khéi chép cut déu cé dién tich hai day 1a S, §’ va chiéu cao h
laV= 1§h(5+5’ +VSS").

Vi tri gidi han cla cat tuyén PQ khi diém Q tién dan dén diém P trén
dudng cong.

Néu A va B4 hai bién ¢6 xung khac bat ki lién quan dén mét phép thi
thi P(AU B) = P(A) + P(B).
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