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LÒ
,
I NÓI ÐẦU

Nguyên lý nhũ,ng cái lồng và các chú th
,
o d̄ã d̄u,.o

,c biết d̄ến tù, rất
lâu. Ngay trong chu,o,ng tr̀ınh phô

,
thông co, s

,
o, chúng ta cũng d̄ã làm

quen vó,i phu,o,ng pháp gi
,
ai toán này. Th .u

,c ra nguyên lý này mang
tên nhà bác h .oc ngu,̀o,i Ðú,c Pête Gutxtap Legien Dirichlet (1805-
1859). Nguyên lý phát biê

,
u rất d̄o,n gi

,
an: Nếu chúng ta nhốt th

,
o vào

các lồng mà số lồng ı́t ho,n số th
,
o, th̀ı thê

,
nào cũng có m.ôt lồng nhốt ı́t

nhất hai con th
,
o.

Ch
,
ı b`̆ang nguyên lý d̄o,n gi

,
an nhu, v .ây hàng lo .at các bài toán d̄ã

d̄u,.o
,c gi

,
ai.

Cuốn sách d̄u,.o
,c biên so.an l .ai theo tù,ng ch

,
u d̄ề có liên quan d̄ến

nguyên lý, mỗi cách gi
,
ai trong v́ı d .u c

,
ua tù,ng chu,o,ng là áp d .ung

d̄iê
,
n h̀ınh nguyên lý Ðirichlê. Bài t .âp gi

,
ai tru,ó,c có liên quan d̄ến bài

gi
,
ai sau nên cần lu,u ý khia d̄ .oc sách. Vó,i mong muốn cùng b.an d̄ .oc

th
,
ao lu .ân m.ôt phu,o,ng pháp chú,ng minh toán h .oc và hy v .ong cung

cấp m.ôt tài li .êu bô
,
ı́ch cho các thầy cô giáo và các em h.oc sinh ham

mê t̀ım tòi trong toán h .oc, tác gi
,
a m.anh d.an biên so.an cuốn sách

này. Do kh
,
a năng và thò,i gian còn h.an chế, cuốn sách ch´̆ac ch´̆an

không tránh kh
,
oi thiếu sót. Chúng tôi mong d̄u,.o

,c s .u
, d̄óng góp ý

kiến c
,
ua d̄ .oc gi

,
a. Thu, góp ý xin g

,
u,i về Nhà xuất b

,
an Khoa h .oc và Kỹ

thu.ât - 70 Trần Hu,ng Ð.ao, Hà N .ôi.
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4 Lò,i nói d̄ầu

Tác gi
,
a xin chân thành c

,
am o,n PGS-TSKH Ðỗ Hồng Tân d̄ã d̄ .oc

và d̄óng góp nhiều ý kiến qúı báu trong quá tr̀ınh hoàn ch
,
ınh b

,
an

th
,
ao.

Tác gi
,
a
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NGUYÊN LÝ ÐIRICHLÊ VÀ VÍ D .U

1.1. Nguyên lý Ðirichlê
Nguyên lý Ðirichlê nhiều khi ngu,̀o,i ta g .oi là ¨Nguyên lý nhũ,ng

ngăn kéo¨. Ðây là m .ôt nguyên lý rất d̄o,n gi
,
an, d̄ .̆ac bi .êt có nhiều

ú,ng d .ung trong các l̃ınh v .u
,c khác nhau c

,
ua toán h .oc. Dùng nguyên

lý này ngu,̀o,i ta dễ dàng chú,ng minh tồn t .ai m.ôt d̄ối tu,.o
,ng vó,i t́ınh

chất xác d̄.inh. D.ang d̄o,n gi
,
an nhất có thê

,
phát biê

,
u nhu, sau:

Nếu có m v .ât d̄ .̆at vào n cái ngăn kéo và m > n th̀ı có ı́t nhất m.ôt
ngăn kéo chú,a ı́t nhất hai v .ât.

Tuy r`̆ang vó,i nguyên lý này ngu,̀o,i ta ch
,
ı chú,ng minh d̄u,.o

,c s .u
, tồn

t .ai mà không d̄u,a ra d̄u,.o
,c phu,o,ng pháp t̀ım d̄u,.o

,c v .ât c .u thê
,
, nhu,ng

trong th .u
,c tế nhiều bài toán ta ch

,
ı cần ch

,
ı ra s .u

, tồn t .ai là d̄
,
u rồi.

Nguyên lý Ðirichlê là m .ôt d̄.inh lý về t .âp h .o
,p hũ,u h.an. Phát biê

,
u

ch́ınh xác nguyên lý này nhu, sau:

Cho A và B là hai t .âp h .o
,p không rỗng có số phần t

,
u, hũ,u

h .an, mà số lu,.o
,ng phần t

,
u, c

,
ua A ló,n ho,n số lu,.o

,ng phần t
,
u, c

,
ua

B. Nếu vó,i m .ôt qui t´̆ac nào d̄ấy, mỗi phần t
,
u, c

,
ua A cho tu,o,ng

ú,ng vó,i m .ôt phần t
,
u, B, th̀ı tồn t .ai hai phần t

,
u, khác nhau c

,
ua A

mà chúng tu,o,ng ú,ng vó,i cùng m.ôt phần t
,
u, c

,
ua B.

Ðê
,
dễ hiê

,
u ta cú, cho r`̆ang các phần t

,
u, c

,
ua t .âp B là ¨Nhũ,ng ngăn
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kéo¨ và các phần t
,
u, c

,
ua A d̄u,.o

,c d̄ .̆at vào các ngăn kéo c
,
ua nó. Trong

phát biê
,
u c

,
ua nguyên lý trên các phần t

,
u, hũ,u h.an d̄u,.o

,c t́ınh b`̆ang
số t .u

, nhiên, v̀ı v .ây Nguyên lý Ðirichlê có liên quan m.ât thiết tó,i t .âp
h .o

,p số t .u
, nhiên và các t́ınh chất c

,
ua t .âp h .o

,p số này.

1.2. Vı́ d .u
... 1.1. Ðê

,
k

,
y ni.êm 20 năm ngày gi

,
ai phóng Miền Nam, t .ai m.ôt thành

phố ngu,̀o,i ta tô
,
chú,c buô

,
i lễ g .̆ap m .̆at nhũ,ng ngu,̀o,i 20 tuô

,
i. Ngày 30

tháng 4 năm d̄ó trong buô
,
i g .̆ap m .̆at có 400 thanh niên. Chú,ng minh

r`̆ang có ı́t nhất hai ngu,̀o,i trong số ngu,̀o,i tó,i d .u
, cùng chung m.ôt ngày

sinh.

Lò,i gi
,
ai. Năm 1995 có 365 ngày. Chúng ta coi mỗi ngày nhu, m.ôt

ngăn kéo và d̄ánh số tù, 1 d̄ến 365 (ngăn kéo cuối cùng là ngày 31
tháng 12 năm 1995). Chúng ta d̄ .̆at nhũ,ng thanh niên có ngày sinh
tu,o,ng ú,ng vào các ngăn kéo d̄ó. Nhu,ng số thanh niên d̄ến d .u

, lễ ló,n
ho,n số ngăn kéo, theo nguyên lý Ðirichlê có ı́t nhất hai ngu,̀o,i d̄u,.o

,c
d̄ .̆at vào cùng m.ôt ngăn kéo. Ðiều d̄ó có ngh̃ıa là h .o sinh cùng m.ôt
ngày. J

... 1.2. Trong sinh h.oc ngu,̀o,i ta biết r`̆ang số tóc trên d̄ầu c
,
ua mỗi ngu,̀o,i

không quá 200.000 cái. Chú,ng minh r`̆ang trong số ngu,̀o,i c
,
ua thành

phố Hà n.ôi, vó,i số dân ho,n 2.000.000, có ı́t nhất 11 ngu,̀o,i có cùng số
tóc.

Lò,i gi
,
ai. Chúng ta xét 200.000 ngăn kéo d̄u,.o

,c d̄ánh số tù, 0 d̄ến
199.999. Chúng ta ¨d̄ .̆at¨ mỗi ngu,̀o,i dân Hà n .ôi vào m.ôt ngăn kéo
mà số tóc b`̆ang số thú, t .u

, c
,
ua ngăn kéo. Gi

,
a s

,
u, không có 11 ngu,̀o,i

có cùng số tóc, nhu, v .ây mỗi ngăn có nhiều nhất là 10 ngu,̀o,i có cùng
số tóc, do d̄ó số dân Hà n .ôi nhiều nhất là 200.000×10=2.000.000,
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d̄iều này không d̄úng vó,i gi
,
a thiết là số dân Hà n .ôi ló,n ho,n 2 tri .êu.

J

... 1.3. Ba mu,o,i h .oc sinh làm bài viết ch́ınh t
,
a. M.ôt trong số h .oc sinh

d̄ó b.i 14 lỗi, còn các h .oc sinh khác m´̆ac lỗi ı́t ho,n. Chú,ng minh r`̆ang
có ı́t nhất ba ngu,̀o,i m´̆ac số lỗi b`̆ang nhau.

Lò,i gi
,
ai. Chúng ta xét 15 ngăn kéo d̄u,.o

,c d̄ánh số tù, 0 d̄ến 14. Chúng
ta ¨d̄ .̆at¨ mỗi h .oc sinh vào m.ôt ngăn kéo mang số d̄úng b`̆ang số lỗi
c

,
ua h .oc sinh này. Nếu không có ba h .oc sinh nào có số lỗi b`̆ang nhau,

th̀ı trong mỗi ngăn mang số tù, 0,1,2,. . . ,13 sẽ có nhiều nhất hai h .oc
sinh. Khi d̄ó số lu,.o

,ng c
,
ua nhũ,ng h .oc sinh này nhiều nhất là 28. Nếu

thêm vào d̄ó h .oc sinh m´̆ac 14 lỗi (trong ngăn kéo số 14) chúng ta sẽ
nh.ân d̄u,.o

,c nhiều nhất 29 h .oc sinh viết ch́ınh t
,
a, d̄iều này dẫn d̄ến

s .u
, vô lý vó,i d̄iều ki .ên d̄ã cho. J

... 1.4. Chú,ng minh r`̆ang trong mỗi nhóm b.an 5 ngu,̀o,i có ı́t nhất hai
ngu,̀o,i có cùng số lu,.o

,ng ngu,̀o,i quen giũ,a nhũ,ng ngu,̀o,i trong nhóm d̄os.
Chú,ng minh r`̆ang cùng kết lu .ân nhu, v .ây vó,i nhóm b.an có số lu,.o

,ng
thành viên bất kỳ.

Lò,i gi
,
ai. Chúng ta xét năm ngăn kéo, d̄ánh số tù, 0 d̄ến 4. Mỗi ngu,̀o,i

tham d .u
, d̄u,.o

,c d̄ .̆at vào ngăn kéo mang số trùng vó,i số ngu,̀o,i trong
nhóm mà ngu,̀o,i d̄ó quen.

a) Nếu có m.ôt ngu,̀o,i không quen ai c
,
a trong số nhũ,ng ngu,̀o,i

còn l .ai, th̀ı ngăn số 4 là trống (v̀ı ngu,.o
,c l .ai th̀ı c

,
a hai ngăn 0 và 4

d̄ều không trống, dẫn d̄ến vô lý). Nhu, v .ây, mỗi ngu,̀o,i trong số 5
ngu,̀o,i d̄u,.o

,c d̄ .̆at vào các ngăn mang số 0,1,2,3 vó,i số lu,.o
,ng 4 ngăn.

Tù, nguyên lý Ðirichlê suy ra ı́t nhất có hai ngu,̀o,i
,
o, trong m.ôt ngăn,

hay là, h .o có chung số lu,.o
,ng ngu,̀o,i quen.
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b) Nếu m.oi ngu,̀o,i có ı́t nhất m.ôt ngu,̀o,i quen, mỗi ngu,̀o,i sẽ d̄u,.o
,c

d̄ .̆at vào các ngăn mang số 1,2,3,4, vó,i số lu,.o
,ng 4 ngăn. Phần còn l .ai

áp d .ung nguyên lý Ðirichlê. J

... 1.5. Trong m.ôt gi
,
ai bóng d̄á tham d .u

, 16 d̄ .ôi. Mỗi c .̆ap hai d̄ .ôi ph
,
ai

d̄ấu vó,i nhau. Chú,ng minh r`̆ang t .ai mỗi thò,i d̄iê
,
m c

,
ua gi

,
ai có ı́t nhất

2 d̄ .ôi có số tr .ân d̄ã d̄ấu nhu, nhau.

Lò,i gi
,
ai. Chúng ta xét 16 ngăn kéo d̄ánh số tù, 0 d̄ến 15. Chú ý r`̆ang

15 là số lu,.o
,ng ló,n nhất các tr .ân bóng mà mỗi d̄ .ôi có thê

,
d̄ấu t .ai thò,i

d̄iê
,
m d̄ang xét. Hãy d̄ .̆at mỗi d̄ .ôi bóng vào ngăn kéo mang số b`̆ang

số các tr .ân mà d̄ .ôi d̄ã d̄ấu d̄ến thò,i d̄iê
,
m d̄ó. Chúng ta nh.ân ra r`̆ang

các ngăn 0 và 15 không thê
,
d̄ồng thò,i không trống d̄u,.o

,c và nhu, v .ây
có thê

,
áp d .ung nguyên lý Ðirichlê. J

... 1.6. Trên trái d̄ất sống ho,n 5 t
,
y ngu,̀o,i, biết r`̆ang không quá 1% sống

trên m.ôt trăm tuô
,
i. Chú,ng minh r`̆ang ı́t nhất có hai ngu,̀o,i sinh cùng

m.ôt giây d̄ồng hồ.

Lò,i gi
,
ai. Theo du,o,ng l.ich hi .ên hành 100 năm có ı́t ho,n 37000 ngày.

Mỗi ngày có 24 giò,, mỗi giò, có 3600 giây. Khi d̄ó 100 năm có ı́t ho,n
3,33 t

,
y giây. Tù, d̄iều ki .ên chúng ta t̀ım d̄u,.o

,c nhũ,ng ngu,̀o,i trên trái
d̄ất không quá 100 tuô

,
i ı́t nhất là 99% tù, 5 t

,
y ngu,̀o,i ngh̃ıa là ı́t nhất

có 4,9 t
,
y. Vi .êc còn l .ai áp d .ung nguyên lý Ðirichlê: d̄ .̆at 4,9 t

,
y ngu,̀o,i

vào 3,33 t
,
y ngăn kéo. J

... 1.7. Trong thò,i gian kéo dài m.ôt năm h.oc m.ôt h.oc sinh gi
,
ai ı́t nhất

m.ôt bài t .âp mỗi ngày. Ðê
,
tránh căng th

,
ăng h.oc sinh gi

,
ai hàng tuần

không quá 12 bài t .âp. Chú,ng minh r`̆ang trong thò,i gian kéo dài liên
t .uc m.ôt số ngày h.oc sinh này ph

,
ai gi

,
ai d̄úng 20 bài t .âp mỗi ngày.
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Lò,i gi
,
ai. Chúng ta ký hi .êu a1 là số lu,.o

,ng bài t .âp h .oc sinh d̄ã gi
,
ai

trong ngày d̄ầu tiên, a2 là số lu,.o
,ng bài t .âp d̄ã gi

,
ai trong hai ngày

d̄ầu, a3 là số lu,.o
,ng bài t .âp d̄ã gi

,
ai trong ba ngày d̄ầu, và v.v. a77

là số lu,.o
,ng bài t .âp d̄ã gi

,
ai trong 77 ngày d̄ầu (11 tuần). Theo gi

,
a

thiết a77 ≤ 11.12 = 132. Chúng ta xét t .âp h .o
,p các số t .u

, nhiên
M = {a1, a2, a3, . . . , a77, a1 + 20, a2 + 20, a3 + 20, . . . , a77 + 20}. Nó
chú,a 154 phần t

,
u, và số ló,n nhất trong chúng là a77 + 20 ≤ 152.

Theo nguyên lý Ðirichlê trong M có ı́t nhất hai số b`̆ang nhau. Nhu,ng
các số a1, a2, a3, . . . , a77 là hoàn toàn khác nhau. suy ra tồn t .ai ak và
al mà ak = al + 20, l < k ≤ 77. Nhu, v .ây ak − al = 20, d̄iều này
có ngh̃ıa là tù, ngày thú, l + 1 d̄ến ngày thú, k h .oc sinh này ph

,
ai gi

,
ai

d̄úng 20 bài. J

... 1.8. Trong m.ôt khu t .âp thê
,
sống 123 ngu,̀o,i. Tô

,
ng số tuô

,
i c

,
ua h.o

là 3813. Chú,ng minh r`̆ang có thê
,
ch.on 100 ngu,̀o,i sống

,
o, khu t .âp thê

,

này, mà tô
,
ng số tuô

,
i c

,
ua h.o không nh

,
o ho,n 3100.

Lò,i gi
,
ai. Chúng ta hãy ch .on 100 ngu,̀o,i nhiều tuô

,
i nhất và gi

,
a s

,
u,

tô
,
ng số tuô

,
i c

,
ua h .o nh

,
o ho,n 3100. Khi d̄ó ngu,̀o,i tr

,
e nhất trong số

ngu,̀o,i d̄u,.o
,c ch .on là 3100:100=31 tuô

,
i. M .̆at khác ngu,̀o,i này không

tr
,
e ho,n 23 ngu,̀o,i còn l .ai theo cách ch .on. Khi d̄ó tô

,
ng số tuô

,
i c

,
ua 23

ngu,̀o,i này không ló,n ho,n 23.31=713. Suy ra tô
,
ng số tuô

,
i c

,
ua tất c

,
a

m.oi ngu,̀o,i sống trong t .âp thê
,
nh

,
o ho,n 3100+713=3813 dẫn d̄ến

vô lý. J

... 1.9. Năm c .̆ap v.o
, chồng tô

,
chú,c m.ôt buô

,
i g .̆ap m .̆at. Khi g .̆ap nhau h.o

b´̆at tay nhau, nhu,ng không ai t .u
, b´̆at tay ngu,̀o,i trong gia d̄̀ınh mı̀nh

và ngu,̀o,i mà chồng mı̀nh (ho .̆ac v .o
, mı̀nh) d̄ã b´̆at tay rồi. Cũng không

ai b´̆at tay cùng m.ôt ngu,̀o,i hai lần. Sau cu.ôc g .̆ap chúc mù,ng ban d̄ầu,
m.ôt ngu,̀o,i d̄àn ông tên là Hùng h

,
oi tất c

,
a nhũ,ng ngu,̀o,i có m .̆at, kê

,
c

,
a
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v .o
,mı̀nh, là h .o d̄ã b´̆at tay d̄u,.o

,c bao nhiêu lần. H.o nh .ân thấy r`̆ang ch́ın
ngu,̀o,i d̄u,.o

,c h
,
oi d̄ều tr

,
a lò,i các con số khác nhau. Nhu,v .ây v .o

,c
,
ua Hùng

d̄ã b´̆at tay bao nhiêu lần?

Lò,i gi
,
ai. Mỗi m.ôt ngu,̀o,i khách b´̆at tay không quá 8 lần. V̀ı câu tr

,
a lò,i

c
,
ua 9 ngu,̀o,i là các số khác nhau nên các số d̄ó ph

,
ai là 0,1,2,3,4,5,6,7

và 8. Ngu,̀o,i b´̆at tay 8 lần ph
,
ai là v .o

, (ho .̆ac chồng) c
,
ua ngu,̀o,i không

b´̆at tay lần nào (nếu ngu,.o
,c l .ai th̀ı ngu,̀o,i d̄ó không b´̆at tay 8 lần mà

nhiều nhất ch
,
ı là 7 lần thôi). Tu,o,ng t .u

, nhu, v .ây ngu,̀o,i b´̆at tay 7 lần
có ngu,̀o,i v .o

, (ho .̆ac chồng) b´̆at tay m.ôt lần, ngu,̀o,i b´̆at tay 6 lần có
ngu,̀o,i v .o

, (ho .̆ac chồng) b´̆at tay 2 lần, ngu,̀o,i b´̆at tay 5 lần có ngu,̀o,i v .o
,

(ho .̆ac chồng) b´̆at tay 3 lần. Ch
,
ı còn l .ai m.ôt ngu,̀o,i duy nhất b´̆at tay

4 lần, d̄ó ch́ınh là ngu,̀o,i v .o
, c

,
ua Hùng. J

... 1.10. M.ôt câu chuy.ên cô
,
t́ıch kê

,
l .ai r`̆ang: M.ôt lần vua Hùng vu,o,ng

18 có mò,i các quan trong triều h.op ngồi quanh m.ôt cái bàn tròn. Theo
l.ênh c

,
ua vua, m.ôt c .ân thần d̄ã viết tên c

,
ua mỗi quan trên bàn tru,́o,c

chiếc ghế mà ông ta ph
,
ai ngồi. Các quan trong triều không d̄u,.o

,c báo
tru,́o,c nên h.o d̄ã ngồi không theo s´̆ap xếp d̄ã d̄.inh mà chiếm chỗ m.ôt
cách bất kỳ. Chú,ng minh r`̆ang ông c .ân thần có thê

,
quay chiếc bàn sao

cho ı́t nhất có hai ông quan ngồi d̄úng v.i tŕı tên c
,
ua mı̀nh ?

Lò,i gi
,
ai. Ð.̆at số lu,.o

,ng các quan là n. Khi d̄ó m .̆at bàn có n tr .ang thái,
vó,i các tr .ang thái này d̄ối di .ên vó,i các quan là biê

,
n d̄ề tên nào d̄ó.

Ngoài ra vó,i mỗi m.ôt ông quan ch
,
ı có m .ôt tr .ang thái, mà khi ngồi

d̄úng th̀ı ông ấy d̄ối di .ên vó,i ch́ınh tên c
,
ua mı̀nh trên biê

,
n d̄ề s˜̆an.

Ngh̃ıa là, nếu mỗi tr .ang thái c
,
ua bàn (v̀ı bàn có thê

,
xoay d̄u,.o

,c) ta
cho tu,o,ng ú,ng vó,i m .ôt số b`̆ang số lu,.o

,ng các quan ngồi d̄úng v.i tŕı
tên mı̀nh, th̀ı tô

,
ng c

,
ua tất c

,
a nhũ,ng số nh.ân d̄u,.o

,c (m.oi tr .ang thái
bàn) sẽ không nh

,
o ho,n n. Nhu,ng m.ôt tr .ang thái d̄ầu tiên c

,
ua s´̆ap
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xếp bàn cho tu,o,ng ú,ng vó,i 0 (không ai ngồi d̄úng chỗ ). Nếu gi
,
a s

,
u,

trong n− 1 tr .ang thái m .̆at bàn còn l .ai tu,o,ng ú,ng vó,i số nh
,
o ho,n 2

(tú,c là ch
,
ı có số 1 ho .̆ac 0), th̀ı tô

,
ng c

,
ua n số nh.ân d̄u,.o

,c sẽ nh
,
o ho,n

n, d̄iều d̄ó không thê
,
d̄u,.o

,c. Suy ra tù, n− 1 tr .ang thái m .̆at bàn còn
l .ai có ı́t nhất m.ôt tr .ang thái mà hai ngu,̀o,i sẽ d̄ối di .ên vó,i ch́ınh tên
c

,
ua mı̀nh. J

1.3. Bài t .âp
... 1.11. Trong sân cung d̄i .ên nhà vua h .ôi h .op 2n(n ≥ 2) ông quan,
mỗi ông quan d̄ã quen biết không ı́t ho,n n ông có m .̆at t .ai d̄ó. Chú,ng
minh r`̆ang ngu,̀o,i xếp bàn tròn có thê

,
xếp d̄u,.o

,c mỗi bàn 4 ngu,̀o,i sao
cho mỗi ngu,̀o,i d̄ú,ng giũ,a hai ngu,̀o,i quen c

,
ua mı̀nh.

... 1.12. M.ôt khu rù,ng thông có d .ang h̀ınh vuông mỗi chiều 1km.
Trong rù,ng có 4500 cây thông, cây to nhất có d̄u,̀o,ng ḱınh 0,5m.
Chú,ng minh r`̆ang trong khu rù,ng có ı́t nhất 60 m

,
anh d̄ất, di .ên t́ıch

mỗi m
,
anh 200m2, không có m.ôt cây thông nào.

... 1.13. Trong m.ôt giá sách có 25 ngăn. Ta thấy có m.ôt ngăn chú,a
10 cuốn, còn các ngăn khác chú,a số sách ı́t ho,n. Chú,ng minh r`̆ang
có ı́t nhất ba ngăn sách chú,a cùng số sách nhu, nhau (kê

,
c

,
a nhũ,ng

ngăn không có sách).

... 1.14. T.ai m.ôt thành phố biê
,
n xe ôtô d̄u,.o

,c d̄ánh số b`̆ang tô
,
h .o

,p
chũ, cái rồi d̄ến dãy số. Chú,ng minh r`̆ang trên m.ôt d̄o .an d̄u,̀o,ng cú,

có 11 chiếc ôtô d̄i qua th̀ı bao giò, cũng có hai chiếc ôtô có cùng chũ,

số t .ân cùng.

... 1.15. M.ôt chiếc hồ ló,n d̄u,.o
,c b .oc b

,
o,i 4 tr .am chuyê

,
n tiếp sóng

thông tin. Giũ,a hai tr .am ngu,̀o,i ta xây d .u
,ng các trung tâm phát sóng

và nh.ân sóng, d̄u,̀o,ng sóng bao ph
,
u ló,n nhất là d̄u,̀o,ng tròn có tâm

,
o,
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trung tâm và d̄i qua hai tr .am. Chú,ng minh r`̆ang vó,i bốn trung tâm
,
o, các d̄o .an giũ,a c

,
ua tù,ng c .̆ap tr .am th̀ı toàn b .ô m.̆at hồ sẽ d̄u,.o

,c ph
,
u

sóng thông tin.



CHU
,
O

,
NG 2

SỐ H .OC

2.1. Phép chia số t .u
, nhiên

Trong các phép t́ınh trên số nguyên: c .ông, trù,, nhân, chia, th̀ı
phép chia là rất d̄ .̆ac bi .êt. Phép chia có hàng lo .at t́ınh chất mà tất c

,
a

các phép t́ınh còn l .ai không có. V́ı d .u các phép toán d̄ều th .u
,c hi .ên

vó,i số 0 d̄u,.o
,c, nhu,ng riêng phép chia cho số 0 th̀ı không d̄u,.o

,c. Phép
chia không ch

,
ı d̄ .̆ac bi .êt vó,i phép chia cho 0. Vó,i các phép t́ınh c .ông,

trù,, nhân trên số nguyên cho ta số nguyên, nhu,ng vó,i phép chia th̀ı
t́ınh chất d̄ó không còn d̄úng v̀ı không ph

,
ai lúc nào ta cũng nh.ân

d̄u,.o
,c số nguyên sau phép chia. Nhò, nhũ,ng d.i bi .êt c

,
ua phép chia mà

trong toán h .oc xây d .u
,ng h

,
ăn m.ôt lý thuyết về phép chia nhũ,ng số

nguyên. Nhũ,ng v́ı d .u và bài t .âp chu,o,ng này có liên quan m.ât thiết
giũ,a phép chia và nguyên lý Ðirichlê, nên chúng ta nh´̆ac l .ai d̄.inh
ngh̃ıa phép chia:

Cho a và b là nhũ,ng số nguyên, vó,i b > 0. Chúng ta nói r`̆ang a
chia hết cho b, ký hi .êu là b|a, khi tồn t .ai m.ôt số nguyên q sao cho
d̄

,
ăng thú,c sau d̄úng a = bq.

Chúng ta thu,̀o,ng g .oi số a là b.ôi c
,
ua b, ho .̆ac b là u,́o,c c

,
ua a. Số q

g .oi là thu,o,ng số c
,
ua phép chia a cho b. Trong phát biê

,
u d̄.inh ngh̃ıa

trên, nếu không tồn t .ai m.ôt số q nào c
,
a, th̀ı chúng ta nói r`̆ang a
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không chia hết cho b và ký hi .êu là b 6 |a.

Tù, d̄.inh ngh̃ıa chúng ta dễ dàng chú,ng minh d̄u,.o
,c các t́ınh chất

sau

1) Vó,i m .oi số nguyên a > 0 chúng ta có a|a, Phép chia hết có
t́ınh ph

,
an x.a.

2) Nếu b|a và a|c th̀ı b|c- phép chia hết có t́ı nh b´̆ac cầu.

3) Nếu b|a và b|c, th̀ı b|(ac).

4) Nếu a, b, m, n là nhũ,ng số nguyên và nếu c|a và c|b, th̀ı
c|(ma + nb).

Ð.inh lý sau d̄ây giũ, vai trò quan tr .ong cho phép chia m.ôt số
nguyên cho m.ôt số nguyên.

Vó,i hai số nguyên bất kỳ a và b sao cho b > 0, tồn t .ai duy
nhất nhũ,ng số nguyên q và r th

,
oa mãn a = bq + r và 0 ≤ r < b.

Còn rất nhiều t́ınh chất khác c
,
ua số nguyên cũng nhu, số th .u

,c
nhu,ng chúng ta không d̄i theo hu,ó,ng này, mà ch

,
ı dùng các t́ınh chất

c
,
ua số h .oc và Nguyên lý Ðirichlê d̄ê

,
gi

,
ai các bài toán.

2.2. Vı́d .u
... 2.1. Cho k là m.ôt số t .u

, nhiên, A là t .âp h.o
,p gồm k + 1 số t .u

, nhiên.
Chú,ng minh r`̆ang có ı́t nhất m.ôt hi.êu hai phần t

,
u, trong A chia hết

cho k.

Lò,i gi
,
ai. G.oi a1, a2, . . . , ak+1 là các phần t

,
u, c

,
ua A, còn b1, b2 , . . . , bk+1

là nhũ,ng số du, c
,
ua phép chia các số trên cho k. Khi d̄ó a1 =

kc1 + b1, a2 = kc2 + b2, . . . , ak+1 = kck+1 + bk+1,vó,i các số nguyên
c1, c2, . . . , ck+1 sao cho 0 ≤ b1 ≤ k − 1, 0 ≤ b2 ≤ k − 1, . . . , 0 ≤
bk+1 ≤ k− 1. M .ôt phần t

,
u, bất kỳ as thu .ôc A cho tu,o,ng ú,ng vó,i số
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du, bs c
,
ua nó.G .oi t .âp h .o

,p các số du, là B. Nhu, v .ây, mỗi phần t
,
u, c

,
ua A

d̄u,.o
,c d̄ .̆at tu,o,ng ú,ng vó,i m .ôt phần t

,
u, c

,
ua t .âp h .o

,p B, gồm tất c
,
a các

số nguyên tù, 0 d̄ến k− 1. Nhu,ng số lu,.o
,ng phần t

,
u, c

,
ua A theo gi

,
a

thiết là k + 1, còn B có số lu,.o
,ng k. Theo nguyên lý Ðirichlê suy ra

tồn t .ai hai phần t
,
u, khác nhau c

,
ua A có cùng số du,. Ðiều d̄ó ngh̃ıa là,

tồn t .ai hai ch
,
ı số khác nhau s và t vó,i as = kcs + bs và at = kct + bs

sau khi trù, d̄i cho nhau ta d̄u,.o
,c at − as = k(ct − cs). J

... 2.2. Cho A m.ôt t .âp h.o
,p bất kỳ gồm 101 số t .u

, nhiên, mỗi số không
ló,n ho,n 200. Chú,ng minh r`̆ang trong A có ı́t nhất hai số mà m.ôt số
này chia hết cho số kia.

Lò,i gi
,
ai. Mỗi số a c

,
ua A có thê

,
biê

,
u diễn du,ó,i d .ang a = 2kb vó,i k là

số nguyên không âm, còn b là m .ôt số l
,
e. Vó,i mỗi số a thu .ôc A cho

tu,o,ng ú,ng vó,i số b trong s .u
, biê

,
u diễn

,
o, trên. B`̆ang cách này, mỗi

phần t
,
u, a c

,
ua A d̄u,.o

,c d̄ .̆at tu,o,ng ú,ng vó,i m .ôt phần t
,
u, c

,
ua t .âp h .o

,p B
gồm các số l

,
e giũ,a 1 và 200. Nhu,ng t .âp h .o

,p B ch
,
ı có 100 phần t

,
u, v̀ı

v .ây số phần t
,
u, c

,
ua A ló,n ho,n số phần t

,
u, c

,
ua B. Ta có thê

,
áp d .ung

nguyên lý Ðirichlê, suy ra tồn t .ai hai phần t
,
u, khác nhau a1 và a2

thu .ôc A mà chúng tu,o,ng ú,ng vó,i cùng m.ôt số c
,
ua t .âp h .o

,p B. Ngh̃ıa
là, a1 = 2k1 b, a2 = 2k2 b và nếu k1 < k2, th̀ı số a2 chia hết cho a1. J

... 2.3. Cho M là t .âp h.o
,p bất kỳ gồm 75 số t .u

, nhi.ên mà mỗi số không
ló,n ho,n 100. Chú,ng minh r`̆ang vó,i mỗi số t .u

, nhiên l nh
,
o ho,n ho .̆ac

b`̆ang 49 tồn t .ai hai phần t
,
u, c

,
ua M có hi.êu là l.

Lò,i gi
,
ai. G.oi các phần t

,
u, c

,
ua M là x1, x2, . . . , x75. Ký hi .êu A là t .âp

h .o
,p các số t .u

, nhiên tù, 1 d̄ến 150. Vó,i mỗi số 1, 2, 3 . . . , 75 cho tu,o,ng
ú,ng vó,i các số x1, x2, . . . , x75, còn các số 76, 77, 78, . . . 150 lần lu,.o

,t
ú,ng vó,i x1 + l, x2 + l, . . . , x75 + l. V̀ı xm ≤ 100(m = 1, 2, . . . , 75) và
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l ≤ 49 th̀ı xm + l < 150. Suy ra mỗi phần t
,
u, c

,
ua A tu,o,ng ú,ng vó,i

m .ôt phần t
,
u, c

,
ua B gồm nhũ,ng số t .u

, nhiên tù, 1 d̄ến 149. V̀ı số phần
t
,
u, c

,
ua A ló,n ho,n số phần t

,
u, c

,
ua B, theo nguyên lý Ðirichlê tồn t .ai

hai phần t
,
u, khác nhau c

,
ua A, mà chúng tu,o,ng ú,ng vó,i cùng m.ôt

phần t
,
u, c

,
ua B. Nhu,ng vó,i các giá tr.i khác nhau c

,
ua m tù, 1 d̄ến 75

d̄u,.o
,c cho tu,o,ng ú,ng vó,i các giá tr.i khác nhau c

,
ua x1 d̄ến x75 trong

B. Tu,o,ng t .u
, các giá tr.i c

,
ua m

,
o, kho

,
ang 76 d̄ến 150 tu,o,ng ú,ng vó,i

các giá tr.i khác nhau trong kho
,
ang còn l .ai. Tù, d̄ó suy ra tồn t .ai xm

và xn mà xm = xn + l, ngh̃ıa là xm − xn = l. J

... 2.4. Cho k ≥ 1 và n ≥ 1 là nhũ,ng số t .u
, nhiên và A là t .âp h.o

,p gồm
(k− 1)n + 1 số nguyên du,o,ng, mỗi số này d̄ều nh

,
o ho,n ho .̆ac b`̆ang kn.

Chú,ng minh r`̆ang ı́t nhất có m.ôt phần t
,
u, c

,
ua A có thê

,
biê

,
u diễn nhu,

tô
,
ng c

,
ua k phần t

,
u, trong A.

Lò,i gi
,
ai. Vó,i k = 1 bài toán hiê

,
n nhiên là d̄úng, chúng ta gi

,
a thiết

k ≥ 2. Ký hi .êu m là số nh
,
o nhất thu .ôc A. Dễ thấy r`̆ang m ≤ n và

tồn t .ai d̄úng n− m số thu .ôc A mà chúng ló,n ho,n m nhu,ng không
vu,.o

,t quá kn.

Ðê
,
chú,ng minh bài toán chúng ta t̀ım hai số x và y thu .ôc A sao

cho x = y + (k − 1)m; ngh̃ıa là biê
,
u diễn m.ôt số nào d̄ó thu .ôc A

thành tô
,
ng k số h .ang thu .ôc A trong d̄ó có k− 1 số h .ang b`̆ang m. Ch

,
ı

cần t̀ım số x thu .ôc A mà x > (k− 1)m và x− (k− 1)m thu .ôc A.

Th.ât v .ây, trong kho
,
ang ∆ = ((k− 1)m, kn] có kn− (k− 1)m =

k(n− m) + m số nguyên. V̀ı k ≥ 2, nên (k − 1)m ≥ m, theo nh.ân
xét ban d̄ầu suy ra có nhiều nhất n−m số trong ∆ không thu .ôc A.
Ðiều này ngh̃ıa là A chú,a ı́t nhất s = k(n − m) + m − (n − m) =

(k − 1)(n − m) + m số. Nhu,ng s ≥ n, v̀ı (k − 2)(n − m) ≥ 0. G .oi
a1, a2, . . . , as thu .ôc A, vó,i (k− 1)m < ai ≤ kn, i = 1, 2, . . . , s. Khi d̄ó
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nhũ,ng hi .êu a1− (k− 1)m, a2− (k− 1)m, . . . , as− (k− 1)m là nhũ,ng
số nguyên khác nhau trong kho

,
ang [1, kn]. Nếu m.ôt số nào d̄ó trong

chúng không thu .ôc A, th̀ı theo nguyên lý Ðirichlê chúng ta nh.ân
d̄u,.o

,c s ≤ n− 1, v̀ı ngoài A có d̄úng n− 1 số trong kho
,
ang này. Nhu,

v .ây trái vó,i bất d̄
,
ăng thú,c d̄ã chú,ng minh s ≥ n. Suy ra tồn t .ai m.ôt

hi .êu ai − (k− 1)m thu .ôc A. J

... 2.5. Chú,ng minh r`̆ang tù, n + 1 số du,o,ng khác nhau nh
,
o ho,n 2n, có

thê
,
ch.on d̄u,.o

,c ba số sao cho tô
,
ng hai số trong chúng b`̆ang số thú, ba.

Lò,i gi
,
ai. Ký hi .êu 0 < a1 < a2 < . . . < an+1 là nhũ,ng số d̄ã cho.

Chúng ta xét các hi .êu số a2 − a1, a3 − a1, . . . , an+1 − a1 và các số
a2, a3 . . . , an+1. V̀ı tất c

,
a các số này d̄ều nh

,
o ho,n 2n nên các số trên

ch
,
ı n`̆am trong kho

,
ang 1, 2, . . . , 2n− 1. Nhu, v .ây chúng ta sẽ t̀ım d̄u,.o

,c
m.ôt số

,
o, nhóm thú, nhất b`̆ang m.ôt số

,
o, nhóm thú, hai: ak − a1 = al,

suy ra ak = a1 + al. J

... 2.6. Chú,ng minh r`̆ang vó,i m.ôt số bất kỳ n tồn t .ai m.ôt số có d .ang
111 . . . 000︸ ︷︷ ︸
n chũ, số

mà chia hết cho n.

Lò,i gi
,
ai. Chúng ta xét nhũ,ng số 1, 11, 111, . . . , 111 . . . 111︸ ︷︷ ︸

n chũ, số

và nhũ,ng

số du, khi chia dãy số trên cho n. V̀ı dãy số d̄ã cho gồm n phần
t
,
u,, nên nhũ,ng số du, du,o,ng khác nhau khi chia chúng cho n có số

lu,.o
,ng n − 1. Có thê

,
gi

,
a thiết không có m.ôt số nào trong dãy trên

chia hết cho n v̀ı nếu ngu,.o
,c l .ai th̀ı bài toán d̄ã d̄u,.o

,c gi
,
ai. Khi d̄ó

sẽ có hai số trong chúng, v́ı d .u 111 . . . 111︸ ︷︷ ︸
k chũ, số

và 111 . . . 111︸ ︷︷ ︸
l chũ, số

, l > k,

mà khi chia chúng cho n sẽ cho cùng m.ôt số du,. Do d̄ó l − k =
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111 . . . 000︸ ︷︷ ︸
(l-k chũ, số 1, k chũ, số 0)

sẽ chia hết cho n. J

... 2.7. Cho p là số nguyên tố ló,n ho,n 5. Chú,ng minh r`̆ang tồn t .ai m.ôt
số có d .ang 111 . . . 111 mà chia hết cho p.

Lò,i gi
,
ai. Ta xét dãy số 1, 11, 111, . . . , 111 . . . 1︸ ︷︷ ︸

(p chũ, số )

. Nếu trong dãy trên

không có số nào chia hết cho p, th̀ı ta cho tu,o,ng ú,ng mỗi số vó,i số
du, c

,
ua phép chia. T .âp h .o

,p các số du, ch
,
ı có 1, 2, . . . , p− 1 gồm p− 1

phần t
,
u, (v̀ı 0 không thê

,
có trong t .âp này). Nhu,ng v̀ı chúng ta có p

số
,
o, d .ang trên, nên theo nguyên lý Ðirichlê tồn t .ai hai số có cùng

số du,. Gi
,
a s

,
u, các số d̄ó là 111 . . . 1︸ ︷︷ ︸

(m chũ, số )

và 111 . . . 1︸ ︷︷ ︸
( n chũ, số )

vó,i m > n. Khi

d̄ó 1 ≤ n < m ≤ p. V .ây

111 . . . 1︸ ︷︷ ︸
(m chũ, số )

− 111 . . . 1︸ ︷︷ ︸
(n chũ, số )

= 111 . . . 000︸ ︷︷ ︸
(m-n chũ, số 1, n chũ, số 0)

= 111 . . . 1︸ ︷︷ ︸
(m-n chũ, số )

.10n

T́ıch này chia hết cho p v̀ı (p, 10) = 1, suy ra 111 . . . 1︸ ︷︷ ︸
(m-n chũ, số 1)

chia hết cho p và nó cũng n`̆am trong dãy
,
o, trên. Mà 1 ≤ m− n ≤ p

mâu thuẫn vó,i gi
,
a thiết không có số nào trong dãy chia hết cho p.

J

... 2.8. (Ðề thi Olympic toán thế gió,i lần thú,14) Cho M là t .âp h.o
,p bất

kỳ gồm 10 số t .u
, nhiên, mỗi số không ló,n ho,n 100. Chú,ng minh r`̆ang

tồn t .ai hai t .âp h.o
,p con c

,
ua M mà tô

,
ng c

,
ua các phần t

,
u, trong chúng

b`̆ang nhau.
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Lò,i gi
,
ai. Có thê

,
chú,ng minh nếu tồn t .ai hai t .âp th

,
oa mãn kết lu .ân

c
,
ua bài toán, th̀ı ta có thê

,
ch .on d̄u,.o

,c hai t .âp con có cùng t́ınh chất
ấy nhu,ng không giao nhau. Th.ât v .ây, Cho X, Y là hai t .âp con c

,
ua M

có tô
,
ng các phần t

,
u, b`̆ang nhau. Chúng ta ký hi .êu X1 gồm các phần

t
,
u, c

,
ua X mà không thu .ôc Y. Tu,o,ng t .u

, nhu, v .ây Y1 gồm các phần
t
,
u, c

,
ua Y mà không thu .ôc X. Rõ ràng X1 và Y1 có tô

,
ng các phần

t
,
u, b`̆ang nhau mà không giao nhau. G .oi A là t .âp h .o

,p m.oi t .âp h .o
,p

con không rỗng c
,
ua M. Số lu,.o

,ng phần t
,
u, c

,
ua A là 210 − 1 = 1023.

Chúng ta xét tô
,
ng S các phần t

,
u, c

,
ua m.ôt t .âp h .o

,p con nhu, v .ây, rõ
ràng S ≤ 91 + 92 + · · · + 100 < 10.100 = 1000. Nhu, v .ây tồn t .ai
không quá 1000 tô

,
ng khác nhau. Ký hi .êu B là t .âp h .o

,p tất c
,
a các

tô
,
ng nhu, v .ây. Do d̄ó số lu,.o

,ng phần t
,
u, c

,
ua B nh

,
o, ho,n 1000 và nh

,
o

ho,n số lu,.o
,ng phần t

,
u, c

,
ua A. Ð .̆at tu,o,ng ú,ng mỗi phần t

,
u, c

,
ua t .âp h .o

,p
A vó,i tô

,
ng các phần t

,
u, c

,
ua nó. Ta thấy r`̆ang có thê

,
áp d .ung nguyên

lý Ðirichlê
,
o, d̄ây. Suy ra tồn t .ai ı́t nhất hai t .âp h .o

,p con khác nhau có
cùng m.ôt tô

,
ng các phần t

,
u,. J

... 2.9. (Ðề thi h.oc sinh gi
,
oi toán Cấp II toàn quốc 1983) Chú,ng minh

r`̆ang trong các số t .u
,nhiên thế nào cũng có số k sao cho 1983k − 1 chia

hết cho 105.

Lò,i gi
,
ai. Cho k lấy giá tr.i tù, 1 d̄ến 105 + 1 rồi thay vào biê

,
u thú,c

1983k − 1 sẽ nh.ân d̄u,.o
,c 105 + 1 giá tr.i khác nhau. Chia 105 + 1 số

vù,a nh.ân
,
o, trên cho 105, sẽ d̄u,.o

,c nhiều nhất là 105 số du,. Do d̄ó
theo nguyên lý Ðirichlê ph

,
ai có ı́t nhất hai số cho cùng m.ôt số du,.

Gi
,
a s

,
u, d̄ó là số 1983m − 1 và 1983n − 1(m > n). Thế th̀ı (1983m −

1)− (1983n − 1) chia hết cho 105 mà (1983m − 1)− (1983n − 1) =
(1983m − 1983n) = 1983n(1983m−n − 1). Nhu,ng 1983 và 105 nguyên
tố cùng nhau, do v.ây ph

,
ai có (1983m−n − 1) chia hết cho 105. Số

k = m− n th
,
oa mãn d̄iều ki .ên d̄ầu bài. J



20 Chu,o,ng 2. Số h .oc

... 2.10. Chú,ng minh r`̆ang tồn t .ai nhũ,ng số nguyên a, b và c, không
d̄ồng thò,i b`̆ang 0 và giá tr.i tuy.êt d̄ối c

,
ua mỗi số không quá 1000000,

th
,
oa mãn |a + b

√
2 + c

√
3| < 10−11.

Lò,i gi
,
ai. Ð.̆at S là t .âp h .o

,p c
,
ua 1018 số th .u

,c r + s
√

2 + t
√

3 vó,i m .oi
r, s, t thu .ôc {0, 1, 2, . . . , 106 − 1} và d̄ .̆at d = (1 +

√
2 +
√

3d)106.
Khi d̄ó mỗi x trong S d̄ều n`̆am trong kho

,
ang 0 ≤ x < d. Chia

d̄o .an này thành 1018 − 1 phần b`̆ang nhau, mỗi d̄o .an nh
,
o có d̄ .ô dài

e =
d

1018 − 1
. Theo nguyên lý Ðirichlê tồn t .ai hai số trong 1018 số

c
,
ua S n`̆am trong cùng m.ôt d̄o .an nh

,
o. Hi .êu c

,
ua hai số này ký hi .êu là

a + b
√

2 + c
√

3 d̄ó ch́ınh là các số a, b, c v̀ı e <
107

1018 = 10−11. J

2.3. Bài t .âp
... 2.11. Cho A là t .âp h .o

,p bất kỳ gồm 201 số t .u
, nhiên, mỗi số không

vu,.o
,t quá 300. Chú,ng minh r`̆ang A chú,a ı́t nhất hai số, mà t

,
y số c

,
ua

chúng là lũy thù,a b .âc ba.

... 2.12. Cho k là số t .u
, nhiên bất kỳ, còn a và b là nhũ,ng số nguyên

sao cho a ≤ b và b− a < 2k− 2. Chú,ng minh r`̆ang nếu M là t .âp h .o
,p

k số t .u
, nhiên n`̆am trong kho

,
ang [a, b], và l là số t .u

, nhiên th
,
oa mãn

1 ≤ l ≤ 2k + a− b− 2, th̀ı có ı́t nhất m.ôt hi .êu nhũ,ng phần t
,
u, c

,
ua

M trùng vó,i l.

... 2.13. Cho dẫy số a1, a2, a3, . . . , a41, mà mỗi phần t
,
u, ch

,
ı d̄u,.o

,c t .ao
b

,
o,i số 1 và, số 2, trong d̄ó có ı́t nhất 21 số ch

,
ı d̄u,.o

,c t .ao b
,
o,i các số 1.

Chú,ng minh r`̆ang tồn t .ai m.ôt số phần t
,
u, liên tiếp c

,
ua dãy có tô

,
ng

b`̆ang d̄úng 20.

... 2.14. Chú,ng minh r`̆ang tồn t .ai m.ôt số t .u
, nhiên n, sao cho số
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111 . . . 1︸ ︷︷ ︸
(n chũ, số )

chia hết cho 139. (Bài toán còn d̄úng nếu ta thay 139

b`̆ang m.ôt số nguyên tố cùng nhau vó,i 10).

... 2.15. Chú,ng minh r`̆ang trong m.oi số t .ao b
,
o,i 100 chũ, số N tồn t .ai

m.ôt số chia hết cho 1967.

... 2.16. Chú,ng minh r`̆ang bao giò, cũng t̀ım d̄u,.o
,c số

19971997. . . 19970. . . 0 chia hết cho 1998.

... 2.17. Chú,ng minh r`̆ang có m.ôt số t .u
, nhiên chia hết cho 1997, mà

bốn chũ, số cuối cùng c
,
ua nó là 1998.

... 2.18. Chú,ng minh r`̆ang nếu các số nguyên m và n nguyên tố cùng
nhau th̀ı t̀ım d̄u,.o

,c số t .u
, nhiên k sao cho mk − 1 chia hết cho n.
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CHU
,
O

,
NG 3

DÃY SỐ

3.1. Nguyên lý Ðirichlê cho dãy số vô h .an
Trong phần này chúng ta xét nguyên lý Ðirichlê du,ó,i d .ang:

Nếu có hũ,u h .an nhũ,ng ngăn kéo mà chúng ta d̄ .̆at vô h .an
nhũ,ng v .ât vào d̄ó, th̀ı ı́t nhất có m .ôt ngăn kéo chú,a vô h.an
nhũ,ng v .ât d̄ã có.

Chúng ta dễ có c
,
am tu,

,
o,ng r`̆ang nguyên lý này là hiê

,
n nhiên nên

ı́t chú ý d̄ến nó. B`̆ang ph
,
an chú,ng có thê

,
chú,ng minh nguyên lý này

là d̄úng. Trong số h .oc, t .âp h .o
,p có liên quan d̄ến vô h.an phần t

,
u, là

dẫy số. Chúng ta biết rất nhiều dãy số d̄ .ep nhu, dãy cấp số c .ông, dãy
cấp số nhân, dãy các số nguyên tố, ho .̆ac dãy Fibonaxi,. . . Chu,o,ng
này chúng ta ch

,
ı quan tâm d̄ến áp d .ung d̄iều phát biê

,
u trên d̄ê

,
gi

,
ai

các bài toán liên quan d̄ến dẫy số. Nhũ,ng t .âp vô h.an trong các bài
toán du,ó,i d̄ây ta xét nhu, các dãy số.

3.2. Vı́ d .u
... 3.1. Xét dãy số 6, 62, 63, 64, 65, . . . , 6n, . . . và viết 4 chũ, số cuối cùng
c

,
ua các số này 0006, 0036, 0216, 1296, 7776, . . .. Chú,ng minh r`̆ang b´̆at

d̄ầu tù, m.ôt số n0 nào d̄ó dẫy vù,a l .âp là dẫy tuần hoàn.

Lò,i gi
,
ai. V̀ı tồn t .ai hũ,u h.an số lu,.o

,ng (104) cách ch .on khác nhau
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các số có 4 chũ, số, nên trong dãy d̄ã cho ch´̆ac ch´̆an t̀ım d̄u,.o
,c hai

cách ch .on có cùng 4 chũ, số cuối. Có ngh̃ıa là t̀ım d̄u,.o
,c hai số n0

và n0 + t mà vó,i chúng th̀ı 6n0 và 6n0+t+1 có cùng 4 chũ, số cuối
(6n0+t+1 − 6n0 = 104.6k). Nói chung, chũ, số 6n và 6n+t vó,i bất kỳ
n > n0 sẽ có cùng 4 chũ, số cuối (6n+t − 6n = 104.6n−n0). J

... 3.2. (Ðề thi Toán Olympic quốc tế lần 17 năm 1975) Cho
a1, a2, . . . , an, . . . là dãy tăng ng .̆at các số t .u

, nhiên. Chú,ng minh r`̆ang
vô h .an các phần t

,
u, an c

,
ua dẫy trên có thê

,
biê

,
u diễn du,́o,i d .ang

an = xap + yaq,
,
o, d̄ây x và y là nhũ,ng số nguyên du,o,ng và p 6= q.

Lò,i gi
,
ai. Nếu a1 = 1 kết lu .ân c

,
ua bài toán là hiê

,
n nhiên. Th.ât v .ây,

vó,i m .oi n ≥ 3 số h .ang an có biê
,
u diễn d.ang an = an−1 + (an +

an−1) = 1.an−1 + (an − an−1).a1 có t́ınh chất mong muốn. Chúng ta
sẽ chú,ng minh tồn t .ai ch

,
ı số p ló,n ho,n 1 sao cho vô h.an các số h .ang

c
,
ua dãy d̄ã cho có thê

,
viết du,ó,i d .ang xap + ya1 vó,i các số nguyên

du,o,ng th́ıch h .o
,p x và y. Mỗi số h .ang c

,
ua dãy ta d̄ .̆at tu,o,ng ú,ng vó,i

số du, c
,
ua nó khi chia ch́ınh nó cho a1. T .âp h .o

,p tất c
,
a các số h .ang

c
,
ua dãy là vô h.an, còn tất c

,
a các kh

,
a năng c

,
ua số du, khi chia các số

h .ang cho a1 là hũ,u h.an. Ðiều d̄ó chú,ng t
,
o r`̆ang vô h.an phần t

,
u,

an1 , an2 , . . . , ank , . . . , vó,i n1 < n2 < . . . < nk < . . .

cho cùng m.ôt số du, r khi chia cho a1. Không mất t́ınh tô
,
ng quát

ta gi
,
a thiết n1 > 1, v̀ı trong tru,̀o,ng h .o

,p ngu,.o
,c l .ai ta xét các số

an2 , an3 , . . . , ank , . . . cũng là dãy vô h.an và cho cùng số du, r khi chia
cho a1. Vó,i m .oi k = 1, 2, . . . tồn t .ai số nguyên du,o,ng xk sao cho ank =

xka1 + r. Khi d̄ó ank − an1 = (xka1 + r)− (x1a1 + r) = (xk − x1)a1

suy ra vó,i m .oi k ≥ 2 ta có d̄
,
ăng thú,c ank = an1 + (xk − x1)a1 =

1.an1 + (xk − x1)a1. Ngh̃ıa là, nhũ,ng số an2 , an3 , . . . , ank , . . . ., có biê
,
u

diễn và các t́ınh chất nhu, bài toán d̄òi h
,
oi. Th.ât v .ây, ch

,
ı số 1 và n1
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khác nhau v̀ı theo cách ch .on trên n1 th .u
,c s .u

, ló,n ho,n 1. Ch
,
ı còn ph

,
ai

kh
,
ăng d̄.inh r`̆ang số xk − x1 là số nguyên du,o,ng vó,i k ≥ 2, d̄iều d̄ó

d̄úng v̀ı tù, n1 < nk suy ra x1 < xk. J

... 3.3. Cho số t .u
,nhiên bất kỳ k. Chú,ng minh r`̆ang tồn t .ai số nguyên tố

p và m.ôt dãy số t .u
,nhiên tăng ng .̆at a1, a2, . . . , an, . . . sao cho tất c

,
a các

phần t
,
u, c

,
ua dãy p + ka1, p + ka2, . . . , p + kan, . . . là nhũ,ng số nguyên

tố.

Lò,i gi
,
ai. Ký hi .êu P là t .âp h .o

,p tất c
,
a các số nguyên tố. Vó,i m .oi

i = 0, 1, . . . , k − 1 ký hi .êu Pi là t .âp h .o
,p các số nguyên tố mà khi

chia cho k có số du, i. Dễ thấy r`̆ang m.oi số nguyên tố n`̆am trong m.ôt
trong các t .âp h .o

,p P0, P1, P2, . . . , Pk−1. B
,
o,i v̀ı số nguyên tố là vô h.an,

v .ây ı́t nhất ph
,
ai có m.ôt trong số các t .âp h .o

,p P0, P1, P2, . . . , Pk−1 chú,a
vô h.an số nguyên tố. Gi

,
a s

,
u, Pi chú,a vô h.an số và ký hi .êu p là phần

t
,
u, nh

,
o nhất c

,
ua nó. Khi d̄ó m .oi số x thu .ôc Pi có d .ang x = p + ka vó,i

m .ôt số t .u
, nhiên a. Lấy x1, x2, x3, . . . là các phần t

,
u, c

,
ua Pi xếp theo

thú, t .u
, ló,n dần. Vó,i m .oi số t .u

, nhiên n d̄ .̆at an =
xn − p

k
. Dễ thấy r`̆ang

số nguyên tố p và dãy a1, a2, . . . , an, . . . có t́ınh chất mong muốn. J

... 3.4. Cho f là d̄a thú,c k d̄ối số vó,i h.ê số nguyên và a1, a2, . . . , an, . . . là
dãy nhũ,ng số nguyên th

,
oa mãn h.ê thú,c an+1 = f (a,a2, . . . , an−k+1),

vó,i m.oi số nguyên n, k mà n ≥ k. Chúng ta xét số du,o,ng bất kỳ m
và vó,i m.oi n = 1, 2, . . .. Ký hi.êu an là số du, không âm nh

,
o nhất c

,
ua

an theo mô d̄un m. Chú,ng minh r`̆ang dãy a1, a2, a3, . . . , an, . . . . là dãy
tuần hoàn.

Lò,i gi
,
ai. Chúng ta sẽ s

,
u, d .ung kh

,
ăng d̄.inh sau: Nếu g là d̄a thú,c

k d̄ối số vó,i h .ê số nguyên và x1, x2, . . . , xk, y1, y2, . . . , yk là các số
nguyên sao cho x1 ≡ y1 (mod m), x2 ≡ y2 (mod m), . . . , xk ≡ yk

(mod m), th̀ı g(x1, x2, . . . , xk) ≡ g(y1, y2, . . . , yk) (mod m).
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M.oi số h .ang c
,
ua dãy b`̆ang m.ôt trong các số a1, a1, a3, . . . , an, . . .

0, 1, . . . , m− 1. Chúng ta xét các b .ô s´̆ap thú, t .u
, gồm k phần t

,
u,

(a1, a2, . . . , ak), (a2, a3, . . . , ak+1), . . . , (an, an+1 . . . , an+k−1)..

Có tất c
,
a vô h.an b .ô s´̆ap nhu, v .ây, nhu,ng số lu,.o

,ng các b .ô k số
(α1, α2, α3, . . . , αk), vó,i 0 ≤ αi ≤ m − 1, i = 1, 2 . . . , k là hũ,u h.an
(b`̆ang mk theo lý thuyết tô

,
h .o

,p). Theo nguyên lý Ðirichlê tồn t .ai hai
ch

,
ı số i và j, i < j sao cho

ai = aj, ai+1 = aj+1, . . . , ai+k−1 = aj+k−1

ho .̆ac là

x1 ≡ y1 (mod m), x2 ≡ y2 (mod m) , . . . , xk ≡ yk (mod m).

Tù, d̄ây suy ra dãy a1, a2, a3, . . . , an . . . là tuần hoàn (chu kỳ c
,
ua nó

là u,ó,c số c
,
ua j− i). Th.ât v .ây, v̀ı f là d̄a thú,c vó,i h.ê số nguyên nên

theo cách chú,ng minh trên chúng ta có

f (ai+k−1, ai+k−2, . . . , ai) ≡ f (aj+k−1, aj+k−2, . . . , aj) (mod m)

=⇒ ai+k ≡ aj+k (mod m) ho .̆ac là ai+k ≡ aj+k. Biến d̄ô
,
i m .ôt chút dễ

thấy r`̆ang vó,i m .oi n ≥ i ta có d̄
,
ăng thú,c sau an+(i−j) ≡ an. J

... 3.5. Cho dãy x1, x2, . . . , xn, . . . . d̄u,.o
,c xác d̄.inh theo công thú,c sau

x1 = 1, x2 = 0, x3 = 2, xn+1 = 2xn−1 + xn−2, n ≥ 3.

Chú,ng minh r`̆ang vó,i m.oi số t .u
, nhiên m tồn t .ai hai phần t

,
u, liên tiếp

c
,
ua dãy mà chúng d̄ều chia hết cho m.

Lò,i gi
,
ai. Công thú,c hồi quy trên có thê

,
viết l .ai

xn−2 = xn+1 − 2xn−1 (3.1)

Tù, d̄ó ch
,
ı ra r`̆ang dãy có kh

,
a năng phát triê

,
n về ph́ıa trái, tú,c

là xác d̄.inh xn vó,i n ≤ 0. V́ı d .u vó,i n = 2, 1, 0 chúng ta nh.ân
d̄u,.o

,c x0 = 0, x−1 = 0, x−2 = 1. Nhu, m .uc 3.4 ch
,
ı ra r`̆ang dãy
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x1, x2, . . . , xn, . . . gồm nhũ,ng số du, tu,o,ng ú,ng x1, x2, . . . , xn, . . . theo
môdd un m, là dãy tuần hoàn. Tù, công thú,c (3.1) suy ra mỗi
phần t

,
u, c

,
ua dãy {xn} và suy ra c

,
a {xn} xác d̄.inh duy nhất tù, 3

phần t
,
u, tru,ó,c nó. Khi d̄ó nếu (r1, r2, . . . , rk) là phần chu kỳ c

,
ua dãy

x1, x2, . . . , xn, . . . th̀ı phần này sẽ chuyê
,
n d̄ .ông tuần hoàn về ph́ıa trái

c
,
ua dãy . . . , x−3, x−2, x−1, x0, x1, x2, . . . và sẽ có d .ang

. . . , r1, r2, . . . , rk, r1, r2, . . . , rk, r1, r2, . . . , rk . . . (3.2)

Bây giò, ta chú ý r`̆ang x−1 = x0 = 0, suy ra x−1 = x0 = 0. Tù, (3.2)
suy ra r`̆ang dãy các số du, theo môdd un m chú,a vô số c .̆ap phần t

,
u,

liên tiếp b`̆ang không. Nói cách khác tồn t .ai vô số các c .̆ap số liên tiếp
c

,
ua dãy x1, x2, . . . , xn, . . . mà mỗi phần t

,
u, trong c .̆ap d̄ều chia hết cho

m. J

... 3.6. Dãy số Fibonaxi d̄u,.o
,c d̄.inh ngh̃ıa b`̆ang các d̄

,
ăng thú,c F1 =

F2 = 1, Fn+2 = Fn+1 + Fn, n ≥ 1. Chú,ng minh r`̆ang ı́t nhất m.ôt trong
1.000.000.000 phần t

,
u, d̄ầu tiên c

,
ua dãy chia hết cho 10.000.

Lò,i gi
,
ai. Tu,o,ng t .u

, nhu, 3.5 chúng ta xét các số du, c
,
ua các số

trong dãy d̄ã cho khi chia cho 10.000. Ký hi .êu số du, d̄ú,ng
,
o, v.i

tŕı thú, k khi chia cho 10 000 là rk. Khi d̄ó th̀ı r1 = 1, r2 =

1, r3 = 2, r4 = 3, . . . . . . .rk = rk−1 + rk−2. Rõ ràng có 10.000 số
du, khác nhau do d̄ó có 100002 = 100000000 (trăm tri .êu) c .̆ap số
du, khác nhau. Xét 100000001 c .̆ap số du, (r1, r2), (r2, r3), (r3, r4) . . .
. . . (r100000001, r100000002). Theo nguyên lý Ðirichlê trong số này có ı́t
nhất 2 c .̆ap số trùng nhau, tú,c là t̀ım d̄u,.o

,c hai số n và p vó,i n, p
d̄ều nh

,
o ho,n 100000002,n nh

,
o ho,n p sao cho rn = rp, rn+1 = rp+1.

Nhu,ng nếu biết số du, c
,
ua tô

,
ng hai số và số du, c

,
ua m.ôt số th̀ı số

du, kia cũng t́ınh d̄u,.o
,c. V̀ı v .ây ta có rn−1 = rp−1, rn−2 = rp−2, . . . .

cho d̄ến khi r2 = 1 = rp−n+2, r1 = 1 = rp−n+1, Áp d .ung công thú,c
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số du, hồi qui
,
o, trên ta có rp−n = 0 vó,i p− n ≤ 100000001− 1 =

100000000. Ngh̃ıa là số d̄ú,ng
,
o, v.i tŕı p− n sẽ th

,
oa mãn d̄iều ki .ên bài

ra, chia hết cho 10 000. J

... 3.7. (Ð.inh lý Fecma) Nếu m.ôt số nguyên tố p không chia hết số
nguyên a, th̀ı d̄

,
ăng thú,c sau d̄úng ap−1 ≡ 1( mod p).

Lò,i gi
,
ai. Chúng ta chú,ng minh m.ênh d̄ề tô

,
ng quát ho,n. Cho m > 1

là số t .u
, nhiên bất kỳ và a là số nguyên tố cùng nhau vó,i m. Chúng

ta xét dãy nhũ,ng lũy thù,a liên tiếp c
,
ua a

a1, a2, a3, . . . (3.3)

và ký hi .êu
r1, r2, r3, . . . (3.4)

là nhũ,ng số du, tu,o,ng ú,ng c
,
ua (3.3) khi chia cho m, ngh̃ıa là

ak ≡ rk (mod m), 1 ≤ rk ≤ m− 1.

Khi d̄ó số lu,.o
,ng các số trong (3.3) là vô h.an, còn nhũ,ng số

,
o, (3.4)

ch
,
ı có thê

,
nh.ân nhũ,ng giá tr.i trong 1, 2, 3, . . . , m− 1 nên số lu,.o

,ng là
hũ,u h.an. Suy ra theo nguyên lý Ðirichlê, giũ,a nhũ,ng số du, rk sẽ có
ı́t nhất hai số trùng nhau; nói cách khác tồn t .ai hai ch

,
ı số i và j vó,i

i 6= j sao cho ri = rj. Khi d̄ó chúng ta có ai ≡ aj( mod m). Theo gi
,
a

thiết (a, m) = 1, vó,i i 6= j chúng ta nh.ân d̄u,.o
,c ai−j ≡ 1( mod m).

Chúng ta có kết lu .ân tồn t .ai số t .u
, nhiên l sao cho d̄

,
ăng thú,c sau

d̄ây d̄úng:
al ≡ 1 (mod m) (3.5)

- Số l trong (3.5) không xác d̄.inh duy nhất, th .âm ch́ı còn tồn t .ai
vô số số t .u

, nhiên l th
,
oa mãn (3.5).

- Trong tru,̀o,ng h .o
,p m = p là số nguyên tố, Fecma t̀ım ra l có thê

,

ch .on là số p− 1.
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-Tru,̀o,ng h .o
,p m bất kỳ th̀ı O

,
le chú,ng minh r`̆ang l có thê

,
ch .on là

hàm ch
,
ı số c

,
ua m (chúng ta không xem xét vấn d̄ề này

,
o, d̄ây, d̄ .ôc

gi
,
a có thê

,
t̀ım trong bất cú, cuốn sách số h .oc nào). J

... 3.8. Cho x1, x2, x3, . . . là dẫy vô h .an các số nguyên và k là m.ôt số
t .u

, nhiên bất kỳ. Chú,ng minh r`̆ang tồn t .ai dẫy số gồm nhũ,ng phần t
,
u,

liên tiếp c
,
ua dẫy, mà tô

,
ng c

,
ua chúng chia hết cho k.

Lò,i gi
,
ai. Chúng ta có thê

,
gió,i h .an l .ai, giũ,a m.oi b .ô k phần t

,
u, liên

tiếp c
,
ua dẫy có thê

,
ch .on d̄u,.o

,c m.ôt số phần t
,
u, có t́ınh chất mong

muốn. Ðê
,
d̄o,n gi

,
an ta xem xét k phần t

,
u, d̄ầu tiên x1, x2, x3, . . . , xk.

Chúng ta xét tô
,
ng

S1 = x1, S2 = x1 + x2, S3 = x1 + x2 + x3, . . . , Sk = x1 + x2 + · · ·+ xk

Nếu m.ôt tô
,
ng nào d̄ó trong số trên chia hết cho k, th̀ı bài toán d̄u,.o

,c
gi

,
ai. Ngu,.o

,c l .ai, các số S1, S2, . . . , Sk (có số lu,.o
,ng k) khi chia cho k

d̄u,.o
,c các số du, 1, 2, 3, . . . , k− 1. Tù, nguyên lý Ðirichlê suy ra có m.ôt

c .̆ap ch
,
ı số i và j, 1 ≤ i < j ≤ k, mà các tô

,
ng Si và Sj cho cùng m.ôt số

du, khi chia cho k. Khi d̄ó tô
,
ng các phần t

,
u, liên tiếp xi+1, xn+2, . . . , xj

c
,
ua dãy d̄ã cho chia hết cho k, v̀ı xi+1 + xn+2 + · · ·+ xj = Sj − Si.

J

... 3.9. Cho dãy vô h .an các chũ, số. Chú,ng minh r`̆ang vó,i m.oi số t .u
,

nhiên n, nguyên tố cùng nhau vó,i 10, trong dãy vô h .an trên tồn t .ai
m.ôt nhóm chũ, số liên tiếp, mà số t .ao b

,
o,i các chũ, số trong nhóm (viết

theo thú, t .u
, ch

,
ı số ló,n d̄ú,ng tru,́o,c) chia hết cho n.

Lò,i gi
,
ai. Cho dãy các chũ, số a1, a2, . . . , an, . . .. Chúng ta xét các số

A1 = a1, A2 = a2a1, . . . , An = anan−1 . . . a1, . . . , An+1 = an+1 . . . a1.
V̀ı số lu,.o

,ng nhũ,ng số này là n + 1, còn số lu,.o
,ng kh

,
a năng c

,
ua số du,

khi chia chúng cho n là n, nên theo nguyên lý Ðirichlê tồn t .ai ı́t nhất
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hai số cho cùng m.ôt số du, ta ký hi .êu chúng là Ai và Aj, (i < j). Khi
d̄ó hi .êu Aj − Ai chia hết cho n. Hay nói cách khác

Aj − Ai = aj . . . a1 − ai . . . a1 = aj . . . ai−1.10j−i+1

v̀ı (n, 10) = 1, nên aj . . . ai−1 chia hết cho n. J

... 3.10. Cho k là số nguyên du,o,ng bất kỳ và

x1, x2, . . . , xn, . . .

y1, y2, . . . , yn, . . .
là nhũ,ng chuỗi số nguyên bất kỳ. Chú,ng minh r`̆ang tồn t .ai vô số c .̆ap
ch

,
ı số (i, j), vó,i i < j sao cho mỗi tô

,
ng

xi+1 + xn+2 + · · ·+ xj; yi+1 + yn+2 + · · ·+ yj

d̄ều chia hết cho k.

Lò,i gi
,
ai. Ch

,
ı cần chú,ng minh r`̆ang trong b .ô số k2 phần t

,
u, liên tiếp

c
,
ua 2 dẫy trên có thê

,
ch .on d̄u,.o

,c tô
,
ng vó,i t́ınh chất d̄ã ch

,
ı ra. V̀ı v .ây

chúng ta ch
,
ı quan tâm d̄ến k2 phần t

,
u, d̄ầu tiên c

,
ua các chuỗi d̄ã cho.

B`̆ang cách tô
,
ng quát hóa cách gi

,
ai bài toán 3.8, lấy tô

,
ng

S1 = x1, S2 = x1 + x2, S3 = x1 + x2 + x3, . . . , Sk2 = x1 + x2 + · · ·+ xk2

T1 = y1, T2 = y1 + y2, T3 = y1 + y2 + y3, . . . , Tk2 = y1 + y2 + · · ·+ yk2

Vó,i mỗi m = 1, 2, 3, . . . , k2 d̄ .̆at tu,o,ng ú,ng c .̆ap (Sm, Tm) vó,i c .̆ap
(RSm, RTm) c

,
ua nhũ,ng số du,, khi chia Sm và Tm cho k. V̀ı RSm

và RTm là m .ôt trong các số 0, 1, 2, . . . , k − 1, nên tô
,

h .o
,p tất c

,
a

các d .ang khác nhau (RSm, RTm) là không quá k2. Nếu tồn t .ai
m.ôt ch

,
ı số m, sao cho (RSm, RTm) trùng vó,i (0, 0), th̀ı m .oi tô

,
ng

Sm = x1 + x2 + · · ·+ xm và Tm = y1 + y2 + · · ·+ ym d̄ều chia hết cho
k. V̀ı nếu không nhu, v .ây, th̀ı các c .̆ap số (RSm, RTm), m = 1, 2, . . . .., k2

có nhiều nhất là k2 − 1 kh
,
a năng khác nhau. Nhu,ng số lu,.o

,ng
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nhũ,ng c .̆ap số này là k2 suy ra có ı́t nhất hai trong chúng b`̆ang
nhau. Nói cách khác, tồn t .ai hai ch

,
ı số i và j, sao cho 1 ≤ i <

j ≤ k2 và (RSi, RTi) = (RSj, RTj). Trong tru,̀o,ng h .o
,p này mỗi số

xi+1 + xn+2 + · · · + xj = Sj − Si; yi+1 + yn+2 + · · · + yj = Tj − Ti

d̄ều chia hết cho k. J

Chú ý: Ðây là bài toán tô
,
ng quát hóa bài toán 3.8. M

,
o, r .ông kết

qu
,
a này các b .an hãy xem và làm bài tâp 3.15.

3.3. Bài t .âp
... 3.11. Có tồn t .ai luỹ thù,a c

,
ua số 3 mà các chũ, số cuối cùng c

,
ua nó

là 0001 không ?

... 3.12. Cho F là t .âp hũ,u h.an nhũ,ng số nguyên du,o,ng và x1, x2, . . .
, xn, . . . và y1, y2, . . . , yn, . . . là hai dẫy vô h.an nhũ,ng phần t

,
u, thu .ôc

F. Chú,ng minh r`̆ang tồn t .ai nhũ,ng ch
,
ı số i và j, i < j sao cho t́ıch

c
,
ua xi+1, xi+2, . . . , xj và yi+1, yi+2, . . . , yj là m .ôt số có lũy thù,a b .âc k.

... 3.13. Cho u1, u2, . . . , un, . . . là dãy nhũ,ng số nguyên xác d̄.inh b`̆ang
công thú,c u1 = 39, u2 = 45, un+2 = u2

n+1 − un(n ≥ 1). Chú,ng minh
r`̆ang 1986 chia hết cho vô số nhũ,ng phần t

,
u, trong dãy này.

... 3.14. Cho k là m .ôt số t .u
, nhiên. Dãy x1, x2, . . . , xn, . . . th

,
oa mãn các

d̄
,
ăng thú,c x0 = 0, x1 = 1 và xn =

1
k
(xn+1 − xn−1) vó,i m .oi n ≥ 1.

Chú,ng minh r`̆ang giũ,a nhũ,ng số x1, x2, . . . , x1986 tồn t .ai hai số mà
t́ıch c

,
ua chúng chia hết cho tich 19.86.

... 3.15. Cho k là số nguyên du,o,ng và

x1
1, x1

2, . . . , x1
n, . . .

x2
1, x2

2, . . . , x2
n, . . .
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. . . . . . . . . . . . . . .
xs

1, xs
2, . . . , xs

n, . . .
là s dãy số nguyên. Khi d̄ó tồn t .ai vô h.an các c .̆ap ch

,
ı số (i, j), vó,i

i < j sao cho các tô
,
ng sau d̄ây

x1
i+1 + x1

i+2 + · · ·+ x1
j

x2
i+1 + x2

i+2 + · · ·+ x2
j

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xs

i+1 + xs
i+2 + · · ·+ xs

j
d̄ều chia hết cho k.
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HÌNH H .OC

4.1. Vı́ d .u
Trong số các bài toán h̀ınh h .oc trong toán h .oc tô

,
h .o

,p có m.ôt ló,p
bài toán gi

,
ai b`̆ang phu,o,ng pháp Ðirichlê rất thu.ân ti .ên và rõ ràng.

B.an d̄ .oc có thê
,
t̀ım thấy nhũ,ng cách gi

,
ai khác, nhu,ng v̀ı m .uc d̄́ıch

chuyên d̄ề phu,o,ng pháp chúng ta d̄ang xét nên chúng ta ch
,
ı kh

,
ao

sát các v́ı d .u sau.

... 4.1. Trong h̀ınh vuông vó,i c .anh 1 d̄o,n v.i d̄u,.o
,c ch.on 101 d̄iê

,
m. Chú,ng

minh r`̆ang có năm d̄iê
,
m trong các d̄iê

,
m d̄ã ch.on có thê

,
ph

,
u b

,
o,i d̄u,̀o,ng

tròn bán ḱınh
1
7

.

Lò,i gi
,
ai. Chia h̀ınh vuông ra ra 25 h̀ınh vuông con có c .anh 0,2.

Nhũ,ng h̀ınh vuông này có số lu,.o
,ng 25 và v̀ı tất c

,
a số d̄iê

,
m d̄ã ch .on

là 101, th̀ı ı́t nhất có m .ôt h̀ınh vuông nh
,
o chú,a ı́t nhất 5 d̄iê

,
m. Mà

bán ḱınh d̄u,̀o,ng tròn ngo.ai tiếp h̀ınh vuông nh
,
o b`̆ang

1
5
√

5
<

1
7

. J

... 4.2. Chú,ng minh r`̆ang trong m.oi khối d̄a di.ên lồi tồn t .ai ı́t nhất hai
m .̆at có cùng số c .anh.

Lò,i gi
,
ai. Ký hi .êu F là m .̆at có số c .anh ló,n nhất c

,
ua khối d̄a di .ên. Nếu

số c .anh c
,
ua F là k, th̀ı khối d̄a di .ên có ı́t nhất k + 1 m.̆at (v̀ı có k m.̆at
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có c .anh chung vó,i F), còn số lu,.o
,ng các c .anh c

,
ua mỗi m .̆at là m .ôt

trong các số 3, 4, . . . , k. Theo nguyên lý Ðirichlê có ı́t nhất hai m .̆at
có cùng số c .anh. J

... 4.3. Trong phần trong c
,
ua m.ôt h̀ınh tròn vó,i d̄u,̀o,ng ḱınh 5 d̄o,n v.i,

ngu,̀o,i ta ch.on bất kỳ 10 d̄iê
,
m. Chú,ng minh r`̆ang ı́t nhất có hai d̄iê

,
m

trong các d̄iê
,
m d̄ã ch.on có kho

,
ang cách nh

,
o ho,n 2.

Lò,i gi
,
ai. Chia d̄u,̀o,ng tròn

C2

C3

C4

C5C6

C7

C8

C9

C1

O
E D

F

C

A

BA1

B1

Hı̀nh 4.1:

thành 8 r
,
e qu.at b`̆ang nhau

vó,i góc
,
o, tâm mỗi r

,
e qu.at là

450 và d .u
,ng d̄u,̀o,ng tròn d̄ồng

tâm C1 vó,i bán ḱınh 1. Ký
hi .êu C2, C3, . . . , C9 là nhũ,ng
h̀ınh tù, tám r

,
e qu.at trù, d̄i

phần mà d̄u,̀o,ng tròn C1 d̄ã
chiếm. Có thê

,
chú,ng minh

d̄u,.o
,c bất cú, hai d̄iê

,
m nào

thu .ôc m.ôt trong ch́ın h̀ınh
trên d̄ều có kho

,
ang cách nh

,
o

ho,n 2. Th.ât v .ây, nếu hai d̄iê
,
m ro,i vào d̄u,̀o,ng tròn d̄ồng tâm th̀ı

kho
,
ang cách giũ,a chúng nh

,
o ho,n 2. Gi

,
a s

,
u, hai d̄iê

,
m A và B ro,i

vào m.ôt CDEF trong số tám r
,
e qu.at. Trên bán ḱınh OC và OD lấy

tu,o,ng ú,ng hai d̄iê
,
m A1 và B1 sao cho OA1 = OA; OB1 = OB, ngh̃ıa

là AB ≤ A1B1 (theo d̄.inh lý hàm cosin, b
,
o,i v̀ı ÂOB ≤ Â1OB1).

Ðê
,
ý r`̆ang A1B1 ≤ max{A1D, A1E}. Th.ât v .ây d̄iê

,
m B1 n`̆am trong

d̄o .an th
,
ăng t .ao b

,
o,i h̀ınh chiếu H c

,
ua A1 trên OD và ı́t nhất m.ôt

trong hai d̄iê
,
m D, E, ch

,
ăng h.an d̄iê

,
m D. B

,
o,i v .ây h̀ınh chiếu HD

c
,
ua d̄u,̀o,ng xiên A1D không bé ho,n h̀ınh chiếu HB1 c

,
ua A1B1 trên

OD. Ngh̃ıa là A1B1 ≤ A1D. Cũng chú,ng minh nhu, trên ta có
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DA1 ≤ max{DF, DC}, EA1 ≤ max{EF, EC}. Tù, s .u
, d̄ánh giá

EF2 < CD2 = OC2 + OD2 − 2.OC.OD. cos 450

= 2
25
4
− 25

√
2

4
< 3, 75 < 4

và

EC2 = FD2 = OF2 + OD2 − 2OF.OD. cos 450

= 1 +
25
4
− 5
√

2
2

< 7, 25− 5.1, 4
2

= 3, 75 < 4,

ta d̄u,.o
,c AB ≤ A1B1 ≤ max{DF, DC, EF, EC} < 2. J

... 4.4. Gi
,
a s

,
u,mỗi d̄iê

,
m trong m.ôt m .̆at ph

,
ăng d̄u,.o

,c so,n b`̆ang m.ôt trong
hai mầu d̄

,
o và xanh. Chú,ng minh r`̆ang có m.ôt h̀ınh chũ, nh .ât nào d̄ó

trong m .̆at ph
,
ăng mà bốn d̄

,
ınh c

,
ua nó cùng mầu.

Lò,i gi
,
ai. Dễ thấy theo nguyên lý

P1 P2 P3 P4

Q1 Q2 Q3 Q4

R1 R2 R3 R4

Hı̀nh 4.2:

Ðirichlê, m.ôt t .âp bất kỳ 7 d̄iê
,
m

mà so,n m.ôt trong hai mầu th̀ı ı́t
nhất có 4 d̄iê

,
m cùng mầu. Trên

m.ôt d̄u,̀o,ng th
,
ăng có 7 d̄iê

,
m th̀ı

chúng ta ph
,
ai có 4 d̄iê

,
m th

,
ăng

hàng cùng mầu, gi
,
a s

,
u, d̄ó là

P1, P2, P3, P4 có cùng mầu d̄
,
o. Ta

chiếu nhũ,ng d̄iê
,
m này xuống hai d̄u,̀o,ng th

,
ăng song song vó,i d̄u,̀o,ng

chú,a chúng t .ao ra (Q1, Q2, Q3, Q4) và (R1, R2, R3, R4) tu,o,ng ú,ng vó,i
(P1, P2, P3, P4). Nhũ,ng d̄iê

,
m này t .ao ra m.ôt số h̀ınh chũ, nh.ât, chúng

ta chú ý d̄ến các h̀ınh chũ, nh.ât có d̄
,
ınh là Pi, i = 1, 2, 3, 4. Nhu, v .ây

nếu 2 d̄iê
,
m bất kỳ c

,
ua Q là d̄

,
o th̀ı ta có kết qu

,
a m.ôt h̀ınh vuông

PiPjQjQi có d̄
,
ınh cùng mầu. Tu,o,ng t .u

, cho các d̄iê
,
m R. Nếu d̄ồng

thò,i không có d̄iê
,
m Q và R th

,
oa mãn tru,̀o,ng h .o

,p trên th̀ı có 3 (ho .̆ac
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ho,n) d̄iê
,
m Q nào d̄ó và 3 d̄iê

,
m R nào d̄ó có cùng mầu xanh. Nhu,ng

trong b .ô ba nhu, v .ây ph
,
ai có c .̆ap d̄ôi t .ao ra h̀ınh chũ, nh.ât vó,i các

d̄
,
ınh mầu xanh trong số các d̄iê

,
m Q và R. J

... 4.5. Gi
,
a s

,
u, m.ôt bàn cò, h̀ınh chũ, nh .ât có 4x7 ô vuông d̄u,.o

,c so,n d̄en
ho .̆ac tr´̆ang. Chú,ng minh r`̆ang vó,i cách so,n mầu bất kỳ, trong bàn cò,

luôn tồn t .ai h̀ınh chũ, nh .ât gồm các ô vuông, mà bốn ô
,
o, góc là các ô

cùng mầu.

Lò,i gi
,
ai. Chúng ta chú,ng

Hı̀nh 4.3:

minh cho bài toán bàn cò,

3 × 7. Mẫu so,n mầu có
thê

,
xâ

,
y ra vó,i bàn cò, này

có d .ang tù, 1 d̄ến 8. Gi
,
a

s
,
u, m.ôt trong số các c .ôt

thu .ôc d.ang 1. Bài toán sẽ
d̄u,.o

,c chú,ng minh nếu tất
c

,
a nhũ,ng c .ôt còn l .ai trong

6 c .ôt thu .ôc các d .ang 1, 2,
3, 4. Nhu, v .ây gi

,
a s

,
u, tất c

,
a

các c .ôt còn l .ai thu .ôc d.ang
5, 6, 7, ho .̆ac 8. Khi d̄ó theo nguyên lý Ðirichlê hai trong số sáu c .ôt
có hai c .ôt cùng m.ôt d.ang và nhu, v .ây bài toán cũng d̄u,.o

,c chú,ng
minh. Chú,ng minh hoàn toàn tu,o,ng t .u

, nếu m.ôt c .ôt có d .ang 8. Gi
,
a

s
,
u, không có c .ôt nào trong 7 c .ôt có d .ang 1 ho .̆ac 8. Nhu, v .ây ta có 7

c .ôt vó,i 6 d.ang. Theo nguyên lý Ðirichlê có hai c .ôt cùng d.ang và bài
toán d̄u,.o

,c chú,ng minh d̄ầy d̄
,
u. J

... 4.6. Năm d̄iê
,
m A, B, C, D, E n`̆am trong m.ôt m .̆at ph

,
ăng và t .oa d̄ .ô

c
,
ua chúng là các số nguyên. Chú,ng minh r`̆ang trong số nhũ,ng tam
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giác mà d̄
,
ınh c

,
ua nó là ba d̄iê

,
m nào d̄ó trong các d̄iê

,
m này, có ı́t nhất

ba tam giác vó,i di.ên t́ıch là các số nguyên.

Lò,i gi
,
ai. Ta có thê

,
chú,ng minh r`̆ang nếu m.ôt trong các t .oa d̄ .ô c

,
ua

các d̄
,
ınh tam giác d̄ã cho thay d̄ô

,
i m .ôt số ch˜̆an, th̀ı di .ên t́ıch c

,
ua tam

giác cũng thay d̄ô
,
i m .ôt số nguyên. M.ôt cách tô

,
ng quát ho,n ta có thê

,

kh
,
ăng d̄.inh nếu các t .oa d̄ .ô d̄

,
ınh c

,
ua m.ôt tam giác thay d̄ô

,
i m .ôt số

ch˜̆an, th̀ı di .ên t́ıch c
,
ua nó cũng thay d̄ô

,
i m .ôt số nguyên. V̀ı v .ây, nếu

di .ên t́ıch c
,
ua tam giác mó,i nh.ân d̄u,.o

,c là số nguyên, th̀ı di .ên t́ıch
tam giác ban d̄ầu cũng là số nguyên (hãy vẽ h̀ınh và chú,ng minh).

V̀ı nhũ,ng t .oa d̄ .ô c
,
ua các d̄iê

,
m d̄ã cho A, B, C, D, E là nhũ,ng số

nguyên, sau khi thêm vào các t .oa d̄ .ô này nhũ,ng số ch˜̆an th́ıch h .o
,p,

th̀ı mỗi t .oa d̄ .ô sẽ ch
,
ı nh.ân các giá tr.i 0 và 1. Do d̄ó m .oi 5 d̄iê

,
m d̄ã cho

t .ao nên b
,
o,i các d̄iê

,
m (0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1). Áp d .ung nguyên lý

Ðirichlê suy ra ı́t nhất hai d̄iê
,
m trong các d̄iê

,
m A, B, C, D, E biến d̄ô

,
i

thành cùng m.ôt d̄iê
,
m trong {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)}. Gi

,
a s

,
u, d̄ó là

A, B. Chúng ta sẽ kh
,
ăng d̄.inh di .ên t́ıch các tam giác ABC, ABD và

ABE là nhũ,ng số nguyên. Th.ât v .ây, các tam giác này b.i biến thành
d̄o .an th

,
ăng (do A và B biến thành cùng m.ôt d̄iê

,
m) nên di .ên t́ıch

,
anh c

,
ua chúng b`̆ang 0. V .ây tru,ó,c khi biến d̄ô

,
i, di .ên t́ıch c

,
ua chúng

ph
,
ai là số nguyên. J

... 4.7. Trong m.ôt m .̆at ph
,
ăng cho m.ôt t .âp h.o

,p A có n d̄iê
,
m (n ≥ 2),

m.ôt số c .̆ap d̄iê
,
m d̄u,.o

,c nối vó,i nhau b`̆ang d̄o .an th
,
ăng. Chú,ng minh

r`̆ang trong A có ı́t nhất hai d̄iê
,
m d̄u,.o

,c nối vó,i cùng số lu,.o
,ng các d̄iê

,
m

khác thu.ôc A.

Lò,i gi
,
ai. Vó,i m .oi d̄iê

,
m bất kỳ a thu .ôc A chúng ta ký hi .êu S(a) là

số lu,.o
,ng nhũ,ng d̄iê

,
m c

,
ua A mà a nối thành d̄o .an th

,
ăng. Bài toán

muốn kh
,
ăng d̄.inh r`̆ang tồn t .ai hai d̄iê

,
m khác nhau a1 và a2 c

,
ua A
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mà S(a1) = S(a2). Chúng ta thấy ngay r`̆ang 0 ≤ S(a) ≤ n− 1 vó,i
m .oi phần t

,
u, a thu .ôc A. M .̆at khác, cũng không tồn t .ai nhũ,ng d̄iê

,
m

x1 và x2 thu .ôc A, mà S(x1) = n− 1 và S(x2) = 0. B
,
o,i v̀ı d̄iều này

có ngh̃ıa là d̄iê
,
m x1 nối vó,i tất c

,
a các d̄iê

,
m còn l .ai c

,
ua A, còn x2

không nối vó,i d̄iê
,
m nào c

,
ua A, d̄ẫn d̄ến vô lý. Các số nguyên tù, 0

d̄ến n− 1 có số lu,.o
,ng là n. V̀ı 0 và n− 1 không d̄ồng thò,i là giá tr.i

v
,
ua S nên S nh.ân nhiều nhất là n− 1 giá tr.i. Bài toán d̄u,.o

,c gi
,
ai suy

ra tù, nguyên lý Ðirichlê. J

... 4.8. Cho d̄a giác d̄ều 100 c .anh n.ôi tiếp trong d̄u,̀o,ng tròn k. Mỗi
d̄

,
ınh d̄u,.o

,c gán m.ôt trong các số 1, 2, . . . , 49. Chú,ng minh r`̆ang trên k
tồn t .ai hai cung AB và CD vó,i các t́ınh chất sau:

a) Các d̄iê
,
m A, B, C và D là d̄

,
ınh c

,
ua d̄a giác d̄ều d̄ã cho.

b) Các dây cung AB và CD song song vó,i nhau

c) Nếu A, B, C và D có nhãn tu,o,ng ú,ng là các số a, b, c, d th̀ı a + b =

c + d.

Lò,i gi
,
ai. Trong d̄u,̀o,ng tròn k có

D C

BA

Hı̀nh 4.4:

d̄úng 50 d̄u,̀o,ng ḱınh khác nhau mà
d̄iê

,
m cuối c

,
ua d̄u,̀o,ng ḱınh là m .ôt

d̄
,
ınh c

,
ua d̄a giác d̄ều 100 c.anh d̄ã

cho. Nếu PQ là m .ôt trong số d̄u,̀o,ng
ḱınh d̄ó và d̄ir nh P d̄u,.o

,c gán nhãn
p, còn Q vó,i nhãn q th̀ı d̄u,̀o,ng
ḱınh PQ tu,o,ng ú,ng vó,i số nguyên
|p− q|. Rõ ràng, 0 ≤ |p− q| ≤ 48.
B`̆ang cách này mỗi d̄u,̀o,ng ḱınh d̄ã
xét (tô

,
ng số có 50 tất c

,
a) d̄u,.o

,c cho
tu,o,ng ú,ng vó,i m .ôt trong các số 0, 1, 2, . . . , 48. Suy ra có ı́t nhất hai
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d̄u,̀o,ng ḱınh d̄u,.o
,c d̄ .̆at tu,o,ng ú,ng vó,i cùng m.ôt số.

Ta ký hi .êu d̄ó là AB và CD, còn các d̄
,
ınh d̄u,.o

,c gán tu,o,ng ú,ng
các nhãn a, b, c, d. Không mất t́ınh tô

,
ng quát chúng ta có thê

,
gi

,
a

thiết c ≤ a và b ≤ d. Khi d̄ó dây cung AC và BD có các t́ınh chất
mong muốn. Th.ât v .ây, vó,i d̄u,̀o,ng ḱınh AC chúng ta d̄ã d̄ .̆at tu,o,ng
ú,ng vó,i a − c, còn BD ú,ng vó,i d − b và nhũ,ng số này b`̆ang nhau,
chúng ta nh.ân d̄u,.o

,c a− c = d− b hay là a + b = c + d. Ngoài ra,
tú, giác ABCD là h̀ınh vuông, nên AB song song vó,i CD (th .âm ch́ı
AB = CD). J

... 4.9. Tất c
,
a các d̄iê

,
m trong m.ôt m .̆at ph

,
ăng d̄u,.o

,c bôi b
,
o,i n mầu

khác nhau. Cho tru,́o,c 2n − 1 d̄u,̀o,ng tròn d̄ồng tâm khác nhau
k1, k2, . . . , k2n−1. Trong các d̄u,̀o,ng tròn d .u

,ng bán ḱınh tu,o,ng ú,ng
OA1, OA2, . . . , OA2n−1 sao cho mỗi c .̆ap bán ḱınh không có d̄iê

,
m

chung nào khác ngoài O. Chú,ng minh r`̆ang tồn t .ai m.ôt d̄u,̀o,ng tròn
ki, i = 1, 2, . . . , 2n − 1 sao cho trên nó và trên bán ḱınh OAi c

,
ua nó có

nhũ,ng d̄iê
,
m tu,o,ng ú,ng Xi và Yi, mà chúng d̄u,.o

,c bôi cùng m.ôt mầu và
Yi không trùng vó,i O và Ai.

Lò,i gi
,
ai. Ký hi .êu các mầu d̄ã cho là c1, c2, . . . , cn. Chúng ta sẽ t́ınh

số lu,.o
,ng các tô

,
h .o

,p khác nhau c
,
ua các mầu mà vó,i chúng có thê

,

bôi mầu các d̄iê
,
m trên m.ôt h̀ınh ph

,
ăng. M.oi t .âp con khác trống

{i1, i2, . . . , ik}, 1 ≤ k ≤ n c
,
ua t .âp h .o

,p N = {1, 2, . . . , n} tu,o,ng ú,ng
vó,i tô

,
h .o

,p mầu {ci1 , ci2 , . . . , cik}. Rõ ràng nhũ,ng t .âp con khác trống
khác nhau c

,
ua N b`̆ang cách này tu,o,ng ú,ng vó,i nhũ,ng tô

,
h .o

,p mầu
khác nhau. Ngoài ra, m.oi tô

,
h .o

,p mầu {ci1 , ci2 , . . . , cik} có thê
,
nh.ân

d̄u,.o
,c nhò, xây d .u

,ng t .âp con khác trống {i1, i2, . . . , ik}. Suy ra, tô
,
h .o

,p
nhũ,ng mầu c1, c2, . . . , cn mà vó,i chúng có thê

,
bôi các d̄iê

,
m m.ôt h̀ınh

ph
,
ăng là tu,o,ng ú,ng m.ôt - m.ôt vó,i nhũ,ng t .âp h .o

,p con khác trống
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c
,
ua N = {1, 2, . . . , n}. Ngh̃ıa là số các tô

,
h .o

,p khác nhau c
,
ua mầu

b`̆ang số các t .âp h .o
,p con khác trống c

,
ua N, có tất c

,
a 2n − 1 t .âp h .o

,p
nhu, v .ây.

Tru,ó,c tiên chúng ta gi
,
a thiết r`̆ang tồn t .ai d̄u,̀o,ng tròn ki, i =

1, 2, . . . , 2n − 1 mà muốn bôi ḱın nó ph
,
ai dùng tất c

,
a các mầu

c1, c2, . . . , cn. Khi d̄ó chúng ta ch .on d̄iê
,
m bất kỳ Yi là d̄iê

,
m trong

c
,
ua bán ḱınh OAi. Gi

,
a s

,
u, Yi d̄u,.o

,c bôi b`̆ang mầu c1. Nhu,ng trên ki có
ı́t nhất m.ôt d̄iê

,
m Xi, d̄u,.o

,c bôi cùng mầu nhu, v .ây, v̀ı m .oi mầu d̄ã cho
d̄ều b´̆at g .̆ap trên ki; v .ây bài toán d̄u,.o

,c gi
,
ai trong tru,̀o,ng h .o

,p gi
,
a thiết

này. Ta xét tru,̀o,ng h .o
,p còn l .ai: Gi

,
a s

,
u, không có d̄u,̀o,ng tròn nào mà

nhũ,ng d̄iê
,
m c

,
ua nó d̄u,.o

,c bôi mầu vó,i toàn b .ô tô
,
h .o

,p c1, c2, . . . , cn.
Khi d̄ó có tất c

,
a 2n − 2 kh

,
a năng tô

,
h .o

,p mầu, vó,i nó các d̄iê
,
m d̄u,.o

,c
bôi cho các d̄u,̀o,ng tròn k1, k2, . . . , k2n−1 . B

,
o,i v̀ı 2n − 1 > 2n − 2 nên

có hai d̄u,̀o,ng tròn ki và k j, i < j trên nó sẽ có cùng m.ôt tô
,
h .o

,p mầu.
Gi

,
a s

,
u, ki có bán ḱınh ló,n ho,n k j. Ký hi .êu Yi là d̄iê

,
m c´̆at c

,
ua OAi và

k j. Trong tru,̀o,ng h .o
,p d̄ó Yi n`̆am trên k j và v̀ı nhũ,ng d̄iê

,
m c

,
ua ki và

k j d̄u,.o
,c bôi vó,i cùng m.ôt tô

,
h .o

,p mầu, trên ki có d̄iê
,
m Xi d̄u,.o

,c bôi
cùng mầu vó,i Yi. J

... 4.10. Tô
,
ng c

,
ua d̄ .ô dài m.ôt số vecto, trong m .̆at ph

,
ăng là 4. Chú,ng

minh r`̆ang tù, nhũ,ng vecto, này có thê
,
ch.on m.ôt số vecto, mà tô

,
ng d̄ .ô

dài c
,
ua chúng ló,n ho,n 1.

Lò,i gi
,
ai. Chúng ta d̄u,a vào h.ê t .oa d̄ .ô và xét vecto, d̄ .ai di .ên nhũ,ng

vecto, d̄ã cho t .ai d̄iê
,
m gốc. Chúng ta chiếu nhũ,ng vecto, này xuống

tr .uc t .oa d̄ .ô Ox và Oy. V̀ı mỗi vecto, có d̄ .ô dài nh
,
o ho,n tô

,
ng c

,
ua các

d̄ .ô dài h̀ınh chiếu c
,
ua nó xuống hai tr .uc;nên tô

,
ng d̄ .ô dài c

,
ua tất c

,
a

h̀ınh chiếu c
,
ua các vecto, ló,n ho,n 4. Khi d̄ó trên ı́t nhất m.ôt trong

4 n
,
u,a tr .uc c

,
ua h.ê t .oa d̄ .ô tô

,
ng d̄ .ô dài c

,
ua h̀ınh chiếu sẽ ló,n ho,n 1,
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d̄iều d̄ó có ngh̃ıa là tô
,
ng c

,
ua d̄ .ô dài c

,
ua nhũ,ng vecto, tu,o,ng ú,ng sẽ

ló,n ho,n 1. (d̄ .ô dài h̀ınh chiếu d̄ã ló,n ho,n th̀ı tất nhiên d̄ .ô dài vecto,

cũng ló,n ho,n.) J

4.2. Bài t .âp
... 4.11. Trong h̀ınh vuông vó,i c .anh 1 d̄o,n v.i cho 112 d̄iê

,
m. Chú,ng

minh r`̆ang ı́t nhất hai trong số d̄ó có kho
,
ang cách nh

,
o ho,n

2
15

.

... 4.12. (Ðề thi Toán Olympic quốc tế lần thú, 25 năm 1984) Trong
m.̆at ph

,
ăng cho hai d̄iê

,
m khác nhau O và A. Vó,i mỗi d̄iê

,
m X thu .ôc

m.̆at ph
,
ăng khác O chúng ta ký hi .êu a(X) là d̄ .ô d̄o b`̆ang radian

c
,
ua góc AOX, d̄o theo chiều ngu,.o

,c kim d̄ồng hồ tù, OA d̄ến OX
(0 ≤ a(X) ≤ 2). Còn c(X) là d̄u,̀o,ng tròn tâm O và bán ḱınh có d̄ .ô

dài OX +
a(X)

OX
. Cho tru,ó,c b .ô hũ,u h.an mầu và mỗi d̄iê

,
m trong m.̆at

ph
,
ăng d̄u,.o

,c bôi b`̆ang 1 trong số d̄ó. Chú,ng minh r`̆ang tồn t .ai d̄iê
,
m

X1 vó,i a(X1) > 0 và trên d̄u,̀o,ng tròn c(X1) có ı́t nhất 1 d̄iê
,
m d̄u,.o

,c
bôi cùng mầu vó,i X1.

... 4.13. Trong m.̆at ph
,
ăng cho n d̄iê

,
m, n ≥ 7, sao cho kho

,
ang cách

mỗi c .̆ap d̄iê
,
m giũ,a chúng là khác nhau. Mỗi m.ôt d̄iê

,
m d̄u,.o

,c nối vó,i
d̄iê

,
m gần nó nhất. Chú,ng minh r`̆ang không có d̄iê

,
m nào d̄u,.o

,c nối
vó,i nhiều ho,n 5 d̄iê

,
m khác.

... 4.14. Chú,ng minh r`̆ang trong m.ôt h̀ınh tròn bán ḱınh 1, không
thê

,
ch .on d̄u,.o

,c quá năm d̄iê
,
m mà kho

,
ang cách giũ,a hai d̄iê

,
m m.ôt

ló,n ho,n 1.

... 4.15. Ngu,̀o,i ta quăng 120 h̀ınh vuông có ḱıch thu,ó,c 1× 1 vào m.ôt
h̀ınh chũ, nh.ât ḱıch thu,ó,c20× 25. Chú,ng minh r`̆ang vó,i m .oi cách s´̆ap
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xếp các h̀ınh vuông th̀ı
,
o, trong h̀ınh chũ, nh.ât vẫn còn chỗ trống d̄ê

,

d̄ .̆at m.ôt h̀ınh tròn d̄u,̀o,ng ḱınh 1.
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5.1. Nguyên lý Ðirichlê m
,
o, r .ông

Cho A là t .âp hũ,u h.an nhũ,ng phần t
,
u,, ký hi .êu s(A) là số lu,.o

,ng
các phần t

,
u, thu .ôc A. Nguyên lý Ðirichlê có thê

,
m

,
o, r .ông nhu, sau:

Nếu A và B là nhũ,ng t .âp h .o
,p hũ,u h .an và s(A) > k.s(B),

,
o,

d̄ây k là m .ôt số t .u
, nhiên nào d̄ó và nếu mỗi phần t

,
u, c

,
ua A cho

tu,o,ng ú,ng vó,i m .ôt phần t
,
u, nào d̄ó c

,
ua B, th̀ı tồn t .ai ı́t nhất k + 1

phần t
,
u, c

,
ua A mà chúng tu,o,ng ú,ng vó,i cùng m.ôt phần t

,
u, c

,
ua

B

Th.ât v .ây, tru,̀o,ng h .o
,p k = 1 là nguyên lý Ðirichlê mà ta d̄ã xét

trong các bài t .âp tù, d̄ầu tó,i giò,. Ðê
,
chú,ng minh m.ênh d̄ề trên chúng

ta gi
,
a s

,
u, mỗi phần t

,
u, c

,
ua B ch

,
ı tu,o,ng ú,ng vó,i nhiều nhất k phần t

,
u,

c
,
ua A. Khi d̄ó s(A) ≤ k.s(B) trái vó,i gi

,
a thiết s(A) > k.s(B).

Chú ý. Ngay tù, nhũ,ng chu,o,ng d̄ầu nguyên lý này d̄ã d̄u,.o
,c s

,
u,

d .ung vó,i cách chú,ng minh tu,o,ng t .u
, nhu, trên. Ðê

,
tiếp t .uc hiê

,
u sâu

thêm nguyên lý
,
o, d .ang mó,i chúng ta xét m.ôt lo .at bài toán d̄iê

,
n

h̀ınh.
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,
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5.2. Vı́ d .u
... 5.1. Trong m.ôt h̀ınh vuông có c .anh b`̆ang 1 ta ch.on bất kỳ 51 d̄iê

,
m.

Chú,ng minh r`̆ang ı́t nhất có ba d̄iê
,
m trong số d̄ó n`̆am trong m.ôt h̀ınh

vuông có c .anh 0,2.

Lò,i gi
,
ai. Chúng ta chia h̀ınh vuông thành 25 h̀ınh vuông con có

c .anh 0,2 b`̆ang các d̄u,̀o,ng th
,
ăng song song vó,i các c .anh c

,
ua h̀ınh

vuông.Nếu gi
,
a su, r`̆ang mỗi h̀ınh vuông vù,a nh.ân d̄u,.o

,c chú,a không
quá 2 d̄iê

,
m th̀ı tất c

,
a các d̄iê

,
m trong h̀ınh vuông ló,n sẽ có số d̄iê

,
m

nhiều nhất là 2× 25 = 50 dẫn d̄ến vô lý. J

... 5.2. Tất c
,
a 9 c .anh và 27 d̄u,̀o,ng chéo c

,
ua m.ôt h̀ınh chóp d̄áy d̄a giác

9 d̄
,
ınh d̄u,.o

,c bôi so,n: m.ôt số bôi so,n d̄
,
o, còn l .ai bôi so,n xanh. Chú,ng

minh r`̆ang tồn t .ai ba d̄
,
ınh c

,
ua h̀ınh chóp, mà chúng là nhũ,ng d̄

,
ınh

c
,
ua m.ôt h̀ınh tam giác vó,i các c .anh d̄u,.o

,c so,n cùng m.ôt mầu.

Lò,i gi
,
ai. 9 c.anh bên c

,
ua h̀ınh chóp d̄u,.o

,c so,n b`̆ang hai mầu. V̀ı 9 >

4.2, tù, nguyên lý m
,
o, r .ông trên suy ra ı́t nhất có 5 c .anh bên d̄u,.o

,c bôi
cùng m.ôt mầu. Gi

,
a s

,
u, d̄ó là SA1, SA2, SA3, SA4, SA5 d̄u,.o

,c bôi cùng
mầu d̄

,
o,

,
o, d̄ây S là d̄

,
ınh h̀ınh chóp. Không

,
anh hu,

,
o,ng tó,i kết lu .ân

bài toán chúng ta gi
,
a s

,
u, các d̄iê

,
m A1, A2, A3, A4, A5 d̄u,.o

,c s´̆ap xếp
theo chiều ngu,.o

,c kim d̄ồng hồ. Ít nhất m.ôt trong các c .anh c
,
ua ngũ

giác là d̄u,̀o,ng chéo c
,
ua d̄a giác d̄áy; gi

,
a s

,
u, d̄ó là A1A2. Chúng ta

xét tam giác A1 A2A4. Nhũ,ng c .anh c
,
ua nó là các d̄u,̀o,ng chéo c

,
ua d̄a

giác d̄áy (do cách xếp trên) và suy ra chúng d̄u,.o
,c bôi so,n.Nếu tất c

,
a

các c .anh A1 A2, A2A4, A4A1 là mầu xanh th̀ı bài toán d̄ã gi
,
ai xong.

Tru,̀o,ng h .o
,p ngu,.o

,c l .ai m.ôt trong các c .anh A1A2, A2A4, A4A1 là mầu
d̄

,
o, gi

,
a s

,
u, d̄ó là A1A2. Khi d̄ó các c .anh c

,
ua tam giác SA1A2 là mầu

d̄
,
o. J
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... 5.3. Chú,ng minh r`̆ang trong m.oi d̄a giác lồi vó,i số c .anh ch˜̆an tồn
t .ai d̄u,̀o,ng chéo không song song vó,i m.ôt c .anh nào c

,
ua d̄a giác.

Lò,i gi
,
ai. B`̆ang qui n.ap ta có thê

,
dễ

d1

d2

dk−1

a

Hı̀nh 5.1:

chú,ng minh d̄u,.o
,c m.oi d̄a giác vó,i n

c .anh có
n(n− 3)

2
d̄u,̀o,ng chéo.

Bây giò, chúng ta xét d̄a giác lồi bất
kỳ P có 2k c .anh vó,i k(≥ 2) là m .ôt số
nguyên.

Gi
,
a s

,
u, mỗi d̄u,̀o,ng chéo c

,
ua P song song vó,i m .ôt c .anh nào d̄ó

c
,
ua P. Khi d̄ó mỗi d̄u,̀o,ng chéo d có thê

,
cho tu,o,ng ú,ng vó,i c .anh song

song vó,i d. Ký hi .êu s là số các d̄u,̀o,ng chéo chúng ta có

s =
2k(2k− 3)

2
= k(2k− 3)

= 2k(k− 2) + k > (k− 2).2k.

Nhu, v .ây theo nguyên lý Ðirichlê m
,
o, r .ông suy ra tồn t .ai k − 1

d̄u,̀o,ng chéo d1, d2, . . . , dk−1 c
,
ua d̄a giác P mà chúng tu,o,ng ú,ng vó,i

cùng m.ôt c .anh a c
,
ua d̄a giác, ngh̃ıa là a, d1, d2, . . . , dk−1 song song

vó,i nhau. Suy ra các d̄u,̀o,ng chéo d1, d2, . . . , dk−1 cùng n`̆am trong
m.ôt n

,
u,a m.̆at ph

,
ăng xác d̄.inh b

,
o,i c .anh a v̀ı P là d̄a giác lồi (h̀ınh vẽ).

Ngoài ra d1, d2, . . . , dk−1 và a là nhũ,ng d̄o .an th
,
ăng khác nhau và b

,
o,i

v̀ı số lu,.o
,ng c

,
ua chúng là k, mỗi d̄

,
ınh c

,
ua d̄a giác P là d̄iê

,
m d̄ầu c

,
ua

m.ôt d̄o .an nào d̄ó trong chúng. Không
,
anh hu,

,
o,ng d̄ến kết qu

,
a chú,ng

minh ta gi
,
a thiết d1 là d̄o .an xa nhất d̄ối vó,i a trong các d̄u,̀o,ng chéo

d1, d2, . . . , dk−1. Khi d̄ó tù, lý lu .ân trên suy ra r`̆ang d̄a giác P n`̆am
toàn b .ô trong m.ôt n

,
u,a m.̆at ph

,
ăng xác d̄.inh b

,
o,i d1. Ðiều này trái vó,i

t́ınh lồi c
,
ua d̄a giác P. J

... 5.4. Trong m .̆at ph
,
ăng cho 6 d̄iê

,
m. Mỗi d̄o .an th

,
ăng nối tù,ng c .̆ap
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d̄iê
,
m d̄u,.o

,c bôi mầu d̄
,
o ho .̆ac xanh. Chú,ng minh r`̆ang ba d̄iê

,
m trong số

các d̄iê
,
m là d̄

,
ınh c

,
ua m.ôt tam giác, mà các c .anh c

,
ua nó d̄u,.o

,c bôi cùng
m.ôt mầu.

Lò,i gi
,
ai. Ký hi .êu A là m .ôt trong các d̄iê

,
m d̄ã cho và xét năm d̄o.an

th
,
ăng, có d̄

,
ınh chung là A. Nhũ,ng d̄o .an th

,
ăng này d̄u,.o

,c so,n hai
mầu và v̀ı 5=2.2+1, suy ra tù, nguyên lý Ðirichlê m

,
o, r .ông chúng

ta có ı́t nhất ba d̄o .an cùng mầu. Gi
,
a s

,
u, d̄ó là AB1, AB2, AB3 mầu

xanh. Nếu m.ôt vài d̄o .an th
,
ăng B1B2, B2B3, B3B1 là xanh th̀ı tồn t .ai

m.ôt tam giác vó,i ba c .anh xanh và có d̄
,
ınh là A. Nếu ba d̄o .an th

,
ăng

B1B2, B2B3, B3B1 là d̄
,
o, th̀ı m .ôt tam giác th

,
oa mãn d̄ề toán d̄ã ra là

B1B2B3 (các c .anh d̄ều mầu d̄
,
o). J

... 5.5. Cho dãy vô h .an các số t .u
,nhiên u1, u2, . . . , un, . . . d̄u,.o

,c xác d̄.inh
theo công thú,c sau u1 = 3, un+1 = (n + 1)un − n + 1, n = 1, 2, . . ..
Cho n số t .u

, nhiên bất kỳ và t .âp h.o
,p M gồm un d̄iê

,
m sao cho không

có ba d̄iê
,
m nào th

,
ăng hàng. Mỗi d̄o .an th

,
ăng nối hai d̄iê

,
m khác nhau

trong M d̄u,.o
,c bôi so,n b`̆ang m.ôt trong n mầu d̄ã cho. Khi d̄ó tồn t .ai 3

d̄iê
,
m trong M là d̄

,
ınh c

,
ua m.ôt tam giác d̄ồng mầu.

Lò,i gi
,
ai. Chú,ng minh b`̆ang qui n.ap theo n. Vó,i n = 1 chúng ta có

u1 = 3 và kết lu .ân là hiê
,
n nhiên. Vó,i n = 2 tù, công thú,c t́ınh d̄u,.o

,c
u2 = 6, d̄ây là tru,̀o,ng h .o

,p ta d̄ã chú,ng minh
,
o, bài trên. Gi

,
a s

,
u, bài

toán vó,i un d̄iê
,
m và các d̄o .an th

,
ăng nối d̄u,.o

,c bôi b
,
o,i n mầu, có m.ôt

tam giác vó,i các c .anh cùng mầu. Bây giò, ta xét un+1 d̄iê
,
m bất kỳ, mà

d̄u,̀o,ng nối giũ,a chúng d̄u,.o
,c bôi b`̆ang n + 1 mầu: c1, c2, . . . , cn+1. Lấy

A là m .ôt trong các d̄iê
,
m trên. Ðiê

,
m này có thê

,
nối vó,i các d̄iê

,
m còn

l .ai d̄u,.o
,c un+1 − 1 d̄o .an th

,
ăng bôi mầu. M.̆at khác do công thú,c hồi

qui un+1− 1 = (n + 1)(un− 1) + 1, nhu, v .ây theo nguyên lý Ðirichlê
m

,
o, r .ông ı́t nhất un d̄o .an th

,
ăng có chung d̄

,
ınh A d̄u,.o

,c bôi cùng mầu.
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Gi
,
a s

,
u, AB1, AB2, . . . , ABun d̄u,.o

,c bôi cùng mầu, ch
,
ăng h.an mầu c1.

Nhũ,ng kh
,
a năng có thê

,
xâ

,
y ra nhu, sau:

a) Nếu m.ôt trong các d̄o .an th
,
ăng nối giũ,a các d̄iê

,
m B1, B2, . . .

, Bun theo tù,ng c .̆ap d̄u,.o
,c bôi b`̆ang mầu c1 th̀ı tồn t .ai tam giác d̄ồng

mầu có d̄
,
ınh A. Các c .anh c

,
ua tam giác này so,n mầu c1.

b) Không có m.ôt d̄o .an nào trong các d̄o .an th
,
ăng nối giũ,a các

d̄iê
,
m B1, B2, . . . , Bun d̄u,.o

,c so,n mầu c1. Khi d̄ó áp d .ung qui n.ap toán
h .oc cho nhũ,ng d̄iê

,
m B1, B2, . . . , Bun . Ðiều này có thê

,
d̄u,.o

,c v̀ı tất c
,
a

các d̄o .an th
,
ăng d̄ã nối d̄u,.o

,c bôi so,n n mầu c2, c3, . . . cn+1. Trong
tru,̀o,ng h .o

,p này ta cũng dẫn d̄ến kết lu .ân tồn t .ai m.ôt tam giác d̄ồng
mầu. J

... 5.6. Cho số h .ang c
,
ua dãy un d̄u,.o

,c d̄.inh ngh̃ıa nhu, bài tru,́o,c. T .âp
h.o

,p nhũ,ng số t .u
, nhiên tù, 1 d̄ến un − 1 d̄u,.o

,c phân chia b`̆ang phu,o,ng
pháp bất kỳ vào n t .âp h.o

,p con, mà tù,ng d̄ôi m.ôt không có phần t
,
u,

chung. Chú,ng minh r`̆ang tồn t .ai hai số c
,
ua cùng m.ôt t .âp h.o

,p con, mà
tô

,
ng c

,
ua chúng cũng n`̆am trong t .âp h.o

,p con này ; ho .̆ac là tồn t .ai m.ôt
số trong m.ôt t .âp h.o

,p con nào d̄ó, mà sau khi nhân d̄ôi vẫn thu.ôc t .âp
h.o

,p con này.

Lò,i gi
,
ai. Ký hi .êu nhũ,ng t .âp h .o

,p con d̄ã cho là là A1, A2, . . . , An.
Chúng ta xét t .âp h .o

,p bất kỳ M gồm un d̄iê
,
m, mà chúng d̄u,.o

,c d̄ánh
số b`̆ang phu,o,ng pháp nào d̄ó trong các số 0, 1, 2, . . . , un − 1. Chúng
ta bôi mầu nhũ,ng d̄o .an th

,
ăng nối các d̄iê

,
m trong M b`̆ang n mầu

c1, c2, . . . , cn theo cách sau: Ðo.an th
,
ăng nối các d̄iê

,
m thú, i và j, vó,i

i > j d̄u,.o
,c so,n b`̆ang mầu ck khi và ch

,
ı khi hi .êu i− j thu .ôc t .âp h .o

,p
Ak. Theo bài toán tru,ó,c 5.5 ba d̄iê

,
m nào d̄ó c

,
ua M là d̄

,
ınh c

,
ua m.ôt

tam giác cùng mầu. Gi
,
a s

,
u, các d̄iê

,
m này là i, j, k và i > j > k. Khi

d̄ó các số i− j, j− k và i− k = (i− j) + (j− k) n`̆am trong cùng m.ôt
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t .âp h .o
,p As và chúng có các t́ınh chất ta cần t̀ım. J

... 5.7. Trong m .̆at ph
,
ăng cố d̄.inh h.ê t .oa d̄ .ô Oxy. Chúng ta xét t .âp h.o

,p
R gồm nhũ,ng d̄iê

,
m vó,i t .oa d̄ .ô (x, y),

,
o, d̄ây x, y là nhũ,ng số nguyên

và 1 ≤ x ≤ 12, 1 ≤ y ≤ 10. Mỗi d̄iê
,
m này d̄u,.o

,c so,n b`̆ang m.ôt mầu
tr´̆ang, xanh ho .̆ac d̄

,
o. Chú,ng minh r`̆ang tồn t .ai h̀ınh chũ, nh .ât có các

c .anh song song vó,i các tr .uc t .oa d̄ .ô, mà d̄
,
ınh c

,
ua nó là nhũ,ng d̄iê

,
m c

,
ua

R d̄u,.o
,c so,n cùng m.ôt mầu.

Lò,i gi
,
ai. Trong chú,ng minh ta dùng hai kh

,
ăng d̄.inh sau:

a) Nếu X là t .âp hũ,u h.an vó,i n phần t
,
u,, th̀ı số lu,.o

,ng t .âp h .o
,p con

c
,
ua X gồm các c .̆ap phần t

,
u, {x, y}, vó,i x ∈ X, y ∈ X là

n(n− 1)
2

.

b) M.oi số du,o,ng bất kỳ x1, x2, . . . , xn d̄ều th
,
oa mãn bất d̄

,
ăng

thú,c

x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n

2
≥ (

x1 + x2 + · · ·+ xn

2
)2

Dấu b`̆ang ch
,
ı xâ

,
y ra khi x1 = x2 = . . . = xn.

Tr
,
o, l .ai bài toán d̄ang xét, v̀ı tô

,
ng số các d̄iê

,
m ta xét là 120, nên

ı́t nhất có 40 d̄iê
,
m d̄u,.o

,c bôi cùng mầu, gi
,
a s

,
u, là mầu d̄

,
o. Vó,i mỗi

i = 1, 2, . . . , 12 chúng ta ký hi .êu li là d̄u,̀o,ng th
,
ăng d̄i qua d̄iê

,
m (i, 0)

và song song vó,i tr .uc Oy. Nếu trên li có ni d̄iê
,
m d̄

,
o, i = 1, 2, . . . , 12,

n1 + n2 + · · ·+ n12 ≥ 40. Ngoài ra tù, ni d̄iê
,
m có thê

,
t .ao ra các c .̆ap

d̄ôi d̄u,.o
,c s´̆ap có số lu,.o

,ng
ni(ni − 1)

2
. Ngh̃ıa là vó,i mỗi i = 1, 2, . . . , 12

tồn t .ai d̄úng
ni(ni − 1)

2
c .̆ap số nguyên {j1, j2} th

,
oa mãn 1 ≤ j1 ≤

10, 1 ≤ j2 ≤ 10 và các d̄iê
,
m {i, j1} và {i, j2} là d̄

,
o. M .̆at khác số lu,.o

,ng
c

,
ua tất c

,
a c .̆ap nhũ,ng số nguyên {j1, j2} vó,i 1 ≤ j1 ≤ 10, 1 ≤ j2 ≤ 10
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b`̆ang
10(10− 1)

2
= 45. Chúng ta ph

,
ai chú,ng minh r`̆ang tô

,
ng các số

n1(n1 − 1)
2

,
n2(n2 − 1)

2
, . . . ,

n12(n12 − 1)
2

ló,n ho,n 45. Tù, d̄ó suy ra tồn t .ai nhũ,ng ch
,
ı số khác nhau i1 và i2 vó,i

1 ≤ i1 < i2 ≤ 12 và c .̆ap số nguyên {j1, j2} vó,i 1 ≤ j1 ≤ 10, 1 ≤ j2 ≤
10 sao cho 4 d̄iê

,
m {i1, j1}, {i1, j2}, {i2, j1}, {i2, j2} là d̄

,
o. B

,
o,i nhũ,ng

d̄iê
,
m này là d̄

,
ınh c

,
ua h̀ınh chũ, nh.ât vó,i các c .anh song song vó,i tr .uc

t .oa d̄ .ô, nhu, v .ây bài toán d̄u,.o
,c chú,ng minh.

Nhu, v .ây, ta ch
,
ı còn ph

,
ai chú,ng minh

S =
n1(n1 − 1)

2
+

n2(n2 − 1)
2

+ · · ·+ n12(n12 − 1)
2

> 45

S
,
u, d .ung bất d̄

,
ăng thú,c b)

S =
1
2
((n1 −

1
2
)2 − 1

4
) +

1
2
((n2 −

1
2
)2 − 1

4
) + · · ·+ 1

2
((n12 −

1
2
)2 − 1

4
)

=
1
2
((n1 −

1
2
)2 + (n2 −

1
2
)2 + · · ·+ (n12 −

1
2
)2)− 12

1
8

≥ 1
2

.12(
(n1 −

1
2
) + (n2 −

1
2
) + · · ·+ (n12 −

1
2
)

12
)2 − 3

2

=
1

24
((n1 + n2 + · · ·+ n12)− 12

1
2
)2 − 3

2

≥ 1
24

(40− 6)2 − 3
2
=

342

24
− 3

2
> 45

v̀ı n1 + n2 + · · ·+ n12 ≥ 40. J

... 5.8. (Bài thi Olympic toán quốc tế lần thú, 20, 1978) M.ôt h.ôi toán
h.oc bao gồm các thành viên

,
o, 6 nu,́o,c. Danh sách các h.ôi viên gồm

1978 ngu,̀o,i d̄u,.o
,c d̄ánh số báo danh tù, 1 d̄ến 1978. Chú,ng minh r`̆ang

tồn t .ai ı́t nhất m.ôt h.ôi viên có số báo danh gấp d̄ôi số báo danh c
,
ua
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m.ôt h.ôi viên khác cùng nu,́o,c, ho .̆ac b`̆ang tô
,
ng hai số báo danh c

,
ua hai

h.ôi viên cùng m.ôt nu,́o,c vó,i mı̀nh.

Lò,i gi
,
ai. Tù, 329.6 < 1978 suy ra m.ôt trong các nu,ó,c (ký hi .êu là

A) có không ı́t ho,n 330 d̄ .ai biê
,
u trong h .ôi và chúng ta có thê

,
viết

số báo danh a1 < a2 < . . . < a330 < . . . Chúng ta xét nhũ,ng hi .êu
xi = a330 − ai, i = 1, 2, . . . 329. Nếu có m.ôt số xi nào d̄ó trùng vó,i aj

(số báo danh c
,
ua m.ôt d̄aj i biê

,
u c

,
ua A) th̀ı chúng ta có a330 = ai + aj,

bài toán d̄ã chú,ng minh xong. Nếu xi 6= aj vó,i m .oi i, j, th̀ı số xi là
số báo danh c

,
ua m.ôt số d̄ .a i biê

,
u thu .ôc 5 nu,ó,c còn l .ai. Bây giò,,

v̀ı 65.5 < 329 , th̀ı ı́t nhất có m .ôt trong năm nu,ó,c này (ký hi .êu là
B) sẽ có không ı́t ho,n 66 thành viên, mà số báo danh c

,
ua h .o là

m .ôt trong các số x1, x2, . . . , x329. Cho các số d̄ó là b1 < b2 < b3 <

. . . < b66 < . . . vó,i bi = xni , i = 1, 2, . . . , 66. Chúng ta l .ai xét hi .êu
yi = b66 − bi, i = 1, 2, . . . , 65 Nếu m.ôt hi .êu nào d̄ó trùng vó,i số báo
danh bj c

,
ua m.ôt d̄ .ai biê

,
u c

,
ua B th̀ı b66 = bi + bj. Nếu vó,i hai số i

và k nào d̄ó chúng ta có yi = ak, th̀ı ak = b66 − bi = xn66 − xni =

a330− an66 − (a330− ani) = ani − an66 ho .̆ac là ani = an66 + ak. Nếu hai
tru,̀o,ng h .o

,p trên không xâ
,
y ra, th̀ı nhũ,ng số này sẽ là số báo danh

c
,
ua d̄ .ai biê

,
u 4 nu,ó,c còn l .ai và suy ra ı́t nhất m.ôt trong các nu,ó,c này

có số h .ôi viên ı́t nhất là 17 vó,i số báo danh yi. Tiếp t .uc quá tr̀ınh
nhu, v .ây và l .̆ap l .ai lý lu .ân trên chúng ta có kết lu .ân c

,
ua bài toán. J

... 5.9. (Ðề thi Toán vô d̄.ich nu,́o,c Anh, 1978) M.ôt h̀ınh l .âp phu,o,ng có
c .anh b`̆ang 15 chú,a 11.000 d̄iê

,
m. Chú,ng minh r`̆ang có m.ôt h̀ınh cầu

bán ḱınh b`̆ang d̄o,n v.i chú,a ı́t nhất 6 d̄iê
,
m trong số 11.000 d̄iê

,
m d̄ã

cho.

Lò,i gi
,
ai. Chia mỗi c .anh c

,
ua h̀ınh l .âp phu,o,ng thành 13 phần b`̆ang

nhau, thế th̀ı h̀ınh l .âp phu,o,ng ban d̄ầu d̄u,.o
,c chia thành 133 = 2187
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h̀ınh l .âp phu,o,ng nh
,
o. V̀ı h̀ınh l .âp phu,o,ng ban d̄ầu chú,a 11.000

d̄iê
,
m, nên tồn t .ai m.ôt h̀ınh l .âp phu,o,ng nh

,
o chú,a ı́t nhất 6 d̄iê

,
m.

Dễ thấy c .anh c
,
ua h̀ınh l .âp phu,o,ng nh

,
o là

15
13

, do d̄ó bán ḱınh h̀ınh

cầu ngo.ai tiếp h̀ınh l .âp phu,o,ng nh
,
o là r =

1
2

√
3(

15
13

)2 =
1
2

√
675
169

<

1
2

√
676
169

=
1
2

√
4 = 1. V .ây: Tồn t .ai m.ôt h̀ınh cầu bán ḱınh 1 chú,a ı́t

nhất 6 d̄iê
,
m trong 11.000 d̄iê

,
m d̄ã cho. J

... 5.10. Trong m.̆at ph
,
ăng cho m.ôt số hũ,u h.an d̄iê

,
m, m.ôt số trong

chúng d̄u,.o
,c nối l .ai b`̆ang d̄o .an th

,
ăng. Chúng ta nói r`̆ang m.ôt dãy

e1, e2, . . . , em tù, các d̄ .oan th
,
ăng d̄u,.o

,c nối là m .ôt dây chuyền, nếu
m.oi c .̆ap d̄o .an th

,
ăng liền nhau ei và ei+1 có chung m.ôt d̄ầu mút,

i = 1, 2, . . . , m− 1. Số lu,.o
,ng m nhũ,ng d̄o .an th

,
ăng trong dây chuyền

g .oi là d̄ .ô dài c
,
ua nó. Chúng ta xét bài toán:

Cho n d̄iê
,
m, tù, các d̄iê

,
m này d .u

,ng nhũ,ng d̄o .an th
,
ăng, số lu,.o

,ng d̄o .an
th

,
ăng d̄ã d .u

,ng là q. Gi
,
a s

,
u, nhũ,ng d̄o .an th

,
ăng d̄u,.o

,c d̄ánh số m.ôt cách
bất kỳ b`̆ang các số 1, 2, . . . , q. Khi d̄ó trong cách t .ao h̀ınh nhu, v .ây tồn

t .ai m.ôt dây chuyền vó,i d̄ .ô dài nh
,
o nhất là

2q
n

, trên dây chuyền này

các số ú,ng vó,i nhũ,ng d̄o .an th
,
ăng thành phần l .âp nên m.ôt dãy số gi

,
am

ng .̆at.

Lò,i gi
,
ai. G.oi G là cấu h̀ınh bất kỳ c

,
ua nhũ,ng d̄iê

,
m và d̄o .an th

,
ăng,

mà chúng d̄u,.o
,c d̄ánh số b`̆ang số t .u

, nhiên nhu, d̄ề bài d̄ã ra. Vó,i m .oi
v thu .ôc G chúng ta ký hi .êu LG(v) là d̄ .ô dài c

,
ua dây chuyền dài nhất

trong G, mà nó b´̆at d̄ầu tù, v và gi
,
am dần. B`̆ang phu,o,ng pháp qui

n.ap chúng ta sẽ chú,ng minh bất d̄
,
ăng thú,c sau d̄u,.o

,c th
,
oa mãn

LG(v1) + LG(v2) + · · ·+ LG(vn) ≥ 2q (5.1)
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,
o, d̄ây v1, v2, . . . , vn là tất c

,
a các d̄iê

,
m thu .ôc G. Kết lu .ân ph

,
ai chú,ng

minh suy ra tù, (5.1) theo nguyên lý Ðirichlê m
,
o, r .ông: M.ôt trong

các số LG(v1), LG(v2), . . . , LG(vn) ló,n ho,n ho .̆ac b`̆ang
2q
n

, nhu, v .ây

tồn t .ai dây chuyền vó,i t́ınh chất d̄ã ch
,
ı ra. Do d̄ó ch

,
ı còn ph

,
ai chú,ng

minh (5.1) d̄u,.o
,c th

,
oa mãn vó,i n d̄iê

,
m c

,
ua G và q d̄o .an th

,
ăng d̄u,.o

,c
d̄ánh số nhu, mô t

,
a

,
o, d̄ầu bài. B`̆ang qui n.ap vó,i q = 1 bất d̄

,
ang

thú,c (5.1) là hiê
,
n nhiên. Gi

,
a s

,
u, (5.1) th

,
oa mãn cho m.oi cấu h̀ınh

vó,i q− 1 d̄o .an th
,
ăng và chúng ta xem xét cấu h̀ınh vó,i n d̄iê

,
m và

q d̄o .an th
,
ăng. Nếu d̄o .an th

,
ăng ký hi .êu là q nối vó,i hai d̄iê

,
m vi và

vj th̀ı chúng ta b
,
o d̄o .an th

,
ăng này và nh.ân d̄u,.o

,c cấu h̀ınh G′ c
,
ua n

d̄iê
,
m và q− 1 d̄o .an th

,
ăng. Vó,i cấu h̀ınh này theo qui n.ap chúng ta

có LG′(v1) + LG′(v2) + · · ·+ LG′(vn) ≥ 2(q− 1). Bây giò, chúng ta
xét d̄iê

,
m vj. Dây chuyền gi

,
am dần xuất phát tù, xj có d̄ .ô dài LG′(vj),

và nhũ,ng d̄o .an th
,
ăng trong dây chuyền này d̄u,.o

,c ký hi .êu b
,
o,i nhũ,ng

số nào d̄ó trong dẫy 1, 2, . . . , q − 1. Nếu nối thêm vào dây chuyền
m.ôt d̄o .an th

,
ăng có ký hi .êu q chúng ta sẽ nh.ân d̄u,.o

,c dây chuyền
gi

,
am vó,i d̄iê

,
m d̄ầu vi và vó,i d̄ .ô dài LG′(vj) + 1. Theo d̄.inh ngh̃ıa

c
,
ua LG(vi) chúng ta có LG(vi) ≥ LG′(vj) + 1. B`̆ang m.ôt cách chú,ng

minh hoàn toàn tu,o,ng t .u
, chúng ta cũng chú,ng minh d̄u,.o

,c LG(vj) ≥
L′G(vi) + 1. M .̆at khác, LG(vk) = LG′(vk) vó,i m .oi d̄iê

,
m vk thu .ôc G

mà nó khác vi và vj. Suy ra, LG(v1) + LG(v2) + · · · + LG(vn) ≥
LG′(v1) + LG′(v2) + · · ·+ LG′(vn) + 2 ≥ 2(q− 1) + 2 = 2q. J

5.3. Bài t .âp
... 5.11. (Ðề thi vô d̄.ich Áo - Balan, 1978) Cho 1978 t .âp h .o

,p, mỗi
t .âp h .o

,p có 40 phần t
,
u,. Biết r`̆ang hai t .âp h .o

,p bất kỳ có d̄úng m.ôt
phần t

,
u, chung. Chú,ng minh r`̆ang, tồn t .ai m.ôt phần t

,
u, thu .ôc tất c

,
a

1978 t .âp h .o
,p trên.
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... 5.12. Chú,ng minh r`̆ang m.oi t .âp h .o
,p chú,a 55 số ch .on d̄u,.o

,c tù, t .âp
h .o

,p số {1, 2, 3, . . . , 100} chú,a hai số mà hi .êu c
,
ua chúng b`̆ang 9.

... 5.13. Cho n là số t .u
, nhiên. Cho n t .âp h .o

,p con A1, A2, . . . , An c
,
ua

m.̆at ph
,
ăng vó,i t́ınh chất: vó,i m .oi i = 1, 2, . . . , n tồn t .ai n + 1 phép

t.inh tiến sao cho các
,
anh c

,
ua Ai qua các phép t.inh tiến tù,ng d̄ôi m.ôt

không có d̄iê
,
m chung. Chú,ng minh r`̆ang tồn t .ai m.ôt d̄iê

,
m trên m.̆at

ph
,
ăng, không n`̆am trong bất cú, t .âp h .o

,p Ai nào, i = 1, 2, . . . , n.

... 5.14. Trong phần trong c
,
ua m.ôt tam giác d̄ều vó,i c .anh dài 15 d̄o,n

v.i, chúng ta ch .on b`̆ang phu,o,ng pháp bất kỳ 111 d̄iê
,
m. Chú,ng minh

r`̆ang tồn t .ai h̀ınh tròn vó,i d̄u,̀o,ng ḱınh
√

3, mà nó ph
,
u ı́t nhất 3 d̄iê

,
m

trong số nhũ,ng d̄iê
,
m d̄ã ch .on

,
o, trên.

... 5.15. (Ðề thi vô d̄.ich Quốc gia Bungari, 1977) Trong m.ôt nhóm
ngu,̀o,i, hai ngu,̀o,i X và Y g .oi là quen nhau gián tiếp, nếu h .o tr .u

,c
tiếp quen nhau, ho .̆ac là nếu tồn t .ai m.ôt dây truyền nhũ,ng ngu,̀o,i
Z1, Z2, . . . , Zp sao cho X và Z1 quen nhau, Z1 và Z2 quen nhau,...
, Zp và Y quen nhau. Cho biết nhóm d̄ó gồm 134 ngu,̀o,i, còn giũ,a
mỗi nhóm nh

,
o 8 ngu,̀o,i tù, nhóm d̄ã biết ı́t nhất có hai ngu,̀o,i quen

gián tiếp. Chú,ng minh r`̆ang có m.ôt nhóm nh
,
o 12 ngu,̀o,i trong nhóm

ngu,̀o,i d̄ã biết, mà m.oi c .̆ap hai ngu,̀o,i trong nhóm nh
,
o này d̄ều quen

nhau gián tiếp.
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CHU
,
O

,
NG 6

BÀI T .ÂP SỐ H .OC NÂNG CAO

6.1. Ð.inh lý co, b
,
an c

,
ua số h .oc

Trong lý thuyết số h .oc co, s
,
o, có m .ôt d̄.inh lý co, b

,
an:

M.oi số t .u
, nhiên ló,n ho,n m.ôt d̄ều có thê

,
phân t́ıch ra t́ıch các thù,a

số nguyên tố và phân t́ıch d̄ó là duy nhất nếu ta không d̄ê
,
ý d̄ến thú,

t .u
, c

,
ua các thù,a số.

Cho p1, p2, . . . , pn là nhũ,ng số nguyên tố khác nhau. Trong
chu,o,ng này chúng ta xét m.ôt số kết lu .ân về về t .âp h .o

,p M c
,
ua

các số t .u
, nhiên mà nó có thê

,
phân t́ıch ra các thù,a số n`̆am trong

{p1, p2, . . . , pn}. M .oi số x c
,
ua M có thê

,
biê

,
u diễn du,ó,i d .ang

x = pα1
1 pα2

2 . . . pαn
n

,
o, d̄ây α1, α2, . . . , αn là các số nguyên không âm.

6.2. Vı́ d .u
... 6.1. Tù, t .âp h.o

,p M ch.on m.ôt cách bất kỳ 2n + 1 số. Chú,ng minh
r`̆ang tồn t .ai hai số trong t .âp vù,a ch.on mà t́ıch c

,
ua chúng là m.ôt số

ch́ınh phu,o,ng.

Lò,i gi
,
ai. Nh.ân xét r`̆ang m.ôt số t .u

, nhiên x = pα1
1 pα2

2 . . . pαn
n là số

ch́ınh phu,o,ng khi và ch
,
ı khi tất c

,
a các số mũ d̄ều ch˜̆an. Chúng ta
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biê
,
u diễn m.oi số d̄ã ch .on vó,i d .ang

,
o, trên và cho tu,o,ng ú,ng vó,i b .ô

n-số (α1, α2, . . . , αn),
,
o, d̄ây α1, α2, . . . , αn là các số du, c

,
ua các số mũ

tu,o,ng ú,ng α1, α2, . . . , αn khi chia cho 2. Rõ ràng αi = 0 ho .̆ac αi = 1
vó,i m .oi i = 1, 2, . . . , n. V .ây (α1, α2, . . . , αn) là b .ô xếp thú, t .u

, n số gồm
số 0 và 1. Theo lý thuyết tô

,
h .o

,p, tất c
,
a n-b .ô nhu, v .ây có số lu,.o

,ng
là 2n, còn các số ta d̄ang xét có số lu,.o

,ng là 2n + 1. Nhu, v .ây ı́t nhất
có 2 số trong chúng có cùng b .ô s´̆ap xếp gồm số 0 và số 1 giống
nhau. Gi

,
a s

,
u, các số d̄ó là x = pα1

1 pα2
2 . . . pαn

n và y = pβ1
1 pβ2

2 . . . pβn
n vó,i

chúng có (α1, α2, . . . , αn) = (β1, β2, . . . , βn). Ð
,
ăng thú,c sau cùng có

ngh̃ıa là αi = βi, i = 1, 2, . . . , n . Do d̄ó các số mũ αi và βi có cùng
t́ınh ch˜̆an l

,
e nhu, nhau vó,i bất kỳ i = 1, 2, . . . , n. Khi d̄ó α1 + β1,

α2 + β2, . . . , αn + βn, là các số ch˜̆an và theo nh.ân xét ban d̄ầu t́ıch
xy = (pα1

1 pα2
2 . . . pαn

n )(pβ1
1 pβ2

2 . . . pβn
n ) = pα1+β1

1 pα2+β2
2 . . . pαn+βn

n d̄úng
là số ch́ınh phu,o,ng. J

... 6.2. Chú,ng minh r`̆ang giũ,a n + 1 số trong t .âp ho,p M có thê
,
ch.on

d̄u,.o
,c m.ôt vài số mà t́ıch c

,
ua chúng là m.ôt số ch́ınh phu,o,ng.

Lò,i gi
,
ai. Cho x1, x2, . . . , xn là nhũ,ng số bất kỳ c

,
ua M. Vó,i mỗi t .âp

con khác trống {i1, i2, . . . , ik} c
,
ua t .âp h .o

,p {1, 2, . . . n + 1}, chúng ta
xét các xi1 , xi2 , . . . , xik (tất nhiên số này cũng thu .ôc M). Biê

,
u diễn các

số này theo d.ang chuâ
,
n và mỗi t .âp h .o

,p con {i1, i2, . . . , ik} cho tu,o,ng
ú,ng vó,i n-b .ô (α1, α2, . . . , αn) ,

,
o, d̄ây α1, α2, . . . , αn là các số du, c

,
ua

các số mũ tu,o,ng ú,ng α1, α2, . . . , αn khi chia cho 2. Nhu,ng số lu,.o
,ng

nhũ,ng t .âp con khác rỗng c
,
ua {1, 2, . . . , n + 1} là 2n+1 − 1, còn số

lu,.o
,ng các n-b .ô s´̆ap gồm nhũ,ng số 0 và 1 là 2n. Suy ra tồn t .ai nhũ,ng

t .âp h .o
,p con khác trống khác nhau {i1, i2, . . . , ik} và {j1, j2, . . . , jl}

c
,
ua {1, 2, . . . , n+ 1}, mà chúng tu,o,ng ú,ng vó,i cùng m.ôt n-b .ô s´̆ap c

,
ua

nhũ,ng số du,. Ðiều này có ngh̃ıa là nếu xi1 xi2 . . . xik = pα1
1 pα2

2 . . . pαn
n

và xj1 xj2 . . . xjk = pβ1
1 pβ2

2 . . . pβn
n th̀ı các số mũ αi và βi có cùng t́ınh



6.2. V́ı d .u 57

ch˜̆an l
,
e vó,i i = 1, 2, . . . , k. Ðiều này có ngh̃ıa là t́ıch c

,
ua nhũ,ng

số xi1 , xi2 , . . . , xik , xj1 , xj2 , . . . , xjk là ch́ınh phu,o,ng. Nếu {i1, i2, . . . , ik}
và {j1, j2, . . . , jl} không có phần t

,
u, chung, th̀ı bài toán d̄ã d̄u,.o

,c gi
,
ai.

Tru,̀o,ng h .o
,p ngu,.o

,c l .ai, trong P = xi1 xi2 . . . xik xj1 xj2 . . . xjk l .̆ap l .ai d̄úng
nhũ,ng số xs, mà s thu .ôc {i1, i2, . . . , ik} và {j1, j2, . . . , jl}. Chúng ta
lo .ai trù, trong P tất c

,
a các nhũ,ng xs nhu, v .ây và nh.ân d̄u,.o

,c t́ıch c
,
ua

vài số trong số x1, x2, . . . , xn+1 mà nó d̄úng là ch́ınh phu,o,ng. J

... 6.3. Chú,ng minh r`̆ang giũ,a m.oi 3.2n + 1 số tù, t .âp h.o
,p M có thê

,

ch.on d̄u,.o
,c 4 số mà t́ıch c

,
ua chúng là lũy thù,a b .âc bốn c

,
ua m.ôt số.

Lò,i gi
,
ai. V̀ı 3.2n + 1 > 2n + 1 giũ,a nhũ,ng số d̄ã ch .on theo bài 6.1

có hai số mà t́ıch c
,
ua chúng là m .ôt số ch́ınh phu,o,ng. Tách hai số

trên ra th̀ı còn l .ai 3.2n − 1 số và áp d .ung tiếp 6.1 cho hai số nũ,a mà
t́ıch c

,
ua chúng là số ch́ınh phu,o,ng. Chúng ta có thê

,
l .̆ap l .ai quá tr̀ınh

này ı́t nhất
(3.2n − 1)− (2n + 1)

2
= 2n + 1 lần. Gi

,
a s

,
u, chúng ta nh.ân

d̄u,.o
,c 2n + 1 c .̆ap (x1, y1), (x2, y2), . . . , vó,i xiyi là các số ch́ınh phu,o,ng,

i = 1, 2, . . . , 2n + 1. Chú ý r`̆ang theo cách ch .on trên th̀ı các c .̆ap số
(x1, y1), (x2, y2), . . . , (x2n+1, y2n+1) tù,ng d̄ôi m.ôt khác nhau. Ðến d̄ây
suy ra các số

√
x1y1,

√
x2y2, . . . ,

√
x2n+1y2n+1 là nhũ,ng số nguyên và

thu .ôc M. Khi d̄ó áp d .ung m.ôt lần nũ,a 6.1 ch
,
ı ra r`̆ang t́ıch c

,
ua hai số

nào d̄ó trong chúng là ch́ınh phu,o,ng. Nhu, v .ây xiyixjyj = t4 ngh̃ıa là
t́ıch c

,
ua 4 số tù,ng d̄ôi m.ôt khác nhau xi, yi, xj, yj là lũy thù,a b .âc bốn

c
,
ua m.ôt số. J

... 6.4. Cho p là m.ôt số nguyên tố l
,
e và a1, a2, . . . , a p+1

2
là nhũ,ng số t .u

,

nhiên khác nhau nh
,
o ho,n p. Chú,ng minh r`̆ang vó,i m.oi số t .u

, nhiên
r nh

,
o ho,n p, tồn t .ai hai số (có thê

,
b`̆ang nhau) ai và aj, mà t́ıch c

,
ua

chúng khi chia cho p có số du, d̄úng là r.
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Lò,i gi
,
ai. Áp d .ung m.ôt d̄.inh lý trong lý thuyết số co, s

,
o,: Nếu a và b

là hai số nguyên tố cùng nhau, th̀ı tồn t .ai m.ôt số nguyên x sao cho
ax ≡ 1 (mod b).

Vó,i mỗi i = 1, 2, . . . ,
p + 1

2
, các số ai và p là nguyên tố cùng

nhau, v̀ı 1 ≤ ai ≤ p− 1 và p là số nguyên tố. Áp d .ung d̄.inh lý vù,a
phát biê

,
u trên, tồn t .ai các số nguyên b1, b2, . . . , b p+1

2
sao cho vó,i m .oi

i = 1, 2, . . . , p+1
2 các d̄

,
ăng thú,c sau d̄ều th

,
oa mãn

aibi ≡ 1 (mod p) (6.1)

Chúng ta xét dãy số a1, a2, . . . , a p+1
2

, rb1, rb2, . . . , rb p+1
2

. Chúng ta có

tất c
,
a p + 1 số sao cho ı́t nhất hai số trong chúng khi chia cho p

có cùng m.ôt số du,. Theo gi
,
a thiết các số a1, a2, . . . , a p+1

2
khác nhau

hoàn toàn và nh
,
o ho,n p. Suy ra số du, c

,
ua chúng theo môdd un p

là khác nhau. V̀ı r là số nguyên tố cùng nhau vó,i p, nên dễ dàng
chú,ng minh d̄u,.o

,c r`̆ang các số rb1, rb2, . . . , rb p+1
2

cho số du, hoàn toàn

khác nhau khi chia cho p. Ngh̃ıa là ch
,
ı tồn t .ai hai ch

,
ı số i và j sao

cho ai ≡ rbj (mod p). Tù, (6.1) chúng ta nh.ân d̄u,.o
,c aiaj ≡ rbjaj ≡

r.1 ≡ r (mod p). J

... 6.5. Bô
,
d̄ề Tue: Cho n là số t .u

, nhiên ló,n ho,n 1 và a là số nguyên
tố cùng nhau vó,i n. Khi d̄ó tồn t .ai các số nguyên x và y, mà chúng
th

,
oa mãn phu,o,ng tr̀ınh ax ≡ y (mod n) và các bất phu,o,ng tr̀ınh

1 ≤ x ≤ [
√

n], 1 ≤ |y| ≤ [
√

n].

Lò,i gi
,
ai. Chúng ta xét tất c

,
a các số có d .ang au− v,

,
o, d̄ây u và v ch.ay

d̄ .ôc l .âp nhau trong các số 0, 1, 2, . . . , [
√

n]. Số lu,.o
,ng tất c

,
a các số d̄ó

là ([
√

n] + 1)2 . Suy ra số này ló,n ho,n n v̀ı ([
√

n] + 1)2 > (
√

n)2 = n.
B

,
o,i có d̄úng n số du, khác nhau theo môd̄un n, nên tồn t .ai hai c .̆ap

số khác nhau (u1, v1), (u2, v2) tù, các số nguyên sao cho 1 ≤ ui ≤
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[
√

n], 1 ≤ vi ≤ [
√

n], i = 1, 2 và au1 − v1 ≡ au2 − v2 (mod n).
Dễ dàng chú,ng minh d̄u,.o

,c v1 khác v2. Th.ât v .ây, nếu ngu,.o
,c l .ai th̀ı

au1 ≡ au2 (mod n),suy ra u1 ≡ u2 (mod n), do a là số nguyên tố
cùng nhau vó,i n. M .̆at khác, u1, u2 là các số t .u

, nhiên nh
,
o ho,n n. Nhu,

v .ây d̄
,
ăng thú,c sau cùng ch

,
ı có m .ôt kh

,
a năng duy nhất u1 = u2. Do

d̄ó c .̆ap (u1, v1), (u2, v2) trùng nhau, trái vó,i cách ch .on trên. Nhu, v .ây
u1 và u2 cũng ph

,
ai khác nhau. Có thê

,
gi

,
a thiết u1 > u2 mà không

,
anh hu,

,
o,ng d̄ến kết qu

,
a chú,ng minh. Bây giò, ta d̄ .̆at x = u1− u2, y =

v1 − v2. Tù, d̄ó suy ra 1 ≤ x ≤ [
√

n], 1 ≤ |y| ≤ [
√

n] và ax ≡ y
(mod n). J

... 6.6. Áp d .ung bô
,
d̄ề Tue: M.oi số nguyên tố d .ang 4k + 1 có thê

,
biê

,
u

diễn du,́o,i d .ang tô
,
ng b̀ınh phu,o,ng c

,
ua hai số nguyên.

Lò,i gi
,
ai. Chúng ta chú,ng minh kh

,
ăng d̄.inh sau: Nếu p = 4k+ 1 là số

nguyên tố, th̀ı phu,o,ng tr̀ınh x2 ≡ −1 (mod p) có nghi .êm. Th.ât v .ây,
V̀ı p là số nguyên tố, theo d̄.inh lý Wilson, (p− 1)! ≡ −1 (mod p).
Ngoài ra p− 1 ≡ −1 (mod p), p− 2 ≡ −2 (mod p), . . . , p− p+1

2 ≡
p+1

2 (mod p). Suy ra,

−1 ≡ (p− 1)! = 1.2 . . . .
(p− 1)

2
(p + 1)

2

≡ (−11)(−21) . . . (−( p− 1
2

)2)

= (−1)
p−1

2 (1.2 . . .
p− 1

2
)2 = (−1)2k((

p− 1
2

)!)2

= ((
p− 1

2
)!)2 (mod p).

Nhu, v .ây a = (
p− 1

2
)! là nghi .êm c

,
ua phu,o,ng tr̀ınh trên. V̀ı a2 + 1

chia hết cho p nên a là nguyên tố cùng nhau vó,i p. Bây giò, ta áp
d .ung bô

,
d̄ề Tue cho hai số a và p. Tồn t .ai các số nguyên x và y mà
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1 ≤ x ≤ [
√

p], 1 ≤ |y| ≤ [
√

p] và ax ≡ y (mod p). Khi d̄ó a2x2 ≡ y2

(mod p), nhu, v .ây x2 ≡ −y2 (mod p), v̀ı a2 ≡ −1 (mod p). Tù, d̄ó
suy ra x2 + y2 chia hết cho p. M .̆at khác 1 ≤ x2 ≤ p, 1 ≤ y2 ≤ p. Ta
thấy r`̆ang x2 = p và y2 = p không thê

,
xâ

,
y ra v̀ı p là số nguyên tố, suy

ra 0 < x2 + y2 < 2p và v̀ı x2 + y2 chia hết cho p, nên x2 + y2 = p.
J

Chú ý: Tu,o,ng t .u
,, chú,ng minh r`̆ang m.oi số p, sao cho phu,o,ng

tr̀ınh x2 ≡ −2 (mod p) có nghi .êm, d̄ều có thê
,
biê

,
u diễn du,ó,i d .ang

p = x2 + 2y2 vó,i x, y là các số nguyên.

... 6.7. (Ðề thi Toán Olympic quốc tế lần 18 năm 1976) Cho h.ê p
phu,o,ng tr̀ınh vó,i q = 2p â

,
n

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1qxq = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ap1x1 + ap2x2 + · · ·+ apqxq = 0

Tất c
,
a các h.ê số aij thu.ôc t .âp ho,p {−1, 0, 1}. Chú,ng minh r`̆ang tồn t .ai

nghi.êm (x1, x2, . . . , xq) c
,
ua h.ê, mà nó th

,
oa mãn

a) tất c
,
a xj(j = 1, 2, . . . , q) là nhu,ng số nguyên;

b) ı́t nhất có m.ôt j(j = 1, 2, . . . , q) mà xj ≤ 0;

c) vó,i m.oi j(j = 1, 2, . . . , q) ta luôn có xj ≤ q;

Lò,i gi
,
ai. Xét b .ô (x1, x2, . . . , xq) gồm nhũ,ng số nguyên bất kỳ, mà

chúng th
,
oa mãn |x1| ≤ p, |x2| ≤ p, . . . , |xq| ≤ p. B

,
o,i v̀ı tất c

,
a các

h.ê số c
,
ua h.ê phu,o,ng tr̀ınh ch

,
ı là -1,0 ho .̆ac 1, vó,i vi .êc thay các â

,
n

x1, x2, . . . , xq chúng ta nh.ân d̄u,.o
,c giá tr.i c

,
ua mỗi phu,o,ng tr̀ınh n`̆am

trong kho
,
ang [−pq, pq]. Th.ât v .ây, vó,i mỗi i = 1, 2, . . . , p chúng ta

có |ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ aiqxq| ≤ |x1|+ |x2|+ · · ·+ |xq| ≤ pq. Suy
ra, nếu thay nhũ,ng â

,
n trong tất c

,
a phu,o,ng tr̀ınh c

,
ua h.ê tu,o,ng ú,ng
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vó,i x1, x2, . . . , xq sẽ nh.ân d̄u,.o
,c b .ô p số nguyên (y1, y2, . . . , yp). Tất

c
,
a nhũ,ng số này d̄ều n`̆am trong kho

,
ang [−pq, pq]. Trong kho

,
ang

này có d̄úng 2pq + 1 số nguyên. Suy ra giũ,a nhũ,ng b .ô s´̆ap xếp
p phần t

,
u, nhu,

,
o, trên có (2pq + 1)p b .ô xếp khác nhau. M.̆at khác

số lu,.o
,ng nhũ,ng b .ô xếp q-phần t

,
u, (x1, x2, . . . , xq) mà |xj| ≤ p

vó,i j = 1, 2, . . . q, là (2p + 1)q. Dễ thấy r`̆ang tù, q = 2p suy ra
(2p + 1)q > (2pq + 1)p. Theo nguyên lý Ðirichlê tồn t .ai hai b .ô q-
số nguyên (x′1, x′2, . . . , x′q) và (x′′1 , x′′2 , . . . , x′′q ) khác nhau mà chúng
th

,
oa mãn |x′j| ≤ p, |x′′j | ≤ p vó,i j = 1, 2, . . . q và sau khi thế vào

h.ê phu,o,ng tr̀ınh cho cùng m.ôt b .ô p số nguyên (y1, y2, . . . , yp). Ð .̆at
x1 = x′1− x′′1 , x2 = x′2− x′′2 , . . . , xq = x′q− x′′q . Rõ ràng (x1, x2, . . . , xq)

là nghi .êm c
,
ua h.ê phu,o,ng tr̀ınh và xj là các số nguyên vó,i m .oi

j = 1, 2, . . . , q. V̀ı (x′1, x′2, . . . , x′q) và (x′′1 , x′′2 , . . . , x′′q ) là hai b .ô q số
hoàn toàn khác nhau, th̀ı ı́t nhất m.ôt trong các số xj khác không.
Cuối cùng vó,i m .oi j = 1, 2, . . . , q chúng ta có |xj| = |x′j − x′′j | ≤
|x′j|+ |x′′j | ≤ p + p = 2p = q. Nhu, v .ây (x1, x2, . . . , xq) là nghi .êm c

,
ua

h.ê phu,o,ng tr̀ınh có t́ınh chất mong muốn. J

... 6.8. (Ðề thi Toán Olympic quốc tế lần 28 năm 1987) Cho
x1, x2, . . . , xn là nhũ,ng số th .u

,c và x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n = 1. Chú,ng minh

r`̆ang vó,i mỗi số nguyên k, k ≥ 2, tồn t .ai nhũ,ng số nguyên a1, a2, . . . , an

không d̄ồng thò,i b`̆ang không sao cho |ai| ≤ k − 1, i = 1, 2, . . . , n và
th

,
oa mãn bất phu,o,ng tr̀ınh sau |a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn| ≤ (k−1)

√
n

kn−1

Lò,i gi
,
ai. Chúng ta s

,
u, d .ung bất d̄

,
ăng thú,c Cosi-Buniakovski-Svars

|α1β1 + |α2β2 + · · ·+ |αnβn| ≤
√

α2
1 + · · ·+ α2

n

√
β2

1 + · · ·+ β2
n

, d̄us ng vó,i m .oi số th .u
,c α1, α2, . . . αn, β1, β2, . . . , βn. Dấu b`̆ang xâ

,
y ra

khi và ch
,
ı khi tồn t .ai m.ôt số λ sao cho α1 = λβ1, α2 = λβ2 . . . , αn =

λβn.
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Bây giò, chúng ta xét các số y0 = − k−1
2 , y1 = − k−1

2 + 1, . . . ,
yk−1 = − k−1

2 + (k− 1) = k−1
2 Số lu,.o

,ng c
,
ua chúng là k và hi .êu tù,ng

c .̆ap trong chúng là nhũ,ng số nguyên, mà giá tr.i tuy.êt d̄ối c
,
ua nó

không quá k− 1. Mỗi b .ô s´̆ap xếp n-thành phần β = (b1, b2, . . . , bn),,
o, d̄ây bi là m .ôt số nào d̄ó trong y1, y2, . . . , yn vó,i m .oi i = 1, 2, . . . , n,
chúng ta d̄ .̆at tu,o,ng ú,ng vó,i m .ôt số Sβ = b1x1 + b2x2 + · · ·+ bnxn.
Tù, bất d̄

,
ăng thú,c Cosi

Sβ = b1x1 + b2x2 + · · ·+ bnxn

≤
√

b2
1 + b2

2 + · · ·+ b2
n

√
x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

n

=
√

b2
1 + b2

2 + · · ·+ b2
n

Nhu,ng |bi| ≤ k−1
2 vó,i m .oi i = 1, 2, . . . , n sao cho

|Sβ| ≤
√

b2
1 + b2

2 + · · ·+ b2
n ≤

k− 1
2
√

n

ho .̆ac là − k−1
2
√

n ≤ Sβ ≤ k−1
2
√

n. Theo phu,o,ng pháp này n-b .ô β =

(b1, b2, . . . , bn),
,
o, d̄ây bi là m .ôt trong các số y0, y1, . . . , yk−1 vó,i m .oi

i = 1, 2, . . . , n, d̄u,.o
,c d̄ .̆at tu,o,ng ú,ng vó,i m .ôt số Sβ = b1x1 + b2x2 +

· · ·+ bnxn trong d̄o .an ∆ = [− k−1
2
√

n, k−1
2
√

n]. Số lu,.o
,ng n-b .ô d̄u,.o

,c
s´̆ap xếp là kn. Chia ∆ ra kn − 1 d̄o .an nh

,
o vó,i d̄ .ô dài k−1

kn−1
√

n. Tù,

nguyên lý Ðirichlê suy ra tồn t .ai hai n-b .ô β = (b1, b2, . . . , bn) và
γ = (c1, c2, . . . , cn), mà nhũ,ng số Sβ = b1x1 + b2x2 + · · · + bnxn

và Sγ = c1x1 + c2x2 + · · · + cnxn tu,o,ng ú,ng vó,i chúng n`̆am trong
cùng m.ôt d̄o .an nh

,
o. Ð .̆at a1 = b1 − c1,a2 = b2 − c2, . . . , an = bn −

cn. Dễ kiê
,
m tra d̄u,.o

,c a1, a2.., an th
,
oa mãn d̄iều ki .ên d̄ã cho. Th.ât

v .ây, vó,i m .oi i = 1, 2, . . . , n số ai = bi − ci là hi .êu c
,
ua hai số nào

d̄ó trong y0, y1, . . . , yk−1 nhu, d̄ã nói
,
o, trên và là số nguyên không

vu,.o
,t quá k − 1. V̀ı hai n-b .ô trên khác nhau hoàn toàn th̀ı ı́t nhất

m.ôt trong các số ai = bi − ci khác không. Ngoài ra, |b1x1 + b2x2 +
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· · ·+ bnxn| = |x1(b1− c1)+ x2(b2− c2)+ · · ·+ xn(bn− cn)| = |Sβ−
Sγ| ≤ k−1

kn−1
√

n. J

... 6.9. Chú,ng minh r`̆ang mỗi b .ô gồm 11 số th .u
,c khác nhau trong

kho
,
ang [1,1000] có thê

,
ch.on d̄u,.o

,c hai số x và y, mà chúng th
,
oa mãn

bất d̄
,
ăng thú,c sau

0 < x− y < 3 3
√

xy (6.2)

Lò,i gi
,
ai. Chúng ta xét căn b.âc ba c

,
ua các số trong b .ô số d̄ã cho

x1, x2, . . . , x11 Tù, d̄iều ki .ên d̄ã cho suy ra 1 ≤ 3
√

xi ≤ 10, i =

1, 2, . . . , 11. Chúng ta chia kho
,
ang [1,10] ra mu,̀o,i phần b`̆ang nhau.

Khi d̄ó, có ı́t nhất m.ôt trong hai số 3
√

x1, 3
√

x2, . . . , 3
√

x11 n`̆am trong
cùng m.ôt d̄o .an nh

,
o. Nếu các số d̄ó là 3

√
xi và 3

√xj, i 6= j và xi > xj,
chúng ta có

0 < 3
√

xi − 3
√

xj ≤
9

10
< 1. (6.3)

Nhu, v .ây, 0 < ( 3
√

xi − 3
√xj)

3 < 1, kết h .o
,p vó,i (6.3) ta có 0 < xi −

xj < 1 + 3 3
√xixj( 3

√
xi − 3
√xj) < 1 + 3 3

√xixj. J

Chú ý: Bài toán không còn d̄úng vó,i b .ô 10 số th .u
,c trong kho

,
ang

[1,1000]. Ph
,
an v́ı d .u: b .ô số 13, 23, . . . , 103. nếu i 6= j và i > j chúng

ta có (i − j)3 ≥ 1, nhu, v .ây i2 + ij + j2 ≥ 1 + 3ij. Ngh̃ıa là i − j =
(i− j)(i2 + ij + j2) ≥ 1 + 3ij. d̄

,
ăng thú,c xâ

,
y ra khi i = j + 1.

... 6.10. Cho 7 số th .u
,c bất kỳ. Chú,ng minh r`̆ang giũ,a chúng có thê

,

ch.on d̄u,.o
,c hai số, ch

,
ăng h .an x và y, sao cho

0 ≤ x− y
1 + xy

≤
√

3
3

.

Lò,i gi
,
ai. Các số d̄ã cho ký hi .êu là x1, x2, . . . , x7. M .uc d̄́ıch c

,
ua chúng

ta là biê
,
u diễn m.oi số du,ó,i d .ang xi = tg αi,

,
o, d̄ây αi là m .ôt số

trong kho
,
ang (−π

2
,

π

2
), i = 1, 2, . . . , 7. Chúng ta chia d̄o .an này ra
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sáu d̄o .an con có d̄ .ô dài b`̆ang nhau, ngh̃ıa là b`̆ang
π

6
. Dễ dàng thấy

r`̆ang ı́t nhất có hai số trong α1, α2, . . . , α7 cùng n`̆am trong m.ôt d̄o .an
coni d̄ó. Nếu chúng ta ký hi .êu các số d̄ó là αi và αj, αi ≥ αj, th̀ı tù, d̄ó
suy ra 0 ≤ αi − αj ≤ π

6 . V̀ı hàm số tg là tăng trong kho
,
ang (−π

2 , π
2 ),

suy ra

0 ≤ tg(αi − αj) =
tg αi − tg αj

1 + tg αi tg αj
=

xi − xj

1 + xixj
≤ tg

π

6
=

√
3

3
.

J

Chú ý: B`̆ang cách gi
,
ai c

,
ua hai bài t .âp này chúng ta có thê

,
sáng

t .ao ra m.ôt lo .at bài toán tu,o,ng t .u
,, mà vó,i cách gi

,
ai b̀ınh thu,̀o,ng khó

mà gi
,
ai quyết d̄u,.o

,c.

6.3. Bài t .âp
... 6.11. (Ðề thi Toán Olympic quốc tế lần 26 năm 1985). Cho t .âp
h .o

,p M gồm 1985 số t .u
, nhiên, không có số nào có u,ó,c số ló,n ho,n

26. Chú,ng minh r`̆ang tù, nhũ,ng phần t
,
u, c

,
ua M có thê

,
ch .on d̄u,.o

,c 4
số tù,ng d̄ôi m.ôt khác nhau mà t́ıch c

,
ua chúng là lũy thù,a b .âc 4 c

,
ua

m.ôt số nguyên. (kết lu .ân d̄úng vó,i t .âp h .o
,p gồm 3.29 + 1 = 1537 số

mà nhũ,ng u,ó,c số c
,
ua chúng không quá 23).

... 6.12. Cho bốn số du,o,ng bất kỳ. Chú,ng minh r`̆ang có hai số trong
bốn số d̄ó, ch

,
ăng h.an x và y, th

,
oa mãn bất phu,o,ng tr̀ınh sau

0 ≤ x− y
1 + x + y + 2xy

≤ 2−
√

3.

... 6.13. Chú,ng minh r`̆ang m.ôt số t .u
, nhiên có thê

,
biê

,
u diễn thành

tô
,
ng b̀ınh phu,o,ng c

,
ua hai số nguyên khi và ch

,
ı khi, trong phân t́ıch

ra d.ang ch́ınh t´̆ac c
,
ua nó, các thù,a số nguyên tố d .ang 4k + 3 d̄ều có

số mũ ch˜̆an.
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... 6.14. Chú,ng minh r`̆ang tù, k + 1 số, mà chúng nh
,
o ho,n 2k, luôn

luôn có thê
,
ch .on d̄u,.o

,c hai số mà t
,
y số c

,
ua chúng là m .ôt lũy thù,a

c
,
ua 2.

... 6.15. Cho n là m .ôt số l
,
e. Chú,ng minh r`̆ang tù, (n − 1)2 + 1 số

nguyên bất kỳ có thê
,
ch .on d̄u,.o

,c n số sao cho tô
,
ng c

,
ua chúng chia

hết cho n.
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CHU
,
O

,
NG 7

BÀI T .ÂP DẪY SỐ NÂNG CAO

7.1. Vı́ d .u
... 7.1. Cho dãy Fibonaxi u1 = u2 = 1, un = un−1 + un−2. Vó,i m.oi số
nguyên du,o,ng m, th̀ı giũ,a nhũ,ng số h .ang tù, d̄ầu dẫy d̄ến số h .ang thú,

m2 − 1 tồn t .ai m.ôt số h .ang chia hết cho m.

Lò,i gi
,
ai. Chúng ta ký hi .êu k là phần du, c

,
ua số k cho m. Chúng ta

xét các c .̆ap phần du, c
,
ua dãy Fibonaxi khi chia cho m:

(u1, u2).(u2, u3), (u3, u4), . . . , (un, un+1), . . . (7.1)

Nếu chúng ta qui d̄.inh hai c .̆ap (a1, b1) và (a2, b2) là b`̆ang nhau khi
a1 = b1 và a2 = b2, th̀ı số tất c

,
a kh

,
a năng c

,
ua các c .̆ap phần du,

khi chia cho m là m2. V̀ı thế chúng ta lấy m2 + 1 số h .ang d̄ầu tiên
c

,
ua dãy (7.1) th̀ı trong chúng ph

,
ai có hai c .̆ap trùng nhau,( theo

nguyên lý Ðirichlê ) và tù, d̄ó các c .̆ap sau l .̆ap l .ai. Gi
,
a s

,
u, c .̆ap (uk, uk+1)

là c .̆ap d̄ầu tiên l .̆ap l .ai trong (7.1). Chúng ta sẽ chú,ng minh r`̆ang
c .̆ap này b`̆ang c .̆ap (1, 1). Th.ât v .ây, gi

,
a s

,
u, ngu,.o

,c l .ai, ngh̃ıa là c .̆ap
d̄ầu tiên l .̆ap l .ai là (uk, uk+1), vó,i k > 1. Khi d̄ó chúng ta sẽ t̀ım
d̄u,.o

,c trong (7.1) m.ôt c .̆ap (ul , ul+1), (l > k), mà nó b`̆ang (uk, uk+1)

. Nhu, v .ây ul−1 = ul+1 − ul và uk−1 = uk+1 − uk, do ul+1 = uk+1 và
ul = uk, nên phần du, c

,
ua ul−1 và uk−1 khi chia cho m cũng b`̆ang

nhau, ngh̃ıa là ul−1 = uk−1. Tù, d̄ó suy ra (uk−1, uk) = (ul−1, ul), v .ây
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c .̆ap (uk−1, uk)n`̆am trong dãy (7.1) tru,ó,c c
,
a (uk, uk+1). Ðiều d̄ó nói

lên r`̆ang (uk, uk+1) không ph
,
ai c .̆ap l .̆ap l .ai d̄ầu tiên, trái vó,i gi

,
a thiết

d̄ .̆at ra. Ngh̃ıa là k > 1 không thê
,
x

,
ay ra, v .ây k = 1.

Nhu, v .ây c .̆ap (1, 1) là c .̆ap d̄ầu tiên l .̆ap l .ai trong (7.1). Gi
,
a s

,
u, nó

l .̆ap l .ai t lần (1 < t < m2 + 1). ho .̆ac là (ut, ut+1) = (1, 1). Ngh̃ıa là ut

và ut+1 khi chia cho m cho phần du, cùng là 1, v .ây hi .êu c
,
ua chúng

chia hết cho m. Nhu,ng ut+1 − ut = ut−1. Nhu, v .ây số h .ang thú, t− 1
c

,
ua dãy Fibonaxi sẽ chia hết cho m. J

... 7.2. Gi
,
a s

,
u,a và x là các số t .u

,nhiên th .u
,c s .u

,ló,n ho,n 1 và (x, a− 1) =
1. Dãy số vô h .an {un} d̄u,.o

,c xác d̄.inh nhu, sau

un = axn − a + 1, n = 1, 2, . . .

Chú,ng minh r`̆ang trong dãy số nói trên chú,a vô h .an số d̄ôi m.ôt nguyên
tố cùng nhau.

Lò,i gi
,
ai. Gi

,
a thiết ph

,
an chú,ng trong dãy số ch

,
ı có hũ,u h.an số

ui1 , ui2 , . . . , uik d̄ôi m.ôt nguyên tố cùng nhau.

Ð .̆at q = ui1 ui2 . . . uik . Xét (q + 1) số sau a, ax, ax2, . . . , axq. Theo
nguyên lý Ðirichlê tồn t .ai hai số nguyên r, s sao cho 0 ≤ r < s ≤ q
và

axr ≡ axs (mod q) =⇒ axr − axs ≡ 0 (mod q) hay

axr(1− xs−r) ≡ 0 (mod q) (7.2)
Theo gi

,
a thiết ta có (x, a− 1) = 1, nên suy ra

(axr, uij) = 1, ∀j = 1, 2, . . . , k. (7.3)

Tù, (7.3) suy ra

(axr, q) = 1. (7.4)
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Tù, (7.2) và (7.4) có xs−r ≡ 1 (mod q) =⇒ xs−r = lq + 1 vó,i l ∈ N.
Xét số uik+j = axs−r − a + 1. V .ây

uik+j = a(lq + 1)− a + 1 = qal + 1. (7.5)

Tù, (7.5) ta có

(uik+j , uij) = 1, ∀j = 1, 2, . . . , k. (7.6)

H.ê thú,c (7.6) chú,ng t
,
o r`̆ang luôn có thê

,
bô

,
sung thêm vào b .ô số

q = ui1 ui2 . . . uik các số mó,i, mà b .ô số này vẫn th
,
oa mãn d̄iều ki .ên:

bất kỳ hai số nào cũng nguyên tố cùng nhau. Ðiều này có ngh̃ıa là
trong dãy {un} d̄ã cho có vô h.an số d̄ôi m.ôt nguyên tố cùng nhau.

J

... 7.3. Cho {un} là dãy các số t .u
,nhiên tăng dần: u1 < u2 < u3 < . . .

và th
,
oa mãn d̄iều ki.ên u1 = 1, un+1 ≤ 2n, vó,i m.oi n là số t .u

, nhiên.
Chú,ng minh r`̆ang vó,i m.oi số t .u

, nhiên n tồn t .ai các số h .ang up và uq

c
,
ua dãy sao cho up − uq = n.

Lò,i gi
,
ai. Gi

,
a s

,
u, n ∈ N là số t .u

, nhiên cho tru,ó,c. Tù, gi
,
a thiết suy ra

mỗi số h .ang u1, u2, . . . , un+1 không vu,.o
,t quá 2n. Xét t .âp h .o

,p 2n số
t .u

, nhiên sau {1, 2, . . . , 2n}. Chúng ta chia t .âp h .o
,p này ra làm n c .̆ap

(1, n + 1), (2, n + 2), . . . , (n, 2n). Do t .âp h .o
,p trên chú,a không ı́t ho,n

(n+ 1) phần t
,
u, c

,
ua dãy {un} d̄ã cho (v̀ı nói riêng u1, u2, . . . , un+1 d̄ã

thu .ôc t .âp h .o
,p ấy), v .ây theo nguyên lý Ðirichlê tồn t .ai hai số h .ang

khác nhau up và uq c
,
ua dãy thu .ôc vào m.ôt c .̆ap ( gi

,
a s

,
u, up > uq).

Nhu,ng hi .êu số c
,
ua mỗi c .̆ap d̄ều b`̆ang n, nên chúng ta có up−uq = n.

J

... 7.4. Cho {uk}, k = 1, 2, . . . , n là dãy số t .u
, nhiên sao cho

1 ≤ u1 ≤ u2 ≤ . . . ≤ un và u1 + u2 + · · ·+ un = 2n
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Chú,ng minh r`̆ang nếu n ch˜̆an và un 6= n+ 1, th̀ı tù,dãy trên luôn ch.on
ra d̄u,.o

,c m.ôt dãy con mà tô
,
ng các số h .ang c

,
ua dãy con d̄ó b`̆ang n.

Lò,i gi
,
ai. Ð.̆at Sk = u1 + u2 + · · ·+ uk, k = 1, 2, 3, . . . , n. Xét n + 2 số

{0, u1 − un, S1, S2, . . . , Sn} Theo nguyên lý Ðirichlê th̀ı ı́t nhất hai số
khi chia cho n có cùng phần du,. V .ây, ch

,
ı có 4 kh

,
a năng sau d̄ây:

1) (u1 − un) chia hết cho n.

Do u1 + u2 + · · ·+ un ≥ nu1 =⇒ 2n ≥ nu1 =⇒ u1 ≤ 2

a) Nếu u1 = 2 th̀ı tù, 1 ≤ u1 ≤ u2 ≤ . . . ≤ un và u1 + u2 + · · ·+
un = 2n suy ra u1 = u2 = . . . = un = 2. Do n ch˜̆an nên n = 2m v.ây
u1 + u2 + · · ·+ um = 2m = n

b) Nếu u1 < 2 th̀ı tù, u1 − un chia hết cho n, suy ra un = 1 ho .̆ac
là un = 1 + n ( do u1 nguyên nên u1 = 1 và 1 ≤ un ≤ 2n suy ra
d̄u,.o

,c kết lu .ân trên). Nhu,ng un 6= n + 1 suy ra un = 1. M .̆at khác
1 ≤ u1 ≤ u2 ≤ . . . ≤ un v.ây th̀ı u2 = u3 = . . . = un−1 = 1. Suy ra
u1 + u2 + · · ·+ un = n, vô lý.

Nhu, v .ây trong tru,̀o,ng h .o
,p này, ta ch

,
ı ra tồn t .ai dãy con u1, u2

, . . . , um sao cho u1 + u2 + · · ·+ um = n vó,i m =
n
2

.

2) Sj − Si, (j > i) chia hết cho n.

Ta có Sj − Si = ui+1 + ui+2 + · · ·+ uj. Rõ ràng vế ph
,
ai c

,
ua d̄

,
ăng

thú,c trên có ı́t nhất m.ôt số h .ang mà uk ≥ 1, ∀k = 1, 2, . . . , n, suy ra
Sj − Si ≥ 1. M.̆at khác cũng hi .êu trên nếu không d̄

,
u các phần t

,
u, c

,
ua

dãy th̀ı bao giò, ta cũng có Sj − Si < u1 + u2 + · · ·+ un ≤ 2n− 1.
Do d̄ó cuối cùng ta có 1 ≤ Sj − Si < u1 + u2 + · · ·+ un ≤ 2n− 1
mà Sj − Si chia hết cho n. d̄iều này ch

,
ı xâ

,
y ra khi Sj − Si = n ho .̆ac

là ui+1 + ui+2 + · · ·+ uj = n.

3) Si chia hết cho n.
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Ta có 1 ≤ Si ≤ Sn−1 = 2n− un < 2n mà Si chia hết cho n, suy
ra Si = n ho .̆ac là u1 + u2 + · · ·+ ui chia hết cho n.

4) Sk và u1 − un cho cùng phần du, khi chia cho n, vó,i k nào
d̄ó, 1 ≤ k ≤ n − 1. Suy ra Sk − (u1 − un)|n =⇒ (u2 + u3 + · · · +
uk + un)|n. Mà u2 + u3 + · · · + uk + un ≤ 2n − u1 < 2n. Suy ra
u2 + u3 + · · ·+ uk + un = n.

Tóm l .ai luôn luôn ch .on d̄u,.o
,c dãy con mà tô

,
ng c

,
ua chúng b`̆ang

n. J

... 7.5. Cho dãy số nguyên u1, u2, . . . , un vó,i n ≥ 2. Chú,ng minh r`̆ang
tồn t .ai dãy con uk1 , uk2 , . . . , ukm trong d̄ó 1 ≤ k1 < k2 < . . . < km ≤ n
sao cho u2

k1
+ u2

k2
+ · · ·+ u2

km
chia hết cho n.

Lò,i gi
,
ai. Xét (n + 1) số

0, u2
1, u2

1 + u2
2, u2

1 + u2
2 + u2

3, . . . , u2
1 + u2

2 + · · ·+ u2
n

Chia các số này cho n, th̀ı chúng cho nhiều nhất n số du,. Theo
nguyên lý Ðirichlê tồn t .ai hai số cho cùng số du,, gi

,
a s

,
u, d̄ó là u2

1 +

u2
2 + · · · + u2

j và u2
1 + u2

2 + · · · + u2
k(0 ≤ j < k ≤ n). Có ngh̃ıa

là số (u2
1 + u2

2 + · · · + u2
j ) − (u2

1 + u2
2 + · · · + u2

k) chia hết cho n.

Ho .̆ac là uj+1 + uj+2 + · · ·+ uk chia hết cho n. Dãy con ph
,
ai t̀ım là

uj+1, uj+2, . . . , uk. J

... 7.6. Cho dãy Fibonaxi 1, 2, 3, 5, 8,. . . .Ð .̆at f (n) = 19852 +

1956n2 + 1960 Chú,ng minh r`̆ang tồn t .ai vô h .an số h .ang uk c
,
ua dãy

Fibonaxi, sao cho f (uk)|1989

Lò,i gi
,
ai. Ð.̆at h(n) = 4n2 + 33n+ 29 =⇒ h(n) = 1989(n2 + n+ 1)−

f (n). Tù, d̄ó suy ra f (n)|1989⇐⇒ h(n)|1989.
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Xét dãy số {vn} sau d̄ây, trong d̄ó{
v0 = −1, v1 = 1

vn+1 = vn + vn+1, n = 1, 2, . . .

Nói cách khác dãy {vn} là dãy sinh ra b
,
o,i dãy Fibonaxi {un} :

1, 1, 2, 3, 5, . . . b`̆ang cách thêm vào tru,ó,c dãy này ba số h .ang -1, 1, 0.

G .oi ri là phần du, trong phép chia vi cho 1989(i = 0, 1, 2, . . .).
Nhu, v .ây ta có 0 ≤ r ≤ 1988. Xét dãy các c .̆ap số sau d̄ây

(r0, r1), (r1, r2), (r2, r3), . . . .

V̀ı mỗi c .̆ap ri ch
,
ı nh.ân m.ôt trong 1989 giá tr.i, v .ây số các c .̆ap khác

nhau tối d̄a là 19892. Tù, d̄ó theo nguyên lý Ðirichlê th̀ı trong 19892 +

1 c .̆ap d̄ầu tiên ı́t nhất có hai c .̆ap trùng nhau. Gi
,
a s

,
u, hai c .̆ap ấy là

(rp, rp+1), (rp+q, rp+q+1), p, q ∈ N

Ðiều ấy có ngh̃ıa là rp = rp+1, rp+q = rp+q+1. Theo cách xác d̄.inh
dãy, ta có

vp−1 = vp+1 − vp =⇒ rp−1 = rp+1 − rp
Tu,o,ngt .u

,, ta có

vp+q−1 = vp+q+1 − vp+q =⇒ rp+q−1 = rp+q+1 − rp+q

Tù, d̄ó suy ra rp−1 = rp+q−1. Tu,o,ngt .u
,, ta có

rp−2 = rp+q−2

. . . . . . .

r2 = rq+2

r1 = rq+1

r0 = rq

Tù, r0 = rq, r1 = rq+1 và vn+1 = vn + vn+1 suy ra ri = ri+q, ∀i =

0, 1, 2, . . .. Do v.ây r0 = rq = r2q = r3q = . . . = rkq, ∀k ≥ 1, suy
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ra h(vkq) = 1989.A + h(−1) = 1989.A. Nhu,ng ∀k = 1, 2, 3 . . . vkq

d̄ều là số Fibonaxi suy ra có vô số số h .ang vkq c
,
ua dãy Fibonaxi mà

f (vkq)|1989. J

... 7.7. Cho dãy số {un} xác d̄.inh nhu, sau

u1 = 20, u2 = 100, và un+1 = 4un + 5un−1 − 1976, n = 1, 2, . . .

Chú,ng minh r`̆ang tồn t .ai ı́t nhất m.ôt số c
,
ua dãy số chia hết cho 1996.

Lò,i gi
,
ai. Ð.̆at un = 1996pn + qn, ∀n = 1, 2, . . . trong d̄ó pn, qn là các

số nguyên và 0 ≤ qn ≤ 1995. Xét dãy số

(q1, q2), (q2, q3), . . . , (qn, qn+1), . . .

V̀ı dãy này vô h.an mà số các số qi là hũ,u h.an nên tồn t .ai hai số
t .u

, nhiên l, m ( gi
,
a s

,
u, m > l) sao cho (ql , ql+1) = (qm, qm+1) hiê

,
u

theo ngh̃ıa ql = qm và ql+1 = qm+1. Chúng ta sẽ chú,ng minh r`̆ang
ql−1 = qm−1. Th.ât v .ây,

5(um−1 − ul−1) = (um+1 − 4um + 1976)− (ul+1 − 4ul + 1976)

= (um+1 − ul+1)− 4(um − ul) (7.7)

Do uk = 1996pk + qk, nên tù, (7.7) có

5(um−1 − ul−1) = 1996(pm+1 − pl+1)− (qm+1 − ql+1)−

− 4[1996(pm − pl)− (qm − ql)] (7.8)
Thay nhũ,ng giá tr.i b`̆ang nhau vào ((7.8) ta d̄i d̄ến

5(um−1 − ul−1) = 1996[(pm+1 − pl+1)− 4(qm − ql)] (7.9)

Tù, (7.9) suy ra 5(um−1− ul−1)|1996, mà (5, 1996) = 1 =⇒ (um−1−
ul−1)|1996 =⇒ 1996(pm−1 − pl−1) + (qm−1 − ql−1)|1996

=⇒ (qm−1 − ql−1)|1996. (7.10)
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Do 0 ≤ qm−1 ≤ 1995, 0 ≤ ql−1 ≤ 1995

=⇒ −1995 ≤ qm−1 − ql−1 ≤ 1995 (7.11)

Tù, (7.10) và (7.11) suy ra (qm−1 − ql−1) = 0 hay qm−1 = ql−1.
Tu,o,ng t .u

, chúng ta cũng có thê
,
d̄i d̄ến qm−2 = ql−2 và cú, tiếp t .uc

nhu, thế d̄i d̄ến

q2 = q2 + (m− 1) và q1 = q1 + (m− l) (7.12)

Ta chú,ng minh r`̆ang um−l ch́ınh là số h .ang c
,
ua dãy mà chia hết cho

1996. Th.ât v .ây theo cách xác d̄.inh dãy, ta có

5um−l = um−l+2 − 4um−l+1 + 1976

= 1996pm−l+2 + qm−l+2 − 4(1996pm−l+1 + qm−l+1) + 1996

= 1996(pm−l+2 + 4pm+l+1) + (qm−l+2 + 4qm−l+1) + 1996

Thay (7.12) vào d̄
,
ăng thú,c trên ta có

5um−l = 1996(pm−l+2 − 4pm−l+1) + (q2 − 4q1) + 1996. (7.13)

Do
u1 = 20 =⇒ u1 = 0.1996 + 20 =⇒ q1 = 20

u2 = 100 =⇒ u2 = 0.1996 + 100 =⇒ q2 = 100
V.ây tù, (7.13) suy ra

5um−l = 1996(pm−l+2 − 4pm−l+1) + 1996. (7.14)

Do pm−l+2 và pm−l+1 là số nguyên, v .ây tù, (7.14) suy ra 5um−l |1996
mà (5, 1996) = 1 suy ra um−l |1996. J

... 7.8. Cho dãy số t .u
, nhiên u1, u2, . . . , un+1 sao cho 1 ≤ u1 < u2 <

. . . < un+1 ≤ 2n . Chú,ng minh r`̆ang tồn t .ai hai số t .u
, nhiên i và j sao

cho uj chia hết cho ui, (j > i).

Lò,i gi
,
ai. Ký hi .êu vi là u,ó,c số l

,
e ló,n nhất c

,
ua ui tu,o,ng ú,ng, ngh̃ıa là

ui = 2pi .vi , vó,i vi l
,
e và số t .u

, nhiên pi nào d̄ó (i = 1, 2, . . . , n + 1).
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Do 1 ≤ u1 < u2 < . . . < un+1 ≤ 2n suy ra vó,i m .oi i = 1, 2, . . . , n + 1
ta có vi < 2n . Xét (n + 1) số l

,
e v1, v2, . . . , vn+1. Các số l

,
e này d̄ều

du,o,ng và nh
,
o ho,n 2n. nên số lu,.o

,ng c
,
ua chúng b`̆ang n. V .ây theo

nguyên lý Ðirichlê tồn t .ai hai số i, j sao cho 1 ≤ i < j ≤ n + 1 mà
vi = vj. Theo cách d̄ .̆at trên th̀ı ui = 2pi vi và uj = 2pj vj. Nhu,ng
ui < uj suy ra 2pi vi < 2pj vj, mà vi = vj. Suy ra 2pi < 2pj . Do pi, pj là
các số nguyên du,o,ng nên 2pj chia hết cho 2pi . Ngh̃ıa là uj chia hết
cho ui. J

... 7.9. (Ðề thi Toán Olympic Quốc tế lần thú, 13) Dãy số {un}, n =

2, 3, 4, . . . xác d̄.inh nhu, sau un = 2n− 3. Chú,ng minh r`̆ang dãy số này
chú,a m.ôt t .âp vô h .an các phần t

,
u,, sao cho bất kỳ hai số nào c

,
ua t .âp

h.o
,p này cũng nguyên tố cùng nhau.

Lò,i gi
,
ai. Ta chú,ng minh b`̆ang quy n.ap. Gi

,
a thiết d̄ã xây d .u

,ng d̄u,.o
,c

k phần t
,
u, c

,
ua dãy

u1 = 2n1 − 3, u2 = 2n2 − 3, . . . , uk = 2nk − 3

mà vó,i m .oi i 6= j, th̀ı (uj, ui) = 1, vó,i 1 ≤ i, j ≤ k,
,
o, d̄ây 2 = n1 <

n2 < . . . < nk.

Chúng ta sẽ xây d .u
,ng số uk+1 = 2nk+1 − 3 nguyên tố cùng nhau

vó,i các số u1, u2, . . . , uk b`̆ang cách sau d̄ây: Ð .̆at l = u1.u2 . . . uk. Xét
(l + 1) số 20, 21, . . . 2l Khi chia các số này cho l ta d̄u,.o

,c m.ôt t .âp h .o
,p

gồm l số du,. V .ây theo nguyên lý Ðirichlê có ı́t nhất hai số cho ta
cùng phần du,. Gi

,
a s

,
u, hai số d̄ó là 2r và 2s, (s > r). Bây giò, ch .on số p

sao cho pl = 2r − 2s = 2s(2r−s − 1). Do l là số l
,
e nên 2s không chia

hết cho l . M .̆at khác (2r, 2r−s) = 1 suy ra (2r−s − 1) chia hết cho l.
Ðiều này ngh̃ıa là tồn t .ai số t .u

, nhiên q sao cho 2r−s − 1 = ql, suy ra
2r−s+2 − 3 = 4.2r−s − 3 = 4(ql + 1)− 3 = 4ql + 1.
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Ð.̆at uk+1 = 2r−s+2 − 3 = ql. Do uk+1 = 4ql + 1 và l =

u1.u2 . . . uk, suy ra uk+1 > uk.

Do uk+1 = 4ql + 1, suy ra (uk+1, 1) = 1. Do d̄ó (uk+1, ui) = 1 vó,i
m .oi i = 1, 2, . . . , k.

Nhu, v .ây khi d̄ã xây d .u
,ng d̄u,.o

,c dãy con u1, u2, . . . , uk th
,
oa mãn

d̄iều ki .ên d̄ầu bài, th̀ı sẽ xây du,.o
,ng d̄u,.o

,c dãy con mó,i u1, u2, . . . , uk,
uk+1 cũng có t́ınh chất ấy. Theo nguyên lý qui n .ap chúng ta xây d .u

,ng
d̄u,.o

,c dãy con vô h.an u1, u2, . . . , un, . . . . c
,
ua dãy d̄ã cho có t́ınh chất:

Bất cú, c .̆ap phần t
,
u, nào c

,
ua dãy con ấy cũng nguyên tố cùng nhau.

J

... 7.10. Cho u1 và u2 là hai số nguyên du,o,ng nguyên tố cùng nhau.
Dãy số {un} xác d̄.inh vó,i u1, u2 là hai số h .ang d̄ầu tiên, còn khi n =

2, 3, . . . ta xác d̄.inh
un+1 = unun−1 + 1

Chú,ng minh r`̆ang vó,i m.oi i > 1 tồn t .ai j > i sao cho uj chia hết cho
ui.

Lò,i gi
,
ai. Lấy i > 1 tùy ý, và p là u,ó,c số nguyên tố c

,
ua ui. Xây d .u

,ng
dãy số {vn} nhu, sau {

0 ≤ vn ≤ p− 1
vn ≡ un (mod p)

Ta cũng có vn+1 = vnvn−1 + 1 (mod p), ∀n = 2, 3 . . . V̀ı các c .̆ap
(vn, vn−1) là vô h.an, mà vn ch

,
ı nh.ân hũ,u h.an giá tr.i suy ra {vn}

ph
,
ai là dãy tuần hoàn tù, m .ôt lúc nào d̄ó. Ta cần chú,ng minh r`̆ang

tồn t .ai số nguyên du,o,ng kp > 0 sao cho

vi+kp = 0. (7.15)

Xét hai kh
,
a năng sau
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1) Gi
,
a s

,
u, dãy {vn} tuần hoàn tù, vs vó,i chu kỳ T, trong d̄ó s > i.

Ta có

vs+1 = vsvs−1 + 1 = vs+T+1 = vs+Tvs+T−1 + 1 (mod p)

vsvs−1 = vs+Tvs+T−1 (mod p). (7.16)

a) Nếu vs = vs+T ≡ 0 (mod p), th̀ı vs = vs+T = 0, do 0 ≤ vn ≤
p− 1, ∀n. Khi d̄ó ch

,
ı vi .êc ch .on kp = s− i, Suy ra vi+kp = vs = 0,

v .ây (7.15) d̄úng.

b) Nếu vs = vs+T 6= 0, th̀ı tù, (7.16) có vs−1 = vs+T−1. Suy ra
{vn} tuần hoàn không ph

,
ai b´̆at d̄ầu tù, vs d̄iều này mâu thuẫn vó,i

cách ch .on s.Kh
,
a năng này không xâ

,
y ra.

Tóm l .ai h.ê thú,c (7.15) d̄úng trong tru,̀o,ng h .o
,p 1).

2) Nếu s ≤ i th̀ı h .ê thú,c (7.15) hiê
,
n nhiên d̄úng. Ta có vi+1 ≡

ui+1 (mod p) ≡ uiui−1 + 1 (mod p) v.ây vi ≡ ui (mod p) nhu,ng
do p là u,ó,c nguyên tố c

,
ua ui suy ra vi ≡ 0 (mod p), nhu, v .ây vi+1 ≡

1 (mod p) hay là vi+1 = 1.

Tu,o,ngt .u
,, do vi+kp = 0 suy ra vi+kp+1 = 1. Nhu, v .ây suy ra {vn}

cũng tuần hoàn vó,i chu kỳ kp tú,c là vó,i m .oi l nguyên du,o,ng, ta có

vi+l.kp = 0. (7.17)

Ngh̃ıa là ui+l.kp chia hết cho p.

Nhu, v .ây vó,i m .oi u,ó,c nguyên tố p c
,
ua ui ta xây d .u

,ng d̄u,.o
,c số kp

sao cho (7.17) d̄úng.

G .oi m là b .ôi số chung nh
,
o nhất c

,
ua tất c

,
a các số kp, theo (7.3)

suy ra vi+lm = 0 vó,i m .oi l nguyên du,o,ng. Suy ra ui+lm chia hết cho
tất c

,
a các u,ó,c số nguyên tố c

,
ua ui. Tú,c là ui+lm chia hết cho ui vó,i

m .oi số nguyên du,o,ng l. Lấy j = i + lm, ta có d̄iều ph
,
ai chú,ng minh.

J
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7.2. Bài t .âp
... 7.11. Nếu ba số nguyên tố th .u

,c s .u
, ló,n ho,n 3 l .âp thành m.ôt cấp

số c .ông th̀ı công sai c
,
ua chúng chia hết cho 6.

... 7.12. cho f (n) là hàm xác d̄.inh trên t .âp các số nguyên du,o,ng nhu,

sau: nếu n = a1a2 . . . ak, th̀ı f (n) = (a1 + a2 + · · ·+ ak)
1998. Vó,i mỗi

số nguyên du,o,ng n, l .âp dãy vô h.an ui(n), i = 1, 2, . . . nhu, sau

ui(n) = f ( f (. . . f (n)i lần f︸ ︷︷ ︸
Chú,ng minh r`̆ang vó,i m .oi n nguyên du,o,ng, tồn t .ai p sao cho dãy
ui(n), i = p, p + 1, . . . là dãy tuần hoàn.

... 7.13. Cho u1, u2, . . . , un là dãy số tùy ý gồm n số h .ang. Chú,ng
minh r`̆ang luôn luôn tŕıch d̄u,.o

,c m.ôt dãy con sao cho nếu g .oi S là
tô

,
ng các phần t

,
u, c

,
ua dãy con ấy, th̀ı S khác vó,i số nguyên gần nhất

m.ôt lu,.o
,ng không vu,.o

,t quá
1

n + 1
.

... 7.14. Chú,ng minh r`̆ang nếu nhũ,ng số nguyên a và m nguyên tố
cùng nhau, th̀ı tồn t .ai m.ôt số t .u

, nhiên n mà t́ıch na chia cho m cho
số du, 1.
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8.1. T .âp trù m .ât

Trên d̄u,̀o,ng th
,
ăng th .u

,c chúng ta thu,̀o,ng quan tâm tó,i khái ni .êm
m.ôt kho

,
ang (m.ôt d̄o .an th

,
ăng), ta có thê

,
hiê

,
u m.ôt kho

,
ang trên

d̄u,̀o,ng th
,
ăng th .u

,c là t .âp h .o
,p tất c

,
a các số th .u

,c n`̆am giũ,a hai d̄iê
,
m

d̄ã cho. Nhu, v .ây hai d̄iê
,
m d̄ê

,
xác d̄.inh m.ôt kho

,
ang có thê

,
n`̆am trong

ho .̆ac n`̆am ngoài kho
,
ang d̄ó ; d̄ây là xuất phát c

,
ua khái ni .êm d̄óng,

m
,
o,,..

,
o, ngành gi

,
ai t́ıch, gi

,
ai t́ıch hàm trong toán h .oc cao cấp. Nhu,ng

,
o, d̄ây ta không quan tâm d̄iều d̄ó, mà ch

,
ı quan tâm tó,i các khái

ni .êm sau d̄ây vó,i quan d̄iê
,
m kiến thú,c so, cấp. Vó,i a, b là số th .u

,c, ký
hi .êu [a,b] là kho

,
ang d̄u,.o

,c t́ınh c
,
a hai d̄iê

,
m d̄ầu a, b và g .oi là kho

,
ang

d̄óng. Kho
,
ang m

,
o, d̄u,.o

,c ký hi .êu là (a, b), không lấy hai d̄iê
,
m d̄ầu

a, b. Ngoài ra ta còn xét kho
,
ang n

,
u,a d̄óng (n

,
u,a m

,
o, ) do vi .êc ta ch

,
ı

lấy m.ôt trong hai d̄iê
,
m d̄ầu a ho .̆ac b,v́ı d .u nhu, [a, b) ho .̆ac (a, b]. M .ôt

kho
,
ang trong t .âp số th .u

,c g .oi là suy thoái nếu nó ch
,
ı là m .ôt d̄iê

,
m

(tú,c là khi hai d̄iê
,
m d̄ầu trùng nhau).

M.ôt t .âp h .o
,p A c

,
ua số th .u

,c g .oi là trù m.ât, nếu m.oi kho
,
ang

không suy thoái d̄ều chú,a m .ôt số phần t
,
u, c

,
ua A.

M.ôt v́ı d .u dễ thấy là t .âp h .o
,p số hũ,u t

,
y gồm các số có thê

,
biê

,
u

diễn nhu, m.ôt thu,o,ng c
,
ua hai số nguyên và t .âp h .o

,p số vô t
,
y gồm
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,c vó,i t .âp trù m.ât

nhú,ng số không ph
,
ai là số hũ,u t

,
y d̄ều là nhũ,ng t .âp trù m.ât trong

t .âp số th .u
,c.

Ngu,̀o,i ta còn m
,
o, r .ông khái ni .êm trù m.ât cho m.ôt kho

,
ang trên

d̄u,̀o,ng th
,
ăng th .u

,c. Cho ∆ là m .ôt kho
,
ang bất kỳ trên d̄u,̀o,ng th

,
ăng

th .u
,c. Chúng ta g .oi t .âp h .o

,p B gồm nhũ,ng số th .u
,c là trù m.ât trong

∆, nếu vó,i m .oi kho
,
ang con không suy thoái c

,
ua ∆ d̄ều chú,a nhũ,ng

phần t
,
u, c

,
ua B. Rõ ràng t .âp h .o

,p các số hũ,u t
,
y trù m.ât trong m.oi

kho
,
ang; và t .âp h .o

,p các số vô t
,
y cũng có t́ınh chất ấy.

Nhũ,ng ký hi .êu hay d̄u,.o
,c dùng: vó,i m .oi số th .u

,c x, ký hi .êu [x] là
số nguyên ló,n nhất không vu,.o

,t quá x, {x} là số x− [x]; [x] và {x}
g .oi là phần nguyên và phần th.âp phân c

,
ua số x. Tù, d̄.inh ngh̃ıa có

thê
,
thấy ngay 0 ≤ x − [x] < 1. Ðê

,
hiê

,
u rõ ho,n khái ni .êm trù m.ât

trong phần này ta xét m.ôt lo .at bài toán có liên quan và cách s
,
u, d .ung

nguyên lý Ðirichlê d̄ê
,
chú,ng minh d̄inh lý co, b

,
an Kronecker.

8.2. Vı́ d .u
... 8.1. Nếu m.ôt t .âp h.o

,p A c
,
ua số th .u

,c là trù m.ât và r là số th .u
,c khác

không, th̀ı t .âp h.o
,p gồm tất c

,
a t́ıch số {ra} vó,i a ch .ay trong A cũng là

t .âp trù m.ât.

Lò,i gi
,
ai. Có hai tru,̀o,ng h .o

,p xâ
,
y ra: r > 0 và r < 0. V̀ı cách chú,ng

minh hoàn toàn tu,o,ng t .u
, nên ta ch

,
ı xét tru,̀o,ng h .o

,p d̄ầu. Cho x và

y là hai số th .u
,c và x < y. Khi d̄ó

x
r
<

y
r

và theo gi
,
a thiết A là t .âp

trù m.ât, th̀ı tồn t .ai phần t
,
u, a thu .ôc A sao cho

x
r
< a <

y
r

. Suy ra

x < ar < y. Nhu, v .ây m.oi kho
,
ang m

,
o, (x, y) chú,a số d .ang ra vó,i a

thu .ôc A. J

... 8.2. (Ð.inh lý Kronecker) Vó,i m.oi số vô t
,
y α, t .âp h.o

,p tất c
,
a các số có
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d .ang mα + n là t .âp trù m.ât,
,
o, d̄ây m và n là nhũ,ng số nguyên bất kỳ.

Lò,i gi
,
ai. Cần ph

,
ai chú,ng minh r`̆ang m.oi kho

,
ang không suy thoái

∆ chú,a nhũ,ng d̄iê
,
m d.ang mα + n. Chúng ta chia kho

,
ang [0,1] ra

thành m.ôt số hũ,u h.an kho
,
ang con ∆1, ∆2, . . . , ∆k mà d̄ .ô dài c

,
ua mỗi

kho
,
ang con nh

,
o ho,n d̄ .ô dài c

,
ua ∆. Chú ý r`̆ang vó,i m .oi số a tồn t .ai

m.ôt số nguyên n, sao cho số a + n n`̆am trong kho
,
ang [0,1]. Suy ra

vó,i m .oi số nguyên m có thê
,
cho tu,o,ng ú,ng vó,i m .ôt số d .ang mα + n,

mà nó n`̆am trong kho
,
ang [0,1]. Nhu,ng d̄o .an th

,
ăng [0,1] d̄u,.o

,c chia
ra hũ,u h.an kho

,
ang nh

,
o. Suy ra tồn t .ai nhũ,ng số nguyên m, m1, n, n1,

vó,i m 6= m1 và nhũ,ng số mα + n và m1α + n1 n`̆am trong cùng m.ôt
kho

,
ang nh

,
o ∆i. Do d̄ó kho

,
ang cách giũ,a hai d̄iê

,
m này nh

,
o ho,n d̄ .ô

dài c
,
ua ∆. Chúng ta cũng thấy không thê

,
xâ

,
y ra mα+ n = m1α+ n1,

v̀ı tù, d̄
,
ăng thú,c này suy ra α =

n1 − n
m−m1

mà l .ai là m .ôt số hũ,u t
,
y, trái

vó,i gi
,
a thiết.

Nhu, v .ây chúng ta kh
,
ăng d̄.inh r`̆ang số (m−m1)α+(n− n1) khác

không và có giá tr.i tuy.êt d̄ối nh
,
o ho,n ∆. Tù, d̄ó suy ra m.ôt số u,ó,c số

c
,
ua nó, cũng có d .ang mα + n, sẽ n`̆am trong kho

,
ang ∆. J

... 8.3. Cho α là m.ôt số vô t
,
y du,o,ng. Khi d̄ó t .âp h.o

,p tất c
,
a số có d .ang

mα− n là t .âp trù m.ât,vó,i m và n là nhũ,ng số t .u
, nhiên bất kỳ.

Lò,i gi
,
ai. Kết lu .ân c

,
ua bài này m.anh ho,n d̄.inh lý trên v̀ı nó kh

,
ăng

d̄.inh m.ôt t .âp số th .u
,c nh

,
o ho,n t .âp mô t

,
a trong d̄ij nh lý d̄ó cũng trù

m.ât.

Cho kho
,
ang không suy thoái ∆ n`̆am

,
o, bên ph

,
ai số không và có

d̄ .ô dài ε > 0. Không
,
anh hu,

,
o,ng d̄ến kết qu

,
a chú,ng minh có thê

,
gi

,
a

thiết ε < 1. Ngoài ra ta có thê
,
ch .on số t .u

, nhiên k sao cho k ≥ ε

α
. Tù,

8.1 và 8.2 suy ra t .âp các số kpα + kq vó,i p và q là các số nguyên bất
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kỳ, là t .âp trù m.ât. Ngh̃ıa là tồn t .ai các số nguyên p và q th
,
oa mãn

0 < kpα + kq < ε. (8.1)

Chúng ta sẽ ch
,
ı ra r`̆ang giũ,a nhũ,ng c .̆ap số nguyên (p, q) trong (8.1)

có nhũ,ng c .̆ap mà p > 0. Th.ât v .ây, tru,̀o,ng h .o
,p p = 0 không thê

,
xâ

,
y

ra v̀ı tù, (8.1) suy ra 0 < kq < ε, mâu thuẫn vó,i d̄iều ta d̄ã biết là kq
là số nguyên và ε < 1. Do v.ây ch

,
ı còn ph

,
ai chú,ng minh cho tru,̀o,ng

h .o
,p p < 0. Trong tru,̀o,ng h .o

,p này số có d .ang kpsα + kqt vó,i s, t là
nhũ,ng số nguyên bất kỳ, t .ao thành t .âp trù m.ât. Tù, (8.1) suy ra tồn
t .ai số nguyên s và t sao cho

0 < kpsα + kqt < kpα + kq. (8.2)

Nếu s < 0, th̀ı kps > 0 và chú,ng minh l .ai d̄úng. V̀ı thế ta ch
,
ı xét

s ≥ 0. Tù, (8.1) và (8.2) suy ra

0 < kp(1− s)α + kq− kpt < ε. (8.3)

V̀ı vó,i s = 0 bất d̄
,
ăng thú,c (8.2) không thê

,
xâ

,
y ra, nên s > 0. Nhu,ng

b
,
o,i v̀ı s là số nguyên, th̀ı tù, s > 0 suy ra s ≥ 1. T .ai v̀ı ((8.3) không

thê
,
xâ

,
y ra vó,i s = 1, tù, bất d̄

,
ăng thú,c cuối cùng l .ai suy ra s > 1.

Nhu, v .ây kp(1− s) > 0. Ðiều d̄ó có ngh̃ıa là tồn t .ai các số nguyên p
và q th

,
oa mãn (8.1) và p > 0. Tù, (8.1) suy ra

kq < ε− kpα < ε− p
ε

α
α = ε(1− p) ≤ 0

V.ây kq < 0. Theo cách này (8.1) d̄u,.o
,c d̄u,a về d .ang 0 < mα− n < ε,

,
o, d̄ây m và n là nhũ,ng số t .u

, nhiên. B
,
o,i v̀ı ε là d̄ .ô dài c

,
ua∆, tù, bất

d̄
,
ăng thú,c cuối cùng suy ra m.ôt u,ó,c số nào d̄ó c

,
ua mα− n, cũng có

d .ang này, sẽ n`̆am trong ∆. Tu,o,ng t .u
, cũng chú,ng minh d̄u,.o

,c khi ∆
n`̆am

,
o, bên trái số không. J

... 8.4. Cho α là số vô t
,
y bất kỳ. Khi d̄ó t .âp h.o

,p nhũ,ng số d .ang {αn},
vó,i n là số t .u

, nhiên bất kỳ, là t .âp trù m.ât trong kho
,
ang (0,1).
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Lò,i gi
,
ai. Cần ph

,
ai chú,ng minh r`̆ang m.oi kho

,
ang con không suy

biến (a, b) c
,
ua (0,1) chú,a số có d .ang {αn} vó,i m .ôt số t .u

, nhiên
n nào d̄ó. Chúng ta chú,ng minh cho tru,̀o,ng h .o

,p khi α là m .ôt số
du,o,ng. Theo bài 8.3 nhũ,ng số có d .ang nα−m vó,i n, m là các số t .u

,

nhiên, t .ao thành t .âp trù m.ât. Ngh̃ıa là tồn t .ai nhũ,ng số t .u
, nhiên

m và n th
,
oa mãn 0 ≤ a < nα− m < b < 1. Nhu,ng tù, d̄.inh ngh̃ıa

[αn] suy ra 0 ≤ nα − [nα] < 1. Chúng ta nh.ân d̄u,.o
,c hi .êu hai số

nguyên m và [nα] th
,
oa mãn −1 < m − [nαm] < 1, d̄iều này ch

,
ı

xâ
,
y ra khi m− [nαm] = 0, do d̄ó m = [nα]. Tù, (8.1) ch

,
ı ra r`̆ang số

{nα} = nα− [nα] n`̆am trong kho
,
ang (a, b). Vó,i α > 0, chúng ta d̄ã

chú,ng minh xong.

Tru,̀o,ng h .o
,p α < 0. Khi d̄ó −α > 0 và tù, bài 8.3 suy ra tồn t .ai

nhũ,ng số t .u
, nhiên m và n, th

,
oa mãn −1 ≤ −b < n(−α) − m <

−a ≤ 0. Nhân các vế vó,i -1 chúng ta nh.ân d̄u,.o
,c 0 ≤ a < nα−m <

b ≤ 1. Nhu, v .ây dễ dàng t́ınh ra m = −[nα] và {nα} n`̆am trong
kho

,
ang (a, b). J

... 8.5. T.âp h.o
,p tất c

,
a các số d .ang {log n} vó,i n là số t .u

, nhiên bất kỳ
là t .âp trù m.ât trong (0,1).

Lò,i gi
,
ai. Chúng ta có thê

,
chú,ng minh m

,
o, r .ông ho,n m.ôt chút: t .âp

h .o
,p các số d .ang {n log 2} vó,i n là số t .u

, nhiên bất kỳ, là t .âp trù m.ât
trong (0,1).

Ðê
,
d̄ .at m .uc d̄́ıch này chúng ta chú,ng minh log 2 là m .ôt số vô

t
,
y. Th.ât v .ây, trong tru,̀o,ng h .o

,p ngu,.o
,c l .ai th̀ı tồn t .ai hai số t .u

, nhiên

p và q, mà log 2 =
p
q

, ngh̃ıa là 2 = 10

p
q . Lũy thù,a d̄

,
ăng thú,c cuối

cùng vó,i q chúng ta nh.ân d̄u,.o
,c 2q = 2p.5p. Ðiều này trái d̄.inh lý

co, b
,
an c

,
ua số h .oc về vi .êc phân t́ıch ra thù,a số nguyên tố. Nhu, v .ây
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log 2 th .u
,c s .u

, là m .ôt số vô t
,
y. Áp d .ung 8.4 suy ra t .âp các số có d .ang

{n log 2} là trù m.ât trong (0,1).

M .̆at khác, theo t́ınh chất c
,
ua logarit, log 2n = n log 2 vó,i m .oi

n = 1, 2, . . . J

... 8.6. Cho m là số nguyên, n là số nguyên không âm. T .âp h.o
,p tất c

,
a

các số có d .ang
m
2n là t .âp trù m.ât.

Lò,i gi
,
ai. Do các bài toán trên, chúng ta ch

,
ı cần chú,ng minh r`̆ang

t .âp h .o
,p số d .ang

3m

2n vó,i m, n là nhũ,ng số nguyên du,o,ng, là trù m.ât

trong kho
,
ang (0,+∞). Ðiều d̄ó có ngh̃ıa là vó,i m .oi c .̆ap số du,o,ng

a, b(a < b) tồn t .ai nhũ,ng số t .u
, nhiên m và n th

,
oa mãn a <

3m

2n < b.

Sau khi logarit hóa c .̆ap bất d̄
,
ăng thú,c này theo co, số 2, chúng ta

nh.ân d̄u,.o
,c c .̆ap bất d̄

,
ăng thú,c tu,o,ng d̄u,o,ng log2 a < m log2 3− n <

log2 b. Cách chú,ng minh tu,o,ng t .u
, nhu, 8.5 cho thấy log2 3 là vô t

,
y.

Khi d̄ó d̄.inh lý Kronecker ch
,
ı ra r`̆ang trong d̄o .an (log2 a, log2 b) chú,a

số có d .ang {m log2 3− n}. J

... 8.7. T.âp h.o
,p tất c

,
a các số h .ang c

,
ua dãy xác d̄.inh b`̆ang công thú,c

xn =
n

10[log n]+1
, n = 1, 2, 3 . . ., là trù m.ât trong kho

,
ang (

1
10

, 1).

Lò,i gi
,
ai. Lấy hai số th .u

,c a và b sao cho
1
10
≤ a < b ≤ 1. Cần ph

,
ai

chú,ng minh r`̆ang tồn t .ai số t .u
, nhiên n, th

,
oa mãn a <

n
10[log n]+1

<

b. Sau khi logarit hóa bất d̄
,
ăng thú,c trên vó,i co, số 10 chúng ta

nh.ân d̄u,.o
,c bất d̄

,
ăng thú,c tu,o,ng d̄u,o,ng 1 + log a < log n− [log n] =

{log n} < 1 + log b. Nhu,ng kho
,
ang m

,
o, vó,i các d̄ầu mút 1 + log a

và 1 + log b rõ ràng n`̆am trong kho
,
ang (0, 1). Ðiều này gi

,
ai th́ıch t .ai

sao tồn t .ai m.ôt số t .u
, nhiên n th

,
oa mãn bất d̄

,
ăng thú,c sau cùng, b

,
o,i
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v̀ı theo 8.5 t .âp h .o
,p các số có d .ang {log n} là trù m.ât trong (0, 1).

Nhu, v .ây th̀ı a < xn < b, d̄iều ta cần chú,ng minh. J

... 8.8. Chú,ng minh r`̆ang tồn t .ai vô h .an nhũ,ng số lũy thù,a c
,
ua 2, mà

khi viết theo co, số 10 chúng luôn luôn b´̆at d̄ầu b`̆ang 8975.

Lò,i gi
,
ai. M.ôt số 2m b´̆at d̄ầu b`̆ang nhóm số 8975 khi và ch

,
ı khi vó,i

m .ôt số t .u
, nhiên n nào d̄ó, nhũ,ng d̄

,
ăng thú,c sau d̄u,.o

,c th
,
oa mãn

8975.10n ≤ 2m < 8976.10n. Nhu, cách gi
,
ai các bài tru,ó,c chúng ta

logarit hóa bất d̄
,
ăng thú,c trên và nh.ân d̄u,.o

,c các bất d̄
,
ăng thú,c tu,o,ng

d̄u,o,ng log 8975 ≤ m log 2− n < log 8976. T .ai v̀ı log 2 là m .ôt số vô
t
,
y, nên nhũ,ng số có d .ang m log 2− n vó,i n, m là nhũ,ng số t .u

, nhiên
t .ao thành m.ôt t .âp trù m.ât. Ðiều này có ngh̃ıa là tồn t .ai vô số c .̆ap số
t .u

, nhiên m và n th
,
oa mãn các bất d̄

,
ăng thú,c sau cùng, suy ra cũng

th
,
oa mãn các bất d̄

,
ăng thú,c tru,ó,c d̄ó. Chú ý bài toán còn d̄úng khi

thay co, số hai b`̆ang co, số 10 c
,
ua logarit và số 8975 có thê

,
thay b`̆ang

m.ôt tô
,
h .o

,p số bất kỳ, chú,ng minh d̄iều này dành cho b.an d̄ .oc. J

... 8.9. Vó,i m.oi số t .u
, nhiên n, ký hi.êu xn là chũ, số d̄ầu tiên c

,
ua

số 2n (trong cách viết vó,i co, số 10). Chú,ng minh r`̆ang dãy số
x1, x2, . . . , xn, . . . không ph

,
ai là dẫy tuần hoàn.

Lò,i gi
,
ai. Gi

,
a s

,
u, ngu,.o

,c l .ai là tồn t .ai nhũ,ng số nguyên du,o,ng k và
d sao cho xk = xk+d = xk+2d = . . . = xk+nd = . . . Nói cách khác
2k, 2k+d, 2k+2d, . . . , 2k+nd, . . . có cùng chũ, số d̄aah u tiên trong cách
viết vó,i co, số 10. Bầy giò, chúng ta kh

,
ăng d̄.inh r`̆ang m.oi số t .u

, nhiên
N có thê

,
biê

,
u diễn du,ó,i d .ang N = 10log N = 10[log N]+{log N} =

10[log N].10{log N}. V̀ı 0 ≤ {log N} < 1, nên 1 ≤ 10{log N} < 10, suy
ra chũ, số d̄ầu tiên c

,
ua N trùng vó,i phần nguyên c

,
ua c

,
ua số 10{log N}.

Ðến d̄ây suy ra tồn t .ai m.ôt chũ, số s, 1 ≤ s ≤ 9, th
,
oa mãn bất d̄

,
ăng
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thú,c sau: s ≤ 10{log 2k+nd} < s + 1 vó,i n = 0, 1, 2, . . .. Sau khi logarit
hóa d̄

,
ăng thú,c trên chúng ta có log s ≤ {(k + nd) log 2} < log(s +

1). Ðiều này ngh̃ıa là tất c
,
a các số có d .ang {(k + nd) log 2}, n =

0, 1, 2, . . . n`̆am trong kho
,
ang [log s, log(s+ 1)). Dễ dàng chú,ng minh

r`̆ang t .âp h .o
,p nhũ,ng số này trù m.ât trong d̄o .an (0,1). Ðiều d̄ó trái

vó,i kết lu .ân : tồn t .ai t .âp con m
,
o, c

,
ua d̄o .an (0,1) không có d̄iê

,
m

chung vó,i [log s, log(s + 1)). Nhu, v .ây d̄iều gi
,
a s

,
u, ngu,.o

,c l .ai là sai. J

... 8.10. Hãy t̀ım trong d̄o .an th
,
ăng [0, π], tất c

,
a số th .u

,c t th
,
oa mãn

bất phu,o,ng tr̀ınh cos nt ≥ cos t vó,i m.oi số t .u
, nhiên n.

Lò,i gi
,
ai. - Chúng ta sẽ chú,ng minh r`̆ang nếu t có t́ınh chất d̄ã nêu

trong bài toán th̀ı t
,
y số

t
π

là m .ôt số hũ,u t
,
y. Th.ât v .ây gi

,
a s

,
u,

t
π

là

số vô t
,
y. Khi d̄ó t 6= π ; Không mất t́ınh tô

,
ng quát chúng ta có thê

,

gi
,
a thiết r`̆ang 0 ≤ t < π. V̀ı

t
2π

là số vô t
,
y du,o,ng, theo d̄.inh lý

Kronecker tồn t .ai nhũ,ng số t .u
, nhiên m và n, th

,
oa mãn bất phu,o,ng

tr̀ınh
t

2π
< m

t
2π
− n < 1− t

2π
, hay là t < mt− 2nπ < 2π − t. Tù,

t́ınh chất c
,
ua hàm cos trong d̄o .an [0, 2π] chúng ta suy ra cos mt =

cos(mt− 2nπ) < cos t. Ðiều này trái vó,i cách ch .on t, do v.ây t
,
y số

t
π

là số hũ,u t
,
y.

Nhu, v .ây t có thê
,
biê

,
u diễn du,ó,i d .ang t =

p
q

2π,
,
o, d̄ây p và q là

nhũ,ng số nguyên tố cùng nhau và 0 ≤ p ≤ q (t .ai v̀ı 0 ≤ t ≤ 2π ).

Nếu q là số ch˜̆an, th̀ı n =
q
2

là số t .u
, nhiên và ngoài ra p là số l

,
e, v̀ı p

và q là nguyên tố cùng nhau. V̀ı v .ây cos t ≤ cos nt = cos pπ = −1,
tù, d̄ó suy ra cos t = −1 và t = π. Rõ ràng π th

,
oa mãn tất c

,
a các

d̄iều ki .ên d̄ã cho.

Chúng ta ch
,
ı còn ph

,
ai xét tru,̀o,ng h .o

,p q là số l
,
e. Có thê

,
chú,ng
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minh r`̆ang vó,i m .oi n = 1, 2, . . . cos nt b`̆ang m.ôt số nào d̄ó trong dẫy
sau d̄ây

1 = cos 0.
2π

q
, cos 1.

2π

q
, cos 2.

2π

q
, . . . , cos((q− 1)

2π

q
). (8.4)

Th.ât v .ây, nếu n = sq+ r,
,
o, d̄ây 0 ≤ r ≤ q− 1, th̀ı cos nt = cos(sqt+

rt) = cos(2psπ + rt) = cos rt. Nếu q = 2k + 1 là m .ôt số l
,
e, th̀ı số

nh
,
o nhất trong (8.4) là các số cos

k
2k + 1

2π và cos
k + 1

2k + 1
2π. Lấy

t =
p

2k + 1
2π, 0 ≤ t ≤ π, có t́ınh chất mong muốn, chúng ta sẽ

chú,ng minh khi d̄ó p = k. Ðê
,
d̄ .at m .uc d̄́ıch này ch

,
ı cần ch

,
ı ra r`̆ang

tồn t .ai m.ôt số nguyên du,o,ng n mà cos nt = cos
k

2k + 1
2π. Th.ât v .ây:

v̀ı 2k + 1 và p là nhũ,ng số nguyên tố cùng nhau tồn t .ai nhũ,ng số
nguyên m và n th

,
oa mãn 0 ≤ n ≤ 2k + 1 và (2k + 1)m + pn = k. Tù,

d̄
,
ăng thú,c sau cùng suy ra 2mπ + nt =

k
2k + 1

2π. Suy ra cos nt =

cos
k

2k + 1
2π. Dễ dàng thấy r`̆ang nhũ,ng số có d .ang

k
2k + 1

2π và

k + 1
2k + 1

2π, k = 0, 1, 2, . . . là nghi .êm c
,
ua bài toán. Kết lu .ân cuối cùng

là nhũ,ng giá tr.i c
,
ua t ph

,
ai t̀ım là t = π và

k
2k + 1

2π,
k + 1

2k + 1
2π, vó,i

k = 0, 1, 2 . . . . . . J

8.3. Bài t .âp
... 8.11. Cho a, b, c là nhũ,ng số th .u

,c sao cho [an] + [bn] = [cn] vó,i
m .oi số t .u

, nhiên n. Chú,ng minh r`̆ang ı́t nhất m.ôt trong các số a, b là
nguyên.

... 8.12. Cho α là m .ôt số hũ,u t
,
y. Chú,ng minh r`̆ang t .âp h .o

,p các số có
d .ang {αn}, n = 1, 2, . . . không trù m.ât trong kho

,
ang (0, 1).



88 Chu,o,ng 8. Số th .u
,c vó,i t .âp trù m.ât

... 8.13. Chú,ng minh r`̆ang vó,i m .ôt số vô t
,
y bất kỳ α và m.ôt số hũ,u t

,
y

bất kỳ β, t .âp h .o
,p số có d .ang {αn + β}, n = 1, 2, . . . là trù m.ât trong

kho
,
ang (0, 1).

... 8.14. Chú,ng minh r`̆ang t .âp h .o
,p số d .ang {

√
n} vó,i n là số t .u

, nhiên
là t .âp trù m.ât trong kho

,
ang (0,1).



CHU
,
O

,
NG 9

NHŨ
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9.1. Xấp x
,
ı m .ôt số th .u

,c
... 9.1. Cho x là m.ôt số th .u

,c, còn n là m.ôt số t .u
, nhiên. Khi d̄ó tồn t .ai

nhũ,ng số nguyên p và q th
,
oa mãn 1 ≤ q ≤ n và∣∣∣∣x− p

q

∣∣∣∣ ≤ 1
nq

. (9.1)

Lò,i gi
,
ai. Chúng ta xét nhũ,ng số kx− [kx](k = 0, 1, 2, . . . , n). Chúng

gồm n+ 1 số và n`̆am trong kho
,
ang [0, 1]. Chúng ta chia kho

,
ang [0, 1]

ra n kho
,
ang con b`̆ang nhau ∆1, ∆2, . . . , ∆n và d̄ .ô dài c

,
ua mỗi kho

,
ang

này b`̆ang
1
n

. Theo nguyên lý Ðirichlê tồn t .ai hai số khác nhau k và l

n`̆am trong 0, 1, 2, . . . , n, sao cho nhũ,ng số kx− [kx] và lx− [lx] n`̆am
trong cùng m.ôt kho

,
ang con thú, m. Do d̄ó kho

,
ang cách giũ,a chúng

không quá
1
n

, tú,c là |kx− [kx]− (lx− [lx])| ≤ 1
n

, hay là

|(k− l)x− ([kx]− [lx])| ≤ 1
n

. (9.2)

B
,
o,i v̀ı k 6= l, không

,
anh hu,

,
o,ng d̄ến kết qu

,
a chú,ng minh ta có thê

,

gi
,
a thiết r`̆ang k > l. B

,
o,i v̀ı ngoài ra còn có 0 ≤ k ≤ n, 0 ≤ l ≤ n,

nên 1 ≤ k− l ≤ n. Ta d̄ .̆at q = k− l và p = [kx]− [lx]. Khi d̄ó p và q
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là nhũ,ng số nguyên và th
,
oa mãn 1 ≤ q ≤ n. Vó,i cách d .̆at này (9.2)

d̄u,a về d .ang |qx− p| ≤ 1
n

, tù, d̄ây chia hai vế cho q ta có (9.1). J

... 9.2. Vó,i m.oi số th .u
,c x tồn t .ai vô h .an số t .u

, nhiên q, vó,i mỗi q tồn
t .ai số nguyên p, sao cho chúng th

,
oa mãn bất d̄

,
ăng thú,c.∣∣∣∣x− p

q

∣∣∣∣ ≤ 1
q2 . (9.3)

Lò,i gi
,
ai. Nếu x là số hũ,u t

,
y, tú,c là x =

r
s

vó,i r là số nguyên và s là

số t .u
, nhiên, th̀ı kết lu .ân c

,
ua bài toán là d̄úng, v̀ı có thê

,
d̄ .̆at p = mr

và q = ms vó,i số t .u
, nhiên bất kỳ m. Vó,i tất c

,
a cách ch .on p và q nhu,

v .ây (9.3) d̄u,.o
,c th

,
oa mãn, v̀ı vế trái luôn luôn b`̆ang không. Nhu, v .ây

ch
,
ı còn ph

,
ai xét tru,̀o,ng h .o

,p x là số vô t
,
y. Gi

,
a s

,
u, ch

,
ı có hũ,u h.an số

t .u
, nhiên q, mà vó,i chúng tồn t .ai số nguyên p th

,
oa mãn (9.3), ký

hi .êu chúng là q1, q2, . . . , ql. Vó,i bất kỳ λ = 1, 2, . . . , l ký hi .êu pλ là số
nguyên th

,
oa mãn ∣∣∣∣x− pλ

qλ

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣x− p
qλ

∣∣∣∣
vó,i m .oi số nguyên p. V̀ı số x là vô t

,
y, m.oi giá tr.i tuy.êt d̄ối

,
o, ph́ıa trái

bất d̄
,
ăng thú,c trên là du,o,ng, số nhũ,ng giá tr.i tuy.êt d̄ối này là hũ,u

h.an. V̀ı v .ây tồn t .ai số t .u
, nhiên n, sao cho

1
n

<

∣∣∣∣x− pλ

qλ

∣∣∣∣ , (λ =

1, 2, . . . , l).

Theo bài tru,ó,c sẽ tồn t .ai số t .u
, nhiên q và số nguyên p, sao cho

(9.1) th
,
oa mãn và 1 ≤ q ≤ n. Nhu,ng khi d̄ó

∣∣∣∣x− p
q

∣∣∣∣ ≤ 1
qn
≤ 1

qq
=

1
q2 , suy ra q = qλ vó,i m .ôt số λ = 1, 2, . . . , l Tù, nhũ,ng bất d̄

,
ăng thú,c

trên suy ra
1
n
<

∣∣∣∣x− pλ

qλ

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣x− p
q

∣∣∣∣ ≤ 1
nq

. Nhu, v .ây
1
n
<

1
nq

v̀ı thế
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q < 1, d̄iều này không thê
,
d̄u,.o

,c v̀ı q là số t .u
, nhiên. Ta nh.ân d̄u,.o

,c
d̄iều vô lý. J

... 9.3. Vó,i m.oi c > 2 bất d̄
,
ăng thú,c∣∣∣∣√2− p

q

∣∣∣∣ ≤ 1
qc . (9.4)

d̄úng ch
,
ı vó,i hũ,u h .an c .̆ap số nguyên p và số t .u

, nhiên q.

Lò,i gi
,
ai. Chúng ta chú,ng minh bất d̄

,
ăng thú,c sau là d̄úng∣∣∣∣√2− p

q

∣∣∣∣ ≤ 1
3
√

2q2
. (9.5)

vó,i m .oi số nguyên p và vó,i m .oi số t .u
, nhiên q. V̀ı

1
q2 ≤ 1, bất d̄

,
ăng

thú,c (9.5) tất nhiên th
,
oa mãn, khi

∣∣∣∣√2− p
q

∣∣∣∣ > 1
3
√

2
. Nhu, v .ây ch

,
ı

cần xét tru,̀o,ng h .o
,p
∣∣∣∣√2− p

q

∣∣∣∣ ≤ 1
3
√

2
. Nhu,ng khi d̄ó

√
2− 1

3
√

2
≤

p
q
≤
√

2 +
1

3
√

2
suy ra

0 <
p
q
< 2
√

2. (9.6)

M.̆at khác

∣∣∣∣√2− p
q

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣√2− p

q

∣∣∣∣ .
∣∣∣∣√2 +

p
q

∣∣∣∣∣∣∣∣√2 +
p
q

∣∣∣∣ =

∣∣2q2 − p2
∣∣

q2

∣∣∣∣√2− p
q

∣∣∣∣ . (9.7)

Nhu,ng số 2q2 − p2 là số khác không, v̀ı
√

2 là m .ôt số vô t
,
y. Ngoài

ra nó là số nguyên nên |2q2 − p2| ≥ 1 . Tù, (9.7) suy ra
∣∣∣∣√2− p

q

∣∣∣∣ ≥
1

q2

∣∣∣∣√2 +
p
q

∣∣∣∣ và cùng vó,i (9.6) cho ta (9.5).
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Gi
,
a s

,
u, bất d̄

,
ăng thú,c (9.4) d̄úng vó,i m .ôt c .̆ap số (p, q) nào d̄ó. Tù,

(9.4) và (9.5) suy ra d̄
,
ăng thú,c

1
3
√

2
≤ 1

qc−2 . V̀ı c > 2 bất d̄
,
ăng thú,c

này ch
,
ı d̄úng cho hũ,u h.an số t .u

, nhiên q. Vó,i mỗi số q nhu, v .ây ch
,
ı

có nhiều nhất hai số nguyên p, vó,i chúng th
,
oa mãn bất d̄

,
ăng thú,c

(9.4). Ngh̃ıa là (9.4) ch
,
ı th

,
oa mãn cho hũ,u h.an c .̆ap số p và q. J

... 9.4. Nếu D là số t .u
,nhiên bất kỳ, không là số ch́ınh phu,o,ng, th̀ı tồn

t .ai vô h .an các c .̆ap số t .u
, nhiên (x, y), là nghi.êm c

,
ua bất phu,o,ng tr̀ınh

sau
|x2 − Dy2| ≤ 1 + 2

√
D. (9.8)

Lò,i gi
,
ai. Theo bài 9.2 ta biết r`̆ang tồn t .ai vô h.an c .̆ap số (x, y) t .u

,

nhiên, sao cho ∣∣∣∣ xy −√D
∣∣∣∣ ≤ 1

y2 . (9.9)

M.̆at khác bất d̄
,
ăng thú,c sau là d̄úng∣∣∣∣ xy +

√
D
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣( x

y
−
√

D) + 2
√

D
∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ xy −√D

∣∣∣∣+ 2
√

D.

Suy ra vó,i mỗi c .̆ap (x, y) ta có∣∣∣∣ xy +
√

D
∣∣∣∣ ≤ 1

y2 + 2
√

D.

Nhu, v .ây, vó,i cách ch .on bất kỳ c .̆ap (x, y), sao cho th
,
oa mãn (9.9)

chúng ta nh.ân d̄u,.o
,c

|x2 − Dy2| = |x− y
√

D|.|x + y
√

D|

≤ 1
y
(

1
y
+ 2
√

Dy) ≤ 1
y2 + 2

√
D ≤ 1 + 2

√
D.

Ðiều này d̄ã chú,ng minh r`̆ang bất phu,o,ng tr̀ınh (9.8) có vô h.an
nghi .êm trong t .âp h .o

,p số t .u
, nhiên. J
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... 9.5. Nếu D là số t .u
, nhiên bất kỳ, không là số ch́ınh phu,o,ng, th̀ı

phu,o,ng tr̀ınh x2 − Dy2 = 1 có ı́t nhất m.ôt nghi.êm nguyên (u, v) vó,i
v 6= 0.

Lò,i gi
,
ai. Chúng ta xét tất c

,
a các c .̆ap (x, y) số t .u

, nhiên, mà nó th
,
oa

mãn −1− 2
√

D ≤ x2 − Dy2 ≤ 1 + 2
√

D. Theo bài 9.4 có vô số c .̆ap
số t .u

, nhiên th
,
oa mãn bất d̄

,
ăng thú,c trên, Nhu,ng biê

,
u thú,c x2−Dy2

ch
,
ı có hũ,u h.an giá tr.i v̀ı chúng là các số nguyên trong d̄o .an (−1−

2
√

D, 1 + 2
√

D). Ngh̃ıa là tồn t .ai m.ôt số nguyên k, sao cho phu,o,ng
tr̀ınh x2−Dy2 = k có vô h.an nghi .êm t .u

, nhiên (x, y). Rõ ràng k 6= 0,
v̀ı nếu ngu,.o

,c l .ai th̀ı dẫn d̄ến mâu thuẫn do số
√

D không thê
,
biê

,
u

diễn du,ó,i d .ang hũ,u t
,
y
√

D =
x
y

. Giũ,a nhũ,ng c .̆ap này có thê
,
ch .on ı́t

nhất hai c .̆ap khác nhau (x1, y1) và (x2, y2) mà chúng th
,
oa mãn

x1 ≡ x2 (mod |k|), y1 ≡ y2 (mod |k|). (9.10)

Th.ât v .ây,ch
,
ı cần ch

,
ı ra tất c

,
a các kh

,
a năng c

,
ua các c .̆ap số du, theo

môd̄un |k| có số lu,.o
,ng hũ,u h.an. Có ngh̃ıa là tồn t .ai nhũ,ng c .̆ap khác

nhau nhũ,ng số t .u
, nhiên (x1, y1) và (x2, y2), mà x2

1 − Dy2
1 = x2

2 −
Dy2

2 = k và th
,
oa mãn d

,
ăng thú,c (9.10).

Chúng ta xét d̄
,
ăng thú,c

(x1 − y1
√

D)(x2 + y2
√

D) = (x1x2 − y1y2D) + (x1y2 − x2y1).
(9.11)

Tù, (9.10) chúng ta có

x1x2 − y1y2D ≡ x2
1 − Dy2

1 ≡ k ≡ 0 (mod |k|),

x1y2 − x2y1 ≡ x1y1 − x1y1 ≡ 0 (mod |k|).
Khi d̄ó tồn t .ai số nguyên u và v, sao cho x1x2 − y1y2D = ku, x1y2 −
x2y1 = kv. V̀ı v .ây (9.11) có thê

,
viết thành

(x1 − y1
√

D)(x2 + y2
√

D) = k(u + v
√

D).
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Nhân tù,ng số h .ang vó,i nhau trong các d̄
,
ăng thú,c sau cùng chúng ta

nh.ân d̄u,.o
,c

k2 = (x2
1 − Dy2

1)(x2
2 − Dy2

2) = k2(u2 − Dv2),

tù, d̄ó suy ra u2−Dv2 = 1, ngh̃ıa là c .̆ap (u, v) là nghi .êm c
,
ua phu,o,ng

tr̀ınh.

Ch
,
ı còn ph

,
ai chú,ng minh v 6= 0. Nếu gi

,
a thiết ngu,.o

,c l .ai, chúng
ta sẽ có x1x2 = y1y2D = |k| và x1y2 = x2y1. Khi d̄ó

|k|y2 = |(x1y2)x2− y1y2
2D| = |y1x2

2− y1y2
2D| = y1|x2

2−Dy2
2| = |k|y1

tù, d̄ây, v̀ı k 6= 0 ch
,
ı có kh

,
a năng khi y1 = y2. Ðiều này không thê

,

xâ
,
y ra v̀ı (x1, y1) khác (x2, y2) , còn tù, y1 = y2 suy ra x1 = x2. J

... 9.6. Cho x1, x2, . . . , xn là nhũ,ng số th .u
,c và N là số t .u

,nhiên. Khi d̄ó
tồn t .ai nhũ,ng số nguyên p1, p2, . . . , pn, q sao cho 1 ≤ q ≤ Nn và∣∣∣∣xi −

pi

q

∣∣∣∣ ≤ 1
Nq

, (9.12)

vó,i m.oi i = 1, 2, . . . , n.

Lò,i gi
,
ai. Chúng ta chú,ng minh bài toán cho tru,̀o,ng h .o

,p n = 2. Vó,i
tru,̀o,ng h .o

,p n ló,n ho,n 2 chú,ng minh hoàn toàn tu,o,ng t .u
, và dành

cho b.an d̄ .oc. Nhu, v .ây cho x1 và x2 là nhũ,ng số th .u
,c, còn N là số t .u

,

nhiên. Chúng ta sẽ chú,ng minh r`̆ang tồn t .ai nhũ,ng số nguyên p1, p2

và q vó,i 1 ≤ q ≤ N2 và th
,
oa mãn∣∣∣∣x1 −

p1

q

∣∣∣∣ < 1
Nq

,
∣∣∣∣x2 −

p2

q

∣∣∣∣ < 1
Nq

. (9.13)

Chúng ta cố d̄.inh h.ê t .oa d̄ .ô trong m.̆at ph
,
ăng và xét h̀ınh vuông Q

vó,i các d̄
,
ınh (0, 0), (1, 0), (1, 1) và (0, 1) nhu, h̀ınh vẽ. Chia Q ra N2

h̀ınh vuông nh
,
o b`̆ang nhau vó,i c .anh là

1
N

b`̆ang các d̄u,̀o,ng th
,
ăng

song song vó,i tr .uc t .oa d̄ .ô (trong h̀ınh vẽ ta chia vó,i N=7).
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Bây giò, chúng ta chú ý d̄ến c .̆ap số có d .ang (qx1 − [qx1], qx2 −
[qx2]),

,
o, d̄ây q nh.ân nhũ,ng giá tr.i nguyên 0, 1, 2, . . . , N2. V̀ı 0 ≤

qxi − [qxi] < 1, i = 1, 2, . . . , N2 mỗi c .̆ap nhu, vây có thê
,

coi nhu,

m.ôt c .̆ap t .oa d̄ .ô c
,
ua d̄iê

,
m trong h̀ınh vuông Q. B`̆ang cách d̄ó mỗi số

0, 1, 2, . . . , N2 t .ao ra m.ôt d̄iê
,
m tu,o,ng ú,ng trong h̀ınh vuông Q , số

lu,.o
,ng các số d̄ó là N2 + 1. Nhu,ng Q d̄u,.o

,c chia ra N2 h̀ınh vuông
nh

,
o, suy ra tồn t .ai hai số nguyên khác nhau q1, q2 trong d̄o .an [0, N],

mà d̄iê
,
m tu,o,ng ú,ng vó,i chúng có các t .oa d̄ .ô (q1x1 − [q1x1], q1x2 −

[q1x2]), (q2x1 − [q2x1], q2x2 − [q2x2]) và cùng n`̆am trong m.ôt h̀ınh

vuông nh
,
o vó,i c .anh

1
N

. Ðiều d̄ó có ngh̃ıa là

|(q1x1 − [q1x1])− (q1x2 − [q1x2])| ≤
1
N

,

|(q2x1 − [q2x1])− (q2x2 − [q2x2])| ≤
1
N

. (9.14)

Không mất t́ınh tô
,
ng quát có thê

,
gi

,
a thiết q1 > q2. Nếu d̄ .̆at q =

q1 − q2, p1 = [q1x1]− [q2x1], p2 = [q1x2]− [q2x2] th̀ı bất d̄
,
ăng thú,c

(9.14) có d .ang

|qx1 − p1| ≤
1
N

, |qx2 − p2| ≤
1
N

. (9.15)

Chúng ta thấy r`̆ang 1 ≤ q ≤ N2, v̀ı 1 ≤ q2 < p1 ≤ N2. Chia hai vế
c

,
ua (9.15) cho q chúng ta nh.ân d̄u,.o

,c (9.13). J

Hai bài toán du,ó,i d̄ây liên quan tó,i m .ôt t́ınh chất mà ta d̄ã chú,ng
minh

,
o, chu,o,ng 2. Ðê

,
m

,
o, r .ông t́ınh chất này chúng ta d̄u,a vào d̄.inh

ngh̃ıa.

Nếu a1, a2, . . . , a2n+1 là 2n+ 1 số th .u
,c (n ≥ 1). Chúng ta nói r`̆ang

dãy này có t́ınh chất P, nếu bất kỳ 2n số trong chúng có thê
,
chia

làm hai nhóm, mỗi nhóm n số, sao cho tô
,
ng c

,
ua các số trong hai

nhóm b`̆ang nhau.
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... 9.7. Chú,ng minh r`̆ang m.oi b .ô 2n + 1 số gồm nhũ,ng số nguyên
du,o,ng có t́ınh chất P, th̀ı tất c

,
a các số d̄ều b`̆ang nhau.

Lò,i gi
,
ai. Chú,ng minh b`̆ang qui n.ap theo số ló,n nhất c

,
ua dẫy số.

Nếu số ló,n nhất b`̆ang 1 th̀ı tất c
,
a các số còn l .ai cũng d̄ều là 1, nên

bài toán d̄ã gi
,
ai. Bây giò, gi

,
a s

,
u, kết lu .ân d̄úng vó,i m .oi b .ô 2n+1 số

nguyên du,o,ng mà mỗi số không vu,.o
,t quá k, k ≥ 2 và có t́ınh chất P.

Lấy p1, p2, . . . , p2n+1 là b .ô số nguyên du,o,ng có t́ınh chất P và mỗi số
không vu,.o

,t quá k + 1. Tù, d̄iều ki .ên bài toán suy ra p1, p2, . . . , p2n+1

có cùng t́ınh ch˜̆an l
,
e.

a) Nếu p1, p2, . . . , p2n+1 là các số ch˜̆an, chúng ta xét các số
p1

2
,

p2

2
, . . . ,

p2n+1

2
. Chúng ta thấy ngay chúng cũng có t́ınh chất

P. Ngoài ra m.oi số không vu,.o
,t quá k v̀ı pi ≤ k + 1 vó,i m .oi i =

1, 2, . . . , 2n + 1. B`̆ang qui n.ap suy ra
p1

2
=

p2

2
= . . . =

p2n+1

2
.Ngh̃ıa

là p1 = p2 = . . . = p2n+1.

b) Nếu p1, p2, . . . , p2n+1 là các số l
,
e, chúng ta chú,ng b`̆ang qui

n.ap cho dãy p1 − 1, p2 − 1, . . . , p2n+1 − 1. Chúng cũng có t́ınh chất
P và không vu,.o

,t quá k, chúng ta nh.ân d̄u,.o
,c p1− 1 = p2− 1 = . . . =

p2n+1 − 1. Ngh̃ıa là p1 = p2 = . . . = p2n+1. J

... 9.8. Chú,ng minh r`̆ang m.oi b .ô 2n+1 số gồm nhũ,ng số th .u
,c du,o,ng

có t́ınh chất P, th̀ı tất c
,
a các số d̄ều b`̆ang nhau.

Lò,i gi
,
ai. - Hiê

,
n nhiên r`̆ang nếu các số a1, a2, . . . , a2n+1 có t́ınh chất

P và q là số th .u
,c bất kỳ, th̀ı các số qa1, qa2, . . . , qa2n+1 cũng có t́ınh

chất P.

Bây giò, cho x1, x2, . . . , x2n+1 là nhũ,ng số th .u
,c du,o,ng vó,i t́ınh

chất P. Nếu tất c
,
a các số là hũ,u t

,
y th̀ı d̄iều kh

,
ăng d̄.inh c

,
ua bài toán

suy ra không khó. Th.ât v .ây, ký hi .êu q là b .ôi số chung nh
,
o nhất c

,
ua



9.1. Xấp x
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mẫu số các số trên. Khi d̄ó qx1, qx2, . . . , qx2n+1 là nhũ,ng số nguyên
du,o,ng có t́ınh chất P, theo cách chú,ng minh bài tru,ó,c chúng ta có
qx1 = qx2 = . . . = qx2n+1. V̀ı v .ây x1 = x2 = . . . = x2n+1. Ch

,
ı còn

ph
,
ai chú,ng minh tru,̀o,ng h .o

,p có trong dẫy x1, x2, . . . , x2n+1 m.ôt số
vô t

,
y. Nhu,ng theo kết qu

,
a c

,
ua bài 9.6 tồn t .ai số t .u

, nhiên q, và các
số nguyên du,o,ng p1, p2, . . . , p2n+1 th

,
oa mãn

|xi −
pi

q
| < 1

q1+ 1
2n+1

, i = 1, 2, . . . , n. (9.16)

Tru,̀o,ng h .o
,p riêng, tồn t .ai p1, p2, . . . , p2n+1, q vó,i q > (2n)2n+1 và

chúng th
,
oa mãn |qxi − pi| ≤

1

q
1

2n+1

, i = 1, 2, . . . , n.

Ð .̆at αi = qxi − pi, i = 1, 2, . . . , 2n + 1. Nhu, phần d̄ầu kh
,
ăng d̄.inh

r`̆ang qx1, qx2, . . . , qx2n+1 có t́ınh chất P. Chúng ta sẽ chú,ng minh
r`̆ang p1, p2, . . . , p2n+1 cũng có t́ınh chất P. Ch .on 2n số trong d̄ó, v́ı
d .u nhu, p1, p2, . . . , p2n . V̀ı qx1, qx2, . . . , qx2n có t́ınh chất P, không
mất t́ınh tô

,
ng quát chúng ta lấy d̄

,
ăng thú,c qx1 + qx2 + · · ·+ qxn =

qxn+1 + qxn+2 + · · · + qx2n, khi d̄ó (p1 + α1) + (p2 + α2) + · · · +
(pn + αn) = (pn+1 + αn+1) + (pn+2 + αn+2) + · · · + (p2n + α2n).
Chúng ta viết l .ai

p1 + p2 + · · ·+ pn − pn+1 − pn+2 − · · · − p2n =

= αn+1 + αn+2 + · · ·+ α2n − α1 − α2 − · · · − αn. (9.17)
Vế bên trái d̄

,
ăng thú,c trên là số nguyên nên số α = αn+1 +

αn+2 + · · · + α2n − α1 − α2 − · · · − αn cũng là số nguyên. Nhu,ng

|αi| ≤
1

q
1

2n+1

, i = 1, 2, . . . , n. Do d̄ó |α| ≤ |αn+1| + |αn+2| + · · · +

|α2n|+ |α1|+ |α2|+ · · ·+ |αn| <
2n

q
1

2n+1

< 1, v̀ı q > (2n)2n+1. Khi
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,
ua nguyên lý Ðirichle

d̄ó α = 0 và tù, d̄
,
ăng thú,c tru,ó,c d̄ó ta có p1 + p2 + · · · + pn =

pn+1 + pn+2 + · · ·+ p2n Nhu, v .ây chúng ta kh
,
ăng d̄.inh d̄u,.o

,c nhũ,ng
số nguyên p1, p2, . . . p2n+1 có t́ınh chất P. Chúng ta có thê

,
kết lu .ân

d̄u,.o
,c p1 = p2 = . . . = p2n+1

Th .u
,c chất d̄ến d̄ây chúng ta d̄ã chú,ng minh d̄u,.o

,c :

Nếu p1, p2, . . . , p2n+1, q là nhũ,ng số nguyên th
,
oa mãn (9.16) và

q > (2n)2n+1 th̀ı p = p1 = p2 = . . . = p2n+1. Suy ra (9.16) có d .ang

|xi −
p
q
| < 1

q1+ 1
2n+1

, i = 1, 2, . . . , 2n + 1

Trong 9.6 chúng ta kh
,
ăng d̄.inh r`̆ang tồn t .ai vô h.an số t .u

, nhiên q
th

,
oa mãn (9.16). Không mất t́ınh tô

,
ng quát chúng ta gi

,
a thiết r`̆ang

nhũ,ng số d̄ó là q1 < q2 < . . . < qk < . . .,
,
o, d̄ây q1 > (2n)2n+1. Trong

tru,̀o,ng h .o
,p này vó,i m .oi k tồn t .ai số nguyên pk sao cho

|xi −
pk

qk
| < 1

q
1+ 1

2n+1
k

, i = 1, 2, . . . , 2n + 1. (9.18)

V̀ı lim
1

q
1+ 1

2n+1
k

= 0 khi k tiến tó,i vô cùng, tù, (9.18) suy ra lim
pk

qk
=

xi khi k tiến tó,i vô cùng, vó,i m .oi i = 1, 2, . . . , 2n + 1. Nhu,ng mỗi dãy
số th .u

,c không có nhiều ho,n m.ôt gió,i h .an, suy ra x1 = x2 = . . . =
x2n+1. J

... 9.9. Chú,ng minh r`̆ang trong tám số, mỗi số có ba chũ, số, bao giò,

cũng ch.on d̄u,.o
,c hai số có ba chũ, số và d̄ê

,
khi ghép l .ai ta d̄u,.o

,c m.ôt số
chia hết cho 7.

Lò,i gi
,
ai. Khi mang tám số chia cho 7 th̀ı thê

,
nào cũng có hai số có

cùng số du, (nguyên lý Ðirichlê ). Gi
,
a s

,
u, hai số d̄ó là abc và αβγ. Hiê

,
n
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nhiên abcαβγ = 1000abc + αβγ. Tù, cách ch .on ta có abc = 7m + r
và αβγ = 7n + r vó,i 0 ≤ r < 7 và m, n, r là các số t .u

, nhiên. V̀ı
v .ây abcαβγ = 1000(7m + r) + (7n + r) = 7(1000m + n) + 1001.r =
7(1000m + n + 143.r). J

... 9.10. Cho a, b, c, d là các số nguyên. Chú,ng minh r`̆ang t́ıch c
,
ua các

hi.êu b− a, c− a, d− a, d− c, b− d và c− b chia hết cho 12.

Lò,i gi
,
ai. Cần chú,ng minh t́ıch: P = (b− a)(c− a)(d− a)(d− c)(d−

b)(c − b) chia hết cho 12=4.3. Chúng ta biết r`̆ang m.ôt số nguyên
bất kỳ khi chia cho 4 th̀ı ch

,
ı có các số du, 0, 1, 2, 3.

Trong bốn số a, b, c, d cho tru,ó,c nếu có hai số khi chia cho 4 mà
có cùng số du, th̀ı hi .êu c

,
ua chúng sẽ chia hết cho 4. Nếu không có

hai số nào khi chia cho 4 cho cùng số du, th̀ı trong bốn số ph
,
ai có

hai số ch˜̆an và hai số l
,
e. V̀ı hi .êu c

,
ua hai số ch˜̆an cũng nhu, hi .êu c

,
ua

hai số l
,
e d̄ều là số ch˜̆an nên P chia hết cho 4.

M.̆at khác trong bốn số a, b, c, d luôn t̀ım d̄u,.o
,c hai số khi chia cho

3 th̀ı có cùng số du, (nguyên lý Ðirichlê ). Do d̄ó hi .êu c
,
ua chúng chia

hết cho 3, suy ra P chia hết cho 3. Tóm l .ai P chia hết cho 12=4.3.
J

9.2. Bài t .âp
... 9.11. Cho x là m .ôt số th .u

,c, còn n là m .ôt số t .u
, nhiên. Khi d̄ó tồn t .ai

nhũ,ng số nguyên p và q th
,
oa mãn 1 ≤ q ≤ n và

∣∣∣∣x− p
q

∣∣∣∣ ≤ 1
(n + 1)q

.

... 9.12. Cho x1, x2, . . . , xm là nhũ,ng số th .u
,c và n là số t .u

, nhiên. Khi
d̄ó tồn t .ai nhũ,ng số nguyên p1, p2, . . . , pn, q không d̄ồng thò,i b`̆ang
0, sao cho ta có qµ ≤ n(µ = 1, 2, . . . , m) và

|q1x1 + q2x2 + · · ·+ qmxm − p| ≤ 1
(n + 1)m .
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,
ua nguyên lý Ðirichle

... 9.13. Chú,ng minh r`̆ang vó,i m .oi c .̆ap số nguyên p và q > 0 ta d̄ều

có bất d̄
,
ăng thú,c sau

∣∣∣∣√2− p
q

∣∣∣∣ ≥
√

3−
√

2
q2 .

... 9.14. Chú,ng minh r`̆ang vó,i m .oi c .̆ap số nguyên p và q > 0 ta d̄ều

có bất d̄
,
ăng thú,c sau

∣∣∣∣√3− p
q

∣∣∣∣ ≥ 1
3
√

3q2
.

... 9.15. Cho m, n và s là nhũ,ng số nguyên và α là nghi .êm c
,
ua phu,o,ng

tr̀ınh b.âc hai mx2 + nx + s = 0, (m 6= 0). Chú,ng minh r`̆ang nếu α là

số vô t
,
y, th̀ı tồn t .ai m.ôt số du,o,ng c th

,
oa mãn

∣∣∣∣α− p
q

∣∣∣∣ ≥ c
q2 vó,i m .ôi

c .̆ap số nguyên p và q > 0.
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Trong chu,o,ng này chúng ta xét nhũ,ng t .âp h .o
,p trên m.̆at ph

,
ăng,

nhũ,ng phép toán trên các t .âp h .o
,p nếu các b .an chu,a quen biết có

thê
,
xem

,
o, Ph .u d̄́ınh cuối sách. Chúng ta quan tâm tó,i các khái ni .êm

sau d̄ây:

M.ôt t .âp h .o
,p trong m.̆at ph

,
ăng g .oi là b.i ch .̆an, khi tồn t .ai m.ôt

h̀ınh tròn chú,a toàn b .ô các d̄iê
,
m c

,
ua t .âp h .o

,p d̄ó. Khi không tồn t .ai
m.ôt h̀ınh tròn nào nhu, trên th̀ı t .âp h .o

,p d̄ó g .oi là t .âp h .o
,p không b.i

ch .̆an. V́ı d .u nhu, m.ôt d̄a giác lồi là t .âp b.i ch .̆an còn n
,
u,a m.̆at ph

,
ăng là

t .âp h .o
,p không b.i ch .̆an. Dễ dàng chú,ng minh d̄u,.o

,c các t́ınh chất sau
c

,
ua nhũ,ng t .âp h .o

,p b.i ch .̆an

1. H.o
,p và giao c

,
ua hũ,u h.an nhũ,ng t .âp b.i ch .̆an là m .ôt t .âp b.i

ch .̆an. Hi .êu c
,
ua hai t .âp b.i ch .̆an là m .ôt t .âp b.i ch .̆an.

2. M.ôt t .âp h .o
,p con c

,
ua m.ôt t .âp b.i ch .̆an là m .ôt t .âp b.i ch .̆an. M.ôt

t .âp h .o
,p chú,a m.ôt t .âp h .o

,p con không b.i ch .̆an th̀ı nó cũng không b.i
ch .̆an.

M.ôt d̄iê
,
m P g .oi là d̄iê

,
m biên c

,
ua t .âp h .o

,p A trong m.̆at ph
,
ăng,
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nếu m.oi h̀ınh tròn tâm t.ai P có chú,a nhũ,ng d̄iê
,
m thu .ôc A và c

,
a

nhũ,ng d̄iê
,
m không thu .ôc A.T .âp h .o

,p tất c
,
a các d̄iê

,
m biên c

,
ua A g .oi

là biên c
,
ua A và ký hi .êu là K(A). V́ı d .u biên c

,
ua h̀ınh tròn là d̄u,̀o,ng

tròn vó,i cùng tâm và bán ḱınh. V́ı d .u d̄ .̆ac bi .êt và t́ınh chất biên c
,
ua

t .âp h .o
,p nhu, sau:

3. Cho t .âp h .o
,p A gồm toàn b .ô nhũ,ng d̄iê

,
m có t .oa d̄ .ô hũ,u t

,
y

trong m.ôt h̀ınh vuông vó,i t .oa d̄ .ô các d̄ir nh (0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1).
Dễ dàng thấy r`̆ang biên c

,
ua A là toàn b .ô h̀ınh vuông nói trên.

4. Vó,i m .oi t .âp h .o
,p A gồm các d̄iê

,
m trong m.̆at ph

,
ăng d̄ều có

công thú,c sau K(K(A)) ⊂ K(A).

5. M.oi c .̆ap t .âp h .o
,p bất kỳ trong m.̆at ph

,
ăng d̄ều th

,
oa mãn các

công thú,c sau
K(A ∪ B) ⊂ K(A) ∪ K(B)
K(A ∩ B) ⊂ K(A) ∩ K(B)
K(A\B) ⊂ K(A) ∪ K(B)

M.ôt d̄iê
,
m P g .oi là d̄iê

,
m trong c

,
ua t .âp h .o

,p A nhũ,ng d̄iê
,
m trong

m.̆at ph
,
ăng, khi tồn t .ai h̀ınh tròn tâm P mà nó n`̆am tr .on trong A.

Tù, d̄.inh ngh̃ıa này thấy ngay là m .oi d̄iê
,
m trong c

,
ua t .âp h .o

,p A d̄ều
thu .ôc A. Ðiều ngu,.o

,c l .ai không d̄úng: trong v́ı d .u 3
,
o, trên t .âp h .o

,p A
không có m.ôt d̄iê

,
m trong nào. Ta thấy ngay

6. M.ôt d̄iê
,
m thu .ôc A là d̄iê

,
m trong c

,
ua A khi và chi khi nó không

là d̄iê
,
m biên c

,
ua A. Ðiều này gi

,
ai th́ıch t .ai sao nhũ,ng d̄iê

,
m trong

c
,
ua h̀ınh tròn không n`̆am trên d̄u,̀o,ng tròn.

Ðê
,
lo .ai trù, các t .âp h .o

,p d̄ .̆ac bi .êt, chúng ta d̄u,a vào m.ôt khái ni .êm
d̄ .̆ac chu,ng cho ló,p t .âp h .o

,p không d̄ .̆ac bi .êt trong m.̆at ph
,
ăng : M.ôt

t .âp h .o
,p b.i ch .̆an các d̄iê

,
m trong m.̆at ph

,
ăng g .oi là bề m .̆at, khi biên

c
,
ua nó không chú,a d̄iê

,
m trong (c

,
ua biên).

V́ı d .u các h̀ınh tròn ho .̆ac d̄a giác d̄ều là bề m .̆at trong m.̆at ph
,
ăng.
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Nhu,ng trong v́ı d .u 3 t .âp h .o
,p A không là bề m .̆at. B`̆ang cách dùng

các d̄.inh ngh̃ıa về t .âp h .o
,p và các d̄.inh ngh̃ıa trong phần trên chúng

ta chú,ng minh d̄u,.o
,c

7. Nếu A và B là hai bề m .̆at, nhũ,ng t .âp h .o
,p A ∪ B, A ∩ B và

A\B cũng là nhũ,ng bề m .̆at trong m.̆at ph
,
ăng.

8. Nếu A, B và C là các bề m .̆at và A không có chung d̄iê
,
m trong

vó,i B và vó,i C, th̀ı A không có d̄iê
,
m trong chung vó,i B ∪ C.

M .ôt trong nhũ,ng d̄.inh lý co, b
,
an trong h̀ınh h .oc ph

,
ăng, nhiều khi

,
o, phô

,
thông chúng ta công nh.ân nhu, m.ôt tiên d̄ề:

9. M.oi bề m .̆at A nhũ,ng d̄iê
,
m trong m.̆at ph

,
ăng có thê

,
cho tu,o,ng

ú,ng vó,i m .ôt số th .u
,c không âm S(A) sao cho

a) S(∆) = 1, vó,i ∆ là m .ôt h̀ınh vuông có c .anh là 1;

b) Nếu A và B là hai bề m .̆at không có d̄iê
,
m trong chung, th̀ı

S(A ∪ B) = S(A) + S(B).

Phép cho tu,o,ng ú,ng S vó,i các t́ınh chất trên d̄u,.o
,c xác d̄.inh m.ôt

cách duy nhất.

Cho bề m .̆at A bất kỳ, số S(A) g .oi là di .ên t́ıch c
,
ua A. Nhũ,ng m.̆at

d̄ã d̄u,.o
,c xét trong các tru,̀o,ng phô

,
thông là h̀ınh chũ, nh.ât, tam giác,

h̀ınh tròn,. . . và số S(A) theo d̄.inh ngh̃ıa trên trùng vó,i khái ni .êm
di.ên t́ıch c

,
ua các h̀ınh này. Vó,i cách trù,u tu,.o

,ng hóa khái ni .êm di.ên
t́ıch chúng ta dễ dàng kh

,
ao sát t́ınh chất về di .ên t́ıch c

,
ua các h̀ınh.

Tù, a) và b) chúng ta có thê
,
dễ dàng chú,ng minh d̄u,.o

,c:

10. Nếu A và B là nhũ,ng bề m .̆at và A ⊂ B, th̀ı S(A\B) =

S(A)− S(B).

11. Nếu A1, A2, . . . , An là các bề m .̆at tù,ng d̄ôi m.ôt không có
d̄iê

,
m trong chung, th̀ı S(A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An) = S(A1) + S(A2) +
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· · ·+ S(An).

Nguyên lý Ðirichlê cho di .ên t́ıch: Nếu A là m.ôt bề m .̆at, còn
A1, A2, . . . , An là các bề m .̆at sao cho Ai ⊂ A(i = 1, 2, . . . , n) và
S(A) < S(A1) + S(A2) + · · · + S(An), th̀ı ı́t nhất có hai bề m .̆at
trong số các bề m .̆at trên có m.ôt d̄iê

,
m trong chung.

Cũng nhu, nguyên lý d̄ầu tiên, chúng ta cũng có thê
,
thấy d̄iều

này là hiê
,
n nhiên và chú,ng minh d̄u,.o

,c. Th.ât v .ây, Gi
,
a s

,
u, không có

c .̆ap nào trong nhũ,ng m.̆at d̄ã cho có d̄iê
,
m trong chung. Khi d̄ó theo

kh
,
ăng d̄.inh 11. ta có S(A1∪A2∪ . . .∪An) = S(A1)+S(A2)+ · · ·+

S(An). M .̆at khác Ai ⊂ A(i = 1, 2, . . . , n) suy ra A1∪ A2∪ . . .∪ An ⊂
A, tù, d̄ó có S(A1 ∪ A2 ∪ . . .∪ An) ⊂ S(A). Thống nhất các bất d̄

,
ăng

thú,c l .ai chúng ta có S(A) < S(A), dẫn tó,i vô lý.

Có thê
,
thấy r`̆ang nguyên lý trên bao trùm nguyên lý Ðirichlê

cho nhũ,ng t .âp hũ,u h.an. Ngoài ra nguyên lý Ðirichlê trên có thê
,
c .u

thê
,
hóa cho nhũ,ng ló,p bề m .̆at thông d .ung trong chu,o,ng tr̀ınh phô

,

thông và các khái ni .êm d̄ .ô dài, thê
,
t́ıch cũng có cùng t́ınh chất nhu,

khái ni .êm di.ên t́ıch
,
o, trên. Do d̄ó chúng ta có thê

,
phát biê

,
u nguyên

lý Ðirichlê theo các phu,o,ng án khác nhau.

12.Cho nhũ,ng d̄o .an th
,
ăng ∆1, ∆2, . . . , ∆n n`̆am trong d̄o .an ∆ và

tô
,
ng d̄ .ô dài c

,
ua ∆1, ∆2, . . . , ∆n ló,n ho,n d̄ .ô dài c

,
ua ∆. Khi d̄ó ı́t nhất có

hai trong số nhũ,ng d̄o .an th
,
ăng ∆1, ∆2, . . . , ∆n có d̄iê

,
m chung.

13. Cho nhũ,ng d̄a di.ên P1, P2, . . . , Pn n`̆am trong d̄a di.ên P và tô
,
ng

thê
,
t́ıch c

,
ua P1, P2, . . . , Pn ló,n ho,n thê

,
t́ıch c

,
ua P. Khi d̄ó ı́t nhất có hai

trong số nhũ,ng d̄a di.ên P1, P2, . . . Pn có d̄iê
,
m chung.

14. Cho nhũ,ng cung c1, c2, . . . , cn n`̆am trên d̄u,̀o,ng tròn c và tô
,
ng

d̄ .ô dài c
,
ua c1, c2, . . . , cn ló,n ho,n d̄ .ô dài d̄u,̀o,ng tròn c. Khi d̄ó ı́t nhất có

hai trong số nhũ,ng cung c1, c2, . . . cn có d̄iê
,
m chung.
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Tất c
,
a các phát biê

,
u 12, 13, 14 chúng ta d̄ều g .oi là nguyên lý

Ðirichlê và b .an d̄ .oc có thê
,
chú,ng minh d̄u,.o

,c các nguyên lý này.

10.2. Vı́ d .u
... 10.1. Cho M là m.ôt d̄a giác lồi vó,i di.ên t́ıch S và chu vi P. Chú,ng
minh r`̆ang

a) M có thê
,
ph

,
u d̄u,.o

,c m.ôt h̀ınh tròn vó,i bán ḱınh ló,n ho,n
S
P

;

b) Bán ḱınh c
,
ua các h̀ınh tròn n`̆am trong M không quá

S
P

.

Lò,i gi
,
ai. a) Chúng ta d .u

,ng trên mỗi c .anh d̄a giác M m.ôt h̀ınh chũ,

nh.ât chiều cao h =
S
P

, nhu, h̀ınh 10.1.

M

h =
S
P

H

Hı̀nh 10.1:

M

C

O

Hı̀nh 10.2:

Nhũ,ng h̀ınh chũ, nh.ât này có nhũ,ng d̄iê
,
m chung giũ,a chúng; nói

chung m.ôt số h̀ınh chũ, nh.ât không n`̆am tr .on trong M. Chúng ta có
thê

,
t́ınh toán tô

,
ng di .ên t́ıch c

,
ua các h̀ınh chũ, nh.ât này là S. Nhu, v .ây

phần c
,
ua M b.i các h̀ınh chũ, nh.ât ph

,
u ph

,
ai có di .ên t́ıch nh

,
o ho,n S.

Ðiều này ch
,
ı ra r`̆ang tồn t .ai m.ôt d̄iê

,
m O c

,
ua M không thu .ôc
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h̀ınh chũ, nh.ât nào c
,
a. Nhu, v .ây có ngh̃ıa là kho

,
ang cách tù, O d̄ến

các c .anh c
,
ua M ph

,
ai ló,n ho,n h =

S
P

. Ta lấy O là tâm h̀ınh tròn bán

ḱınh R >
S
P

, h̀ınh tròn này sẽ n`̆am tr .on trong M.

b) Cho h̀ınh tròn C tâm O bán ḱınh R n`̆am trong M. Chúng ta xét
các tam giác mà hai d̄

,
ınh c

,
ua nó là hai d̄

,
ınh liên tiếp c

,
ua tú, giác, còn

d̄
,
ınh thú, ba là tâm h̀ınh tròn O. Ðu,̀o,ng cao h.a tù, O xuống các c .anh

c
,
ua tam giác này ló,n ho,n R. Tù, d̄ây suy ra tô

,
ng các di .ên t́ıch c

,
ua

chúng b`̆ang S và không nh
,
o ho,n P.R. Suy ra R ≤ S

P
(Hı̀nh 10.2).

J

... 10.2. Trong không gian cho 30 vecto,khác không. Chú,ng minh r`̆ang
trong số d̄ó có hai vecto,mà góc giũ,a chúng nh

,
o ho,n 450.

Lò,i gi
,
ai. Có thê

,
gi

,
a thiết r`̆ang tất c

,
a

450

O

J

A

Hı̀nh 10.3:

vécto, có chung d̄iê
,
m d̄ầu O. Lấy OA

vó,i d̄ .ôdài b`̆ang 1 trên vecto, thú, nhất.
Chúng ta d .u

,ng h̀ınh nón d̄
,
ınh O vó,i

tr .uc OA, mà góc
,
o, d̄

,
ınh là 450. Bài

toán sẽ d̄u,.o
,c chú,ng minh nếu chúng

ta ch
,
ı ra r`̆ang ı́t nhất hai trong số 30

h̀ınh nón (d̄u,.o
,c xây du,o,ng theo cách

trên ú,ng vó,i 30 vecto, d̄ã cho) có d̄iê
,
m

trong chung (h̀ınh 10.3).

Chúng ta xét h̀ınh cầu S vó,i tâm
O và bán ḱınh 1. Mỗi lần d .u

,ng h̀ınh nón c´̆at m .̆at cầu S m.ôt h̀ınh
vó,i di .ên t́ıch δ1 mà có thê

,
t́ınh toán d̄u,.o

,c. Ta cũng thấy r`̆ang
hai h̀ınh nón có d̄iê

,
m trong chung khi và chi khi nhũ,ng phần

trên m.̆at cầu cũng ph
,
ai có d̄iê

,
m trong chung. Tù, d̄iều này và
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nguyên lý Ðirichlê chúng ta ch
,
ı cần thiết kiê

,
m tra tô

,
ng di .ên t́ıch

c
,
ua 30 h̀ınh trên m.̆at cầu ló,n ho,n di .ên t́ıch m.̆at cầu (b`̆ang 4π).

Chúng ta có δ1 = 2π
(

1− cos
π

8

)
= 2π

(
1−

√
2 +
√

2
2

)
. V .ây

30.2π

(
1−

√
2 +
√

2
2

)
> 4π tu,o,ng d̄u,o,ng vó,i

√
2 +
√

2
2

<
14
15

ho .̆ac là
1
2
<

(
167
225

)2

. J

... 10.3. Nếu m.ôt bề m .̆at A trong m .̆at ph
,
ăng th

,
oa mãn d̄iều ki.ên

S(A) > 1. th̀ı nó luôn luôn chú,a ı́t nhất hai d̄iê
,
m trong (x1, y1),

(x2, y2) mà hi.êu x2 − x1 và y2 − y1 là nhũ,ng số nguyên.

Lò,i gi
,
ai. Qua mỗi d̄iê

,
m (m, n) vó,i y

x0 1 2 3−1−2−3

Hı̀nh 10.4:

t .oa d̄ .ô nguyên chúng ta k
,
e các

d̄u,̀o,ng th
,
ăng d̄ú,ng và d̄u,̀o,ng th

,
ăng

ngang (h̀ınh 10.4).

Chúng ta sẽ t .ao d̄u,.o
,c lu,ó,i

nhũ,ng d̄iê
,
m vó,i t .oa d .ô nguyên.

Lu,ó,i nguyên chia m.̆at ph
,
ăng ra các

h̀ınh vuông b`̆ang nhau, mỗi h̀ınh
vuông có di .ên t́ıch là 1. Chú ý r`̆ang
mỗi h̀ınh vuông có thê

,
xê d.ich d̄ến

trùng vó,i m .ôt h̀ınh vuông khác, ch
,
ı có khác là t .oa d̄ .ô c

,
ua h̀ınh vuông

mó,i chuyê
,
n d̄ến cũng là các số nguyên.

Chúng ta ch .on m.ôt h̀ınh vuông trong lu,ó,i nguyên làm gốc cố
d̄.inh rồi d.ich chuyê

,
n m.oi h̀ınh vuông về h̀ınh vuông gốc. Nhu, v .ây

nhũ,ng phần c
,
ua A n`̆am trong các h̀ınh vuông khác nhau d̄ều chuyê

,
n

về h̀ınh vuông gốc (h̀ınh vẽ). Tô
,
ng c

,
ua di .ên t́ıch c

,
ua các phần d̄ó
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b`̆ang di .ên t́ıch c
,
ua A và suy ra ló,n ho,n 1. Suy ra ı́t nhất hai trong

số các phần n`̆am trong h̀ınh vuông d.ich d̄ến sẽ có d̄iê
,
m trong chung

(x0, y0). Trong t .âp A ban d̄ầu th̀ı d̄iê
,
m (x0, y0) tu,o,ng ú,ng vó,i hai

d̄iê
,
m khác nhau (x1, y1) và (x2, y2) mà x1− x0, y1− y0, x2− x0, y2−

y0 là các số nguyên. Nhu, v .ây th̀ı x2− x1 và y2− y1 cũng là số nguyên.
J

... 10.4. Cho A là t .âp h.o
,p lồi và b.i ch .̆an nhũ,ng d̄iê

,
m trong m .̆at

ph
,
ăng, còn P1, P2, P3, P4, P5 là nhũ,ng d̄iê

,
m thu.ôc A. G.oi Ai là t .âp

h.o
,p nh .ân tù, A sau m.ôt phép t.inh tiến các d̄iê

,
m theo vecto, P1Pi(i =

1, 2, 3, 4, 5). Chú,ng minh r`̆ang ı́t nhất có hai t .âp h.o
,p trong số các

Ai(i = 1, 2, 3, 4, 5) có d̄iê
,
m chung.

Lò,i gi
,
ai. Chúng ta chia ra hai

Q Qi

P1
Pi

Q′′

Hı̀nh 10.5:

tru,̀o,ng h .o
,p A có thê

,
có ho .̆ac

có thê
,
không có d̄iê

,
m trong.

1. Tru,̀o,ng h .o
,p A có d̄iê

,
m

trong. Ký hi .êu A′ là t .âp h .o
,p,

mà nó nh.ân d̄u,.o
,c tù, A, sau

khi tác d̄ .ông phép v.i t .u
, tâm

P1 và h.ê số v.i t .u
, 2. Khi d̄ó

công thú,c sau d̄úng Ai ⊂ A′ (h̀ınh 10.5).

Th.ât v .ây, nếu Q ∈ A và Qi là
,
anh c

,
ua Q qua phép t.inh tiến theo

vecto,
−−→
P1Pi (xem h̀ınh vẽ), th̀ı P1PiQiQ là h̀ınh b̀ınh hành. Ký hi .êu

Q′′ là trung d̄iê
,
m c

,
ua P1Qi. Rõ ràng Q′′ ∈ A, v̀ı Q và Pi là phần t

,
u,

c
,
ua A và A lồi. M .̆at khác P1Qi = 2P1Q′′ và v̀ı A′ là

,
anh c

,
ua A qua

phép v.i t .u
, tâm P1 và h.ê số 2, nên d̄iê

,
m Qi n`̆am trong t .âp h .o

,p A′.
Nhu, v .ây mỗi tâp trong các t .âp Ai n`̆am trong A′. Ðồng thò,i mỗi t .âp
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c
,
ua Ai d̄ồng d.ang vó,i A và suy ra S(Ai) = S(A). Do d̄ó

S(A1) + S(A2) + S(A3) + S(A4) + S(A5) = 5S(A). (10.1)

Nhu,ng t .âp h .o
,p A′ d̄ồng d.ang vó,i A vó,i h.ê số 2. Suy ra

S(A′) = 4S(A). (10.2)

M.̆at khác A có d̄iê
,
m trong, v̀ı thế S(A) > 0. Ngh̃ıa là tù, (10.1) và

(10.2) suy ra S(A1) + S(A2) + S(A3) + S(A4) + S(A5) > S(A′).
Nhu, v .ây trong tru,̀o,ng h .o

,p 1 bài toán d̄u,.o
,c suy ra tù, nguyên lý

Ðirichlê cho di .ên t́ıch.

2. Tru,̀o,ng h .o
,p A không có d̄iê

,
m trong, A sẽ n`̆am trên m.ôt d̄u,̀o,ng

th
,
ăng. Th.ât v .ây, nếu ı́t nhất ba d̄iê

,
m n`̆am trên m.ôt d̄u,̀o,ng th

,
ăng, do

t́ınh chất lồi A chú,a toàn b .ô h̀ınh tam giác vó,i d̄
,
ınh là các d̄iê

,
m

này, suy ra A có d̄iê
,
m trong. Nhu,ng t .âp lồi, b.i ch .̆an trên m.ôt d̄u,̀o,ng

th
,
ăng ch́ınh là d̄o .an th

,
ăng trên du,̀o,ng th

,
ăng này. Phần còn l .ai lý

lu .ân tu,o,ng t .u
, nhu, phần trên. Nhu,ng trong tru,̀o,ng h .o

,p trên d̄u,̀o,ng
th

,
ăng ch

,
ı cần 3 d̄iê

,
m và nguyên lý Ðirichlê về d̄ .ô dài. J

... 10.5. (Ð.inh lý Minkovski) Cho A là t .âp h.o
,p d̄iê

,
m trong m .̆at ph

,
ăng

có t́ınh chất lồi, b.i ch .̆an và d̄ối xú,ng qua gốc t .oa d̄ .ô và S(A) > 4. Khi
d̄ó A chú,a nhũ,ng d̄iê

,
m trong khác d̄iê

,
m gốc vó,i t .oa d̄ .ô nguyên.

Lò,i gi
,
ai. Tác d .ung lên A phép v.i t .u

, tâm là gốc t .oa d̄ .ô và h.ê số
1
2

.

Nhu, v .ây chúng ta nh.ân d̄u,.o
,c A′, d̄ồng d.ang vó,i A và có ḱıch thu,ó,c

b`̆ang n
,
u,a ḱıch thu,ó,c c

,
ua A. Suy ra S(A′) =

1
4

S(A) > 1. Theo bài

10.13 suy ra A′ chú,a ı́t nhất hai d̄iê
,
m khác nhau (x1, y1) và (x2, y2),

mà các hi .êu x2− x1 và y2− y1 là nguyên. V̀ı t .âp h .o
,p A d̄ối xú,ng qua

gốc t .oa d̄ .ô nên t .âp h .o
,p A′ cũng v.ây. Ðiều d̄ó gi

,
ai th́ıch r`̆ang d̄iê

,
m

(−x1,−y1) thu .ôc A′. V̀ı A lồi nên A′ cũng lồi. Do d̄ó trung d̄iê
,
m
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c
,
ua các d̄iê

,
m mút (−x1,−y1) và (x2, y2) cũng thu .ôc A′ và có t .oa d̄ .ô

(
x2 − x1

2
,

y2 − y1

2
). Nhân t .oa d̄ .ô này vó,i 2 th̀ı d̄u,.o

,c t .oa d̄ .ô c
,
ua m.ôt

d̄iê
,
m thu .ôc A. Nhu, v .ây (x2− x1, y2− y1) thu .ôc A. Ðiê

,
m ta t̀ım d̄u,.o

,c
khác gốc t .oa d̄ .ô và có t .oa d̄ .ô nguyên và là d̄iê

,
m trong c

,
ua t .âp A. J

... 10.6. Nếu A là m.ôt bề m .̆at,

A1, A2, . . . , An. (10.3)

là nhũ,ng bề m .̆at và th
,
oa mãn Ai ⊂ A(i = 1, 2, . . . , n), còn k là số t .u

,

nhiên mà

k.S(A) < S(A1) + S(A2) + · · ·+ S(An). (10.4)

th̀ı ı́t nhất k + 1 trong số nhũ,ng bề m .̆at trên có m.ôt d̄iê
,
m trong chung.

Lò,i gi
,
ai. Chúng ta chú,ng minh b`̆ang qui n.ap,Tru,̀o,ng h .o

,p k = 1 d̄ó
là nguyên Lý Ðirichlê d̄ã chú,ng minh

,
o, trên. Bây giò, gi

,
a s

,
u, bài toán

d̄ã d̄úng cho k, chúng ta ph
,
ai chú,ng minh nó cũng d̄úng cho k + 1.

Ta cố d̄.inh m.ôt k và có bất d̄
,
ăng thú,c

(k + 1)S(A) < S(A1) + S(A2) + · · ·+ S(An). (10.5)

Chúng ta sẽ ch
,
ı ra r`̆ang vó,i (10.5) tồn t .ai m.ôt d̄iê

,
m là d̄iê

,
m trong c

,
ua

k + 2 t .âp h .o
,p c

,
ua (10.3). Do Aµ ⊂ A(µ = 1, 2, . . . , n), nên S(Aµ) ≤

S(A), tù, d̄ó suy ra S(A1) + S(A2) + · · ·+ S(An) ≤ nS(A). Tù, bất
d̄

,
ăng thú,c sau cùng và (10.5) chúng ta có (k + 1)S(A) < nS(A) suy

ra k + 1 < n. V̀ı v .ây
n ≥ k + 2. (10.6)

Tồn t .ai d̄iê
,
m chung cho ı́t nhất k + 2 t .âp h .o

,p (10.3) d̄u,.o
,c chú,ng

minh b`̆ang qui n.ap theo n. Tù, (10.4) suy ra (10.5), v .ây ta ph
,
ai b´̆at

d̄ầu tù, k + 2. Nhu, v .ây viết l .ai

(k + 1)S(A) < S(A1) + S(A2) + · · ·+ S(Ak+2). (10.7)
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Cần ph
,
ai chú,ng minh tồn t .ai d̄iê

,
m mà nó là d̄iê

,
m trong c

,
ua A1, A2,

. . . , Ak+2. Lấy

A′µ = Aµ\Ak+2(µ = 1, 2, . . . , k + 1) (10.8)

A′′µ = Aµ ∩ Ak+2(µ = 1, 2, . . . , k + 1) (10.9)

và

A′ = A\Ak+2 (10.10)

A′′ = Ak+2. (10.11)

Rõ ràng A′µ ⊂ A′ và A′µ ⊂ A′′(µ = 1, 2, . . . , k + 1) . V̀ı có tất c
,
a k + 1

t .âp h .o
,p A′µ, tù, bao hàm thú,c trên suy ra

(k + 1)S(A′) ≥ S(A′1) + S(A′2) + · · ·+ S(A′k+1). (10.12)

Nếu lấy (10.7) trù, d̄i (10.12) chúng ta nh.ân d̄u,.o
,c

(k + 1)S(A′′) < S(Ak+2) + S(A′′1 ) + S(A′′2 ) + · · ·+ S(A′′k+1).
(10.13)

V̀ı S(A)− S(A′) = S(A′′) và S(Aµ)− S(A′µ) = S(A′′µ) do (10.8)-
(10.11) nên tù, (10.13),(10.9) và (10.11) suy ra

kS(Ak+2) < S(A1 ∩ Ak+2) + S(A2 ∩ Ak+2) + · · ·+ S(Ak+1 ∩ Ak+2).
(10.14)

Tù, (10.14) và gi
,
a thiết d̄úng cho k theo qui n.ap suy ra A1 ∩

Ak+2, A2 ∩ Ak+2, . . . , Ak+1 ∩ Ak+2 có d̄iê
,
m trong chung, d̄iều này

có ngh̃ıa là t .âp h .o
,p A1, A2, . . . , Ak+2 có d̄iê

,
m trong chung. Nhu, v .ây

vó,i n = k + 2 tù, (10.5) suy ra ı́t nhất k + 2 t .âp h .o
,p tù, (10.3) có

d̄iê
,
m trong chung.

Bây giò, chúng ta gi
,
a thiết vó,i m .ôt n ≥ k + 2 tù, (10.5) suy ra

ı́t nhất k + 2 t .âp h .o
,p tù, (10.3) có d̄iê

,
m trong chung và sẽ ph

,
ai kết

lu .ân r`̆ang tù,

(k + 1)S(A) < S(A1) + S(A2) + · · ·+ S(An) + S(An+1). (10.15)
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suy ra có ı́t nhất k + 2 t .âp h .o
,p trong dẫy A1, A2, . . . , An+1 có d̄iê

,
m

trong chung. Th.ât v .ây, chúng ta d̄ .̆at

A′µ = Aµ\An+1, (µ = 1, 2, . . . , n). (10.16)

A′′µ = Aµ ∩ An+1, (µ = 1, 2, . . . , n) (10.17)

và

A′ = A\An+1 (10.18)

A′′ = An+1. (10.19)

V̀ı A′µ ∪ A′µ = A′µ, A′µ ∩ A′′µ = ∅(µ = 1, 2, . . . , n) và A′ ∪ A′′ =
A, A′ ∩ A′′ = ∅ nên

S(A′µ) + S(A′′µ) = S(Aµ), (µ = 1, 2, . . . , n) (10.20)

và
S(A′) + S(A′′) = S(A). (10.21)

Chúng ta sẽ chú,ng minh m.ôt trong các bất d̄
,
ăng thú,c sau là d̄úng

(k + 1)S(A′) < S(A′1) + S(A′2) + · · ·+ S(A′n) (10.22)

ho .̆ac là

kS(A′′) < S(A′′1 ) + S(A′′2 ) + · · ·+ S(A′′n). (10.23)

Th.ât v .ây, trong tru,̀o,ng h .o
,p ngu,.o

,c l .ai chúng ta sẽ có (k + 1)S(A′) ≥
S(A′1) + S(A′2) + · · ·+ S(A′n) và kS(A′′) ≥ S(A′′1 ) + S(A′′2 ) + · · ·+
S(A′′n) C.ông hai vế l .ai và do (10.20), (10.21) chúng ta nh.ân d̄u,.o

,c

S(A′) + kS(A) ≥ S(A1) + S(A2) + · · ·+ S(An). (10.24)

C .ông hai vế (10.24) vó,i S(A′′) và tù, (10.19), (10.21) chúng ta nh.ân
d̄u,.o

,c
(k + 1)S(A) ≥ S(A1) + S(A2) + · · ·+ S(An)

Nhu,ng d̄iều này trái vó,i (10.15). Do d̄ó trong hai bất d̄
,
ăng thú,c

(10.22) và (10.23) ph
,
ai có ı́t nhất m.ôt cái d̄úng.
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Gi
,
a s

,
u, (10.22) d̄úng. Theo gi

,
a thiết qui n .ap d̄ối vó,i n tù, (10.22)

suy ra ı́t nhất k + 2 t .âp h .o
,p trong dẫy A′1, A′2, . . . , A′n có d̄iê

,
m trong

chung. Tù, (10.16) suy ra r`̆ang kết lu .ân trên cũng d̄úng cho dẫy
(10.3).

Gi
,
a s

,
u, (10.23) d̄úng. Tù, gi

,
a thiết qui n .ap d̄ối vó,i k suy ra k + 1

t .âp h .o
,p trong A′′1 , A′′2 , . . . , A′′n có d̄iê

,
m chung và cùng vó,i (10.17) ch

,
ı

ra r`̆ang tồn t .ai m.ôt d̄iê
,
m mà nó là d̄iê

,
m trong c

,
ua k + 1 t .âp h .o

,p tù,

(10.3) và c
,
a c

,
ua An+1.

Nhu, v .ây tù, (10.15) suy ra k + 2 t .âp h .o
,p trong dãy A1, A2,

. . . , An+1 có d̄iê
,
m trong chung. Suy ra kết lu .ân d̄úng vó,i n + 1. Tù,

phu,o,ng pháp qui n.ap bây giò, l .ai suy ra, vó,i m .oi n, vó,i (10.5) tồn
t .ai m.ôt d̄iê

,
m mà nó là d̄iê

,
m trong c

,
ua ı́t nhất k + 2 t .âp h .o

,p trong
(10.3). J

Chú ý. Trong chú,ng minh d̄.inh lý dùng phu,o,ng pháp qui n .ap
theo k. Nhu,ng d̄i tù, bu,ó,c k sang k + 1 ta l .ai dùng phu,o,ng pháp qui
n.ap theo n. Vó,i chú,ng minh qui n.ap theo n tù, bu,ó,c n sang n + 1 ta
l .ai dùng bu,ó,c k tru,ó,c d̄ó và n.

... 10.7. Trong m.ôt h̀ınh vuông có c .anh là

1 chú,a m.ôt số d̄u,̀o,ng tròn, Tô
,
ng d̄ .ô dài c

,
ua

chúng là 10. Chú,ng minh r`̆ang tồn t .ai m.ôt

d̄u,̀o,ng th
,
ăng, mà nó c´̆at ı́t nhất 4 trong nhũ,ng

d̄u,̀o,ng tròn này.

Lò,i gi
,
ai. (Hı̀nh 10.6) Chúng ta ch .on m.ôt

c .anh h̀ınh vuông rồi chiếu vuông góc các Hı̀nh 10.6:

d̄u,̀o,ng tròn xuống c .anh d̄ó.
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Dễ thấy r`̆ang h̀ınh chiếu c
,
ua m.ôt d̄u,̀o,ng tròn bán ḱınh R là m .ôt

d̄o .an th
,
ăng có d̄ .ô dài 2R. V̀ı v .ây trên c .anh h̀ınh vuông d̄ã ch .on sẽ

có nhũ,ng d̄o .an th
,
ăng chiếu xuống vó,i tô

,
ng d̄ .ôdài là

10
π

.

Nhu,ng
10
π

> 3 = 3.1, theo nguyên lý Ðirichlê suy ra có m.ôt

d̄iê
,
m M nào d̄ó thu .ôc AB là d̄iê

,
m trong chung c

,
ua 4 d̄o .an th

,
ăng d̄ã

chiếu xuống. Khi d̄ó d̄u,̀o,ng th
,
ăng d̄i qua d̄iê

,
m M vuông góc vó,i AB

sẽ c´̆at 4 d̄u,̀o,ng tròn. J

... 10.8. M.ôt số cung n`̆am trên d̄u,̀o,ng tròn vó,i bán ḱınh 1 d̄u,.o
,c so,n

xanh. Tô
,
ng d̄ .ô dài c

,
ua các cung mầu xanh ló,n ho,n π. Chú,ng minh

r`̆ang vó,i mỗi d̄u,̀o,ng ḱınh d c
,
ua d̄u,̀o,ng tròn tồn t .ai dây cung song song

vó,i d, mà hai d̄ầu c
,
ua dây cung d̄u,.o

,c so,n xanh.

Lò,i gi
,
ai. (Hı̀nh 10.7) Không mất

d

d′

k

C

C′

A

A′

Hı̀nh 10.7:

t́ınh tô
,
ng quát chúng ta gi

,
a thiết

các cung bôi so,n không có d̄iê
,
m

chung. Cho d là d̄u,̀o,ng ḱınh bất kỳ
c

,
ua d̄uò,ng tròn k và c là m .ôt trong

các cung d̄u,.o
,c bôi mầu. Trên d̄u,̀o,ng

tròn k ta t .ao ra cung c′ b`̆ang cách
lấy d̄ối xú,ng c qua d̄u,̀o,ng ḱınh d′

vuông góc vó,i d.

Dễ thấy cung c′ cho cùng d̄ .ô dài
vó,i cung c. Ta làm nhu, v .ây vó,i m .oi cung còn l .ai th̀ı trên k nh.ân d̄u,.o

,c
m.ôt h.ê cung có tô

,
ng d̄ .ô dài ló,n ho,n 2π. Nhu,ng d̄ .ô dài c

,
ua k là 2π,

nhu, v .ây theo nguyên lý Ðirichlê có ı́t nhất hai cung trong h.ê này có
d̄iê

,
m chung.
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Nhu,ng chúng ta d̄ã gi
,
a thiết

,
o, trên nhũ,ng cung d.ang c tù,ng d̄ôi

không có d̄iê
,
m chung, d̄iều d̄ó cũng d̄úng cho các cung c′. Khi d̄ó

tồn t .ai m.ôt cung bôi so,n c1 có d̄iê
,
m chung A vó,i cung c′2, d̄ối xú,ng

vó,i cung c2 qua d′. Rõ ràng dây cung d̄i qua A và song song vó,i d có
t́ınh chất mong muốn v̀ı m .ôt d̄ầu

,
o, c1, còn d̄ầu kia

,
o, c2. J

... 10.9. Trong h̀ınh tròn bán ḱınh 1 ngu,̀o,i ta tô so,n m.ôt số dây cung.
Chú,ng minh r`̆ang nếu m.oi d̄u,̀o,ng ḱınh c´̆at nhiều nhất k dây cung, th̀ı
tô

,
ng d̄ .ô dài c

,
ua tất c

,
a các dây cung d̄ã tô so,n nh

,
o ho,n πk.

Lò,i gi
,
ai. Lấy c là m .ôt dây cung bất kỳ trong h̀ınh tròn C d̄ã cho và γ

là cung nh
,
o trong hai cung do c t .ao ra. Ký hi .êu γ′ là cung d̄ối xú,ng

vó,i γ qua tâm c
,
ua h̀ınh tròn. Rõ ràng m.ôt d̄u,̀o,ng ḱınh c

,
ua C c´̆at dây

cung c khi và ch
,
ı khi có hai d̄ầu mút n`̆am trong γ và γ′.

Gi
,
a s

,
u, r`̆ang tô

,
ng d̄ .ô dài nhũ,ng dây cung d̄ã k

,
e ló,n ho,n ho .̆ac

b`̆ang πk. Khi d̄ó tô
,
ng d̄ .ô dài tất c

,
a các cung d.ang γ ló,n ho,n πk.

Cũng d̄úng nhu, v .ây cho tô
,
ng d̄ .ô dài các cung d.ang γ′. Suy ra tô

,
ng

d̄ .ô dài c
,
ua các cung d.ang γ′ ho .̆ac γ là ló,n ho,n 2πk. V̀ı d̄ .ô dài c

,
ua

d̄u,̀o,ng tròn C là 2π, tù, nguyên lý Ðirichlê m
,
o, r .ông suy ra tồn t .ai ı́t

nhất m.ôt d̄iê
,
m thu .ôc C, mà nó n`̆am trên ı́t nhất k + 1 cung có d .ang

γ ho .̆ac γ′. Nếu tù, d̄iê
,
m chung này ta k

,
e d̄u,̀o,ng ḱınh c

,
ua C,th̀ı nó c´̆at

ı́t nhất k + 1 dây cung d̄ã cho, d̄iều này trái vó,i d̄iều ki .ên trong d̄ầu
bài. V .ây d̄iều kh

,
ăng d̄.inh c

,
ua bài toán là d̄úng. J

... 10.10. M.ôt t .âp h.o
,p M là h .o

,p c
,
ua m.ôt số d̄o .an th

,
ăng n`̆am trong

kho
,
ang [0, 1]. Biết r`̆ang kho

,
ang cách giũ,a hai d̄iê

,
m bất kỳ c

,
ua M

không b`̆ang 0,1. Chú,ng minh r`̆ang tô
,
ng d̄ .ô dài c

,
ua nhũ,ng d̄o .an t .ao

nên M không vu,.o
,t quá

a) 0, 55;

b) 0, 5.
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Lò,i gi
,
ai. a) Chú,ng minh b`̆ang ph

,
an chú,ng. Gi

,
a s

,
u, tô

,
ng S c

,
ua d̄ .ô

dài nhũ,ng d̄o .an th
,
ăng t .ao nên M ló,n ho,n 0,55. Chúng ta xét t .âp N

nh.ân d̄u,.o
,c tù, M b`̆ang cách c .ông mỗi d̄o .an th

,
ăng c

,
ua M vó,i 0,1. Tù,

d̄iều ki .ên c
,
ua bài toán suy ra M và N không có d̄iê

,
m chung. Ngoài

ra tô
,
ng d̄ .ô dài c

,
ua N b`̆ang S nên ló,n ho,n 0,55. Dễ thấy hai t .âp h .o

,p
M và N n`̆am trong d̄o .an [0;1,1]. V̀ı 2.S > 2.0, 55 = 1, 1, tù, nguyên
lý Ðirichlê suy ra M và N có d̄iê

,
m chung, d̄iều này dẫn tó,i vô lý.

b) Gi
,
a s

,
u, d̄ .ô dài c

,
ua tất c

,
a các d̄o .an trong M ló,n ho,n 0,5. Chúng

ta chia d̄o .an [0,1] thành 10 phần
[

0,
1

10

]
,
[

1
10

,
2
10

]
, . . . ,

[
9
10

, 1
]
. Ký

hi .êu Mi là phần c
,
ua M n`̆am trong d̄o .an

[
i

10
,

i + 1
10

]
, i = 0, 1, . . . , 9

và Si là tô
,
ng d̄ .ô dài các d̄o .an th

,
ăng tao ra Mi. B`̆ang cách t.inh

tiến th́ıch h .o
,p chúng ta chuyê

,
n m.oi d̄o .an

[
1
10

,
2

10

]
, . . . ,

[
9
10

, 1
]

tó,i
[

0,
1
10

]
. Ký hi .êu M′i là

,
anh c

,
ua Mi vó,i i = 2, 3, 4 . . . , 9. V̀ı

S = S1 + S2 + · · · + S10 > 0, 5 = 5.0, 1, tù, nguyên lý Ðirichlê
m

,
o, r .ông suy ra có ı́t nhất 6 t .âp h .o

,p trong M0, M′1, . . . , M′9 có d̄iê
,
m

chung. Ðiều này có ngh̃ıa là m .ôt số nào d̄ó trong
[

0,
1
10

]
là kết

qu
,
a c

,
ua 6 d̄iê

,
m khác nhau x1, x2, . . . , x6 c

,
ua M trù, d̄i tu,o,ng ú,ng

nhũ,ng số d .ang
k1

10
,

k2

10
, . . . ,

k6

10
,

,
o, d̄ây ki là m .ôt số nào d̄ó trong

0, 1, 2, . . . , 9, i = 1, 2, . . . 6. Dễ dàng thấy r`̆ang ı́t nhất có hai trong các
số k1, k2, . . . , k6 là liên tiếp (áp d .ung nguyên lý Ðirichlê). V́ı d .u nhu,

k2 = k1 + 1. V̀ı x1 −
k1

10
= x2 −

k2

10
, nên x2 − x1 = (k2 − k1) =

1
10

,

d̄iều này d̄ẫn d̄ến vô lý. J
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10.3. Bài t .âp
... 10.11. Cho n là m .ôt số t .u

, nhiên bất kỳ, còn A là m .ôt bề m .̆at
trong m.̆at ph

,
ăng, mà s(A) > n. Khi d̄ó tồn t .ai n + 1 d̄iê

,
m trong

khác nhau (xi, yi) (i = 1, 2, . . . , n + 1) c
,
ua A, mà hi .êu xi − xj và

yi − yj(i, j = 1, 2, . . . , n + 1) là nhũ,ng số nguyên.

... 10.12. Nếu vó,i m .ôt bề m .̆at A trong m.̆at ph
,
ăng và m.ôt số nguyên

du,o,ng k th
,
oa mãn S(A) < k, th̀ı tồn t .ai m.ôt phép t.inh tiến sao cho

,
anh c

,
ua A qua phép t.inh tiến này chú,a nhiều nhất k − 1 d̄iê

,
m vó,i

t .oa d̄ .ô nguyên.

... 10.13. Cho A là t .âp h .o
,p lồi, d̄ối xú,ng qua gốc t .oa d̄ .ô trong m.̆at

ph
,
ăng, n là số t .u

, nhiên và S(A) > 4n. Khi d̄ó A chú,a ı́t nhất 2n + 1
d̄iê

,
m trong khác nhau vó,i t .oa d̄ .ô nguyên.

... 10.14. Nếu A là t .âp h .o
,p lồi, b.i ch .̆an, d̄ối xú,ng qua gốc t .oa d̄ .ô và

có di .ên t́ıch b`̆ang 615, th̀ı A chú,a ı́t nhất 307 d̄iê
,
m mà kho

,
ang cách

giũ,a m.oi c .̆ap trong chúng ló,n ho,n ho .̆ac b`̆ang 1.

... 10.15. Cho F là t .âp h .o
,p lồi, b.i ch .̆an nhũ,ng d̄iê

,
m c

,
ua m.̆at ph

,
ăng.

Chúng ta g .oi d̄ .ô hũ,u hi .êu c
,
ua t .âp h .o

,p F là kho
,
ang cách nh

,
o nhất

giũ,a hai d̄u,̀o,ng th
,
ăng song song

,
o, hai ph́ıa c

,
ua t .âp h .o

,p F. Chú,ng
minh r`̆ang nếu trong m.ôt t .âp h .o

,p lồi, b.i ch .̆an vó,i d̄ .ô hũ,u hi .êu d có
chú,a m.ôt số t .âp h .o

,p con mà tô
,
ng d̄ .ô hũ,u hi .êu c

,
ua chúng ló,n ho,n

kd, th̀ı tồn t .ai d̄u,̀o,ng th
,
ăng, mà nó c´̆at ı́t nhất k + 1 t .âp h .o

,p con nói
trên.
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,
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,
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TOÁN H .OC TÔ
,
H .O

,
P

11.1. Vı́ d .u
... 11.1. (Ðề thi Toán Olympic Quốc tế,1972) Cho t .âp h.o

,p gồm 10 số
có hai chũ, số. Chú,ng minh r`̆ang t .âp h.o

,p d̄ó có ı́t nhất hai t .âp h.o
,p con

không giao nhau, mà tô
,
ng nhũ,ng phần t

,
u, trong chúng b`̆ang nhau.

Lò,i gi
,
ai. Nếu có hai t .âp h .o

,p con giao nhau mà tô
,
ng trong chúng

b`̆ang nhau th̀ı chúng ta có thê
,
b

,
o nhũ,ng phần t

,
u, chung d̄i. Khi d̄ó

còn l .ai hai t .âp không giao nhau và tô
,
ng các phần t

,
u, c

,
ua chúng vẫn

b`̆ang nhau.

Chúng ta t́ınh có bao nhiêu t .âp h .o
,p con không rỗng c

,
ua m.ôt t .âp

h .o
,p có mu,̀o,i phần t

,
u,. Số lu,.o

,ng nhũ,ng t .âp h .o
,p con ch

,
ı chú,a 1 phần

t
,
u, có 10 ho .̆ac là C1

10. Số lu,.o
,ng nhũ,ng t .âp h .o

,p con chú,a 2 phần t
,
u,

là C2
10. Số lu,.o

,ng nhũ,ng t .âp h .o
,p con chú,a 3 phần t

,
u, là C3

10,. . . Suy ra
tô

,
ng số lu,.o

,ng các t .âp h .o
,p con là

C1
10 + C2

10 + C3
10 + · · ·+ C10

10 = (1 + 1)10 = 1023

Ðiều ki .ên bài ra là 10 số d̄ã cho không ló,n ho,n 99. V.ây tô
,
ng c

,
ua

các số trong mỗi t .âp h .o
,p con không vu,.o

,t quá 99.10 = 990, nhu, v .ây
số lu,.o

,ng nhũ,ng tô
,
ng khác nhau nhiều nhất là 990. Theo nguyên lý

Ðirichlê trong số 1023 t .âp h .o
,p con c

,
ua t .âp h .o

,p gồm 10 số sẽ có ı́t
nhất hai t .âp mà tô

,
ng các phần t

,
u, trong chúng ph

,
ai b`̆ang nhau. J
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... 11.2. Cho 15 bài toán tr´̆ac nghi.êm, d̄ánh số tù, 1 d̄ến 15, mỗi bài
ch

,
ı có hai kh

,
a năng tr

,
a lò,i : d̄úng ho .̆ac sai. Có 1600 th́ı sinh tham gia

thi, nhu,ng không có ai tr
,
a lò,i d̄úng 2 bài liền nhau. Chú,ng minh r`̆ang

có ı́t nhất hai th́ı sinh tr
,
a lò,i toàn b.ô 15 bài h.êt nhu, nhau.

Lò,i gi
,
ai. Bài làm c

,
ua mỗi th́ı sinh tu,o,ng ú,ng vó,i m .ôt dãy 15 phần t

,
u,,

mỗi phần t
,
u, ho .̆ac là Ð (d̄úng) ho .̆ac là S (sai). Theo gi

,
a thiết không

có dãy nào có 2 phần t
,
u, kề nhau là Ð, Ð, nên số tối d̄a các phần t

,
u,

SS trong dãy là 8.

Ta nh.ân thấy vó,i mỗi 0 ≤ k ≤ 8 th̀ı số các dãy có d̄úng k phần
t
,
u, Ð là C15−k+1

k = C16−k
k (b

,
o,i v̀ı mỗi m.ôt dãy nhu, thế tu,o,ng d̄u,o,ng

vó,i cách d̄ .̆at k tấm b̀ıa giũ,a 15− k quyê
,
n sách: có tất c

,
a 16− k v.i tŕı

d̄ê
,
d̄ .̆at b̀ıa, kê

,
c

,
a hai d̄ầu c

,
ua chồng sách d̄ó).

V .ây là số các dãy có t́ınh chất nêu trên là

8

∑
k=0

C16−k
k = 1 + 15 + 91 + 286 + 495 + 462 + 210 + 36 + 1

= 1597 < 1600

Ðiều này chú,ng t
,
o r`̆ang ph

,
ai có ı́t nhất 2 th́ı sinh có các câu tr

,
a lò,i

h .êt nhu, nhau.

... 11.3. Trong m.ôt h̀ınh 9 c .anh d̄ều có m.ôt d̄
,
ınh d̄u,.o

,c tô mầu tr´̆ang
còn các d̄

,
ınh khác d̄u,.o

,c tô d̄en. Chú,ng minh r`̆ang tồn t .ai hai tam giác
phân bi.êt toàn d̄

,
ăng (di.ên t́ıch b`̆ang nhau) mà các d̄

,
ınh c

,
ua mỗi tam

giác d̄u,.o
,c tô cùng m.ôt mầu.

Lò,i gi
,
ai. Tù, 9 d̄

,
ınh d̄u,.o

,c tô mầu th̀ı ı́t nhất cũng có 5 d̄
,
ınh d̄u,.o

,c tô
cùng m.ôt mầu. Gi

,
a s

,
u, d̄ó là mầu tr´̆ang. Năm mầu tr´̆ang t .ao thành

C5
3 =

5.4.3
2.3

= 10 tam giác phân bi .êt cùng m.ôt mầu tr´̆ang. Ðê
,
ý r`̆ang
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phép quay m.ôt góc
2kπ

9
(k = 0, 1, . . . , 8) xung quanh tâm O c

,
ua

h̀ınh 9 c .anh d̄ều không
,
anh hu,

,
o,ng d̄ến t .âp M các d̄

,
ınh c

,
ua h̀ınh 9

c .anh này. V̀ı thế sau khi quay mỗi tam giác trong 10 tam giác trên

m.ôt góc
2kπ

9
(0 ≤ k ≤ 8) xung quanh O ta d̄u,.o

,c 10.9 = 90 tam giác

có d̄
,
ınh trong t .âp h .o

,p M. Tất c
,
a chúng không thê

,
phân bi .êt v̀ı số

tam giác khác nhau có d̄
,
ınh trong t .âp h .o

,p M b`̆ang C5
3 =

2.8.7
2.3

=

78 < 90.

Nhu, v .ây ta t̀ım d̄u,.o
,c hai tam giác tr´̆ang ∆1 và ∆2 sau m.ôt vài

phép quay trùng vó,i cùng m.ôt tam giác ∆. Lu,u ý là hai tam giác ∆1

và ∆2 là phân bi .êt. Th.ât thế, hai tam giác nhu, nhau không thê
,
có

d̄u,.o
,c sau khi quay tù, m .ôt tam giác.

V̀ı mỗi tam giác ∆1 và ∆2 sẽ trùng vó,i tam giác ∆ sau khi quay,
nên tù, tam giác ∆1 b`̆ang m.ôt phép quay ta có thê

,
nh.ân d̄u,.o

,c tam
giác ∆2 (ch

,
ăng h.an các phép quay ∆1 → ∆, ∆ → ∆2). V .ây ∆1 và ∆2

là hai tam giác ph
,
ai t̀ım. J

... 11.4. Trên m .̆at ph
,
ăng có n h̀ınh. Gi

,
a s

,
u, Si1 ...ik , là di.ên t́ıch phần

giao c
,
ua các h̀ınh thú, i1, . . . , ik, còn S là di.ên t́ıch phần m .̆at ph

,
ăng b.i

ph
,
u b

,
o,i các h̀ınh d̄ó. Ký hi.êu Mk là tô

,
ng tất c

,
a các Si1 ...ik , tú,c là tô

,
ng

di.ên t́ıch c
,
ua tất c

,
a các h̀ınh có thê

,
có là giao c

,
ua k h̀ınh d̄ã cho. Chú,ng

minh r`̆ang

a) S = M1 −M2 + M3 − . . .− (−1)n+1Mn

b) S ≥ M1 −M2 + M3 − . . .− (−1)n+1Mn vó,i m ch˜̆an và

S ≤ M1 −M2 + M3 − . . .− (−1)n+1Mn vó,i m l
,
e.

Lò,i gi
,
ai. a) Ký hi .êu Cn

k là số cách ch .on k phần t
,
u, tù, n phần t

,
u,, ta

có nh.i thú,c Niuto,n (x + y)n = ∑n
k=0 Cn

k xkyn−k. Ký hi .êu Dm là di .ên
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t́ıch phần m.̆at ph
,
ăng b.i ph

,
u b

,
o,i d̄úng m h̀ınh. Phần m.̆at ph

,
ăng d̄ó

gồm nhũ,ng m
,
anh, mỗi m

,
anh b.i ph

,
u b

,
o,i m h̀ınh xác d̄.inh nào d̄ó.

Khi t́ınh Mk di .ên t́ıch mỗi m
,
anh nhu, v .ây, sẽ d̄u,.o

,c t́ınh Cm
k lần, b

,
o,i v̀ı

tù, m h̀ınh có thê
,
t .ao d̄u,.o

,c Cm
k giao c

,
ua k h̀ınh. Do d̄ó

Mk = Ck
k Dk + Ck+1

k Dk+1 + · · ·+ Cn
k Dn

Suy ra M1 − M2 + M3 − · · · + (−1)n+1 = C1
1 D1 + (C2

1 − C2
2)D2 +

· · ·+ (Cn
1 − Cn

2 + Cn
3 − · · · )Dn = D1 + D2 + · · ·+ Dn

b
,
o,i v̀ı do nh.i thú,c Niuto,n Cm

1 −Cm
2 + 3m− · · · − (−1)mCm

m = (−1+
Cm

1 − Cm
2 + Cm

3 − · · · − (−1)mCm
m) + 1 = (1− 1)m + 1 = 1

Cuối cùng chúng ta lu,u ý r`̆ang S = D1 + D2 + · · ·+ Dn.

b) Tù, phần a) ta có

S− (M1 −M2 + · · ·+ (−1)m+1Mm) =

= (−1)m+2Mm+1 + (−1)m+3Mm+2 + · · ·+ (−1)n+1Mn

=
n

∑
i=1

((−1)m+2Ci
m+1 + · · ·+ (−1)n+1Ci

n)Di

(Ta qui u,ó,c nếu k > i th̀ı Ci
k = 0. Do d̄ó ta ch

,
ı cần ph

,
ai chú,ng minh

r`̆ang:

Ci
m+1 − Ci

m+2 + Ci
m+3 − . . .− (−1)m+n+1Ci

n ≥ 0 vó,i i ≤ n.

Tù, d̄
,
ăng thú,c (x + y)i = (x + y)i−1(x + y) suy ra d̄

,
ăng thú,c

Ci
j = Ci−1

j−1 + Ci−1
j .

Do d̄ó

Ci
m+1 − Ci

m+2 + Ci
m+3 − . . .− (−1)m+n+1Ci

n =

= Ci−1
m + Ci−1

m+1 − Ci−1
m+2 + Ci−1

m+3 − . . .

+(−1)m+n+1Ci−1
n−1 + (−1)m+n+1Ci−1

n = Ci−1
m ± Ci−1

n
Cuối cùng ch

,
ı cần lu,u ý r`̆ang Ci−1

n = 0 vó,i i ≤ n. J
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... 11.5. M.ôt cái áo di.ên t́ıch b`̆ang 1 có 5 miếng vá, mà di.ên t́ıch c
,
ua

mỗi miếng vá không nh
,
o ho,n 0,5. Chú,ng minh r`̆ang luôn t̀ım d̄u,.o

,c hai
miếng vá có di.ên t́ıch phần chung c

,
ua chúng không nh

,
o ho,n 0,2.

Lò,i gi
,
ai. Gi

,
a s

,
u, di .ên t́ıch cái áo b`̆ang M, di .ên t́ıch phần giao c

,
ua các

miếng vá thú, i1, . . . , ik b`̆ang Si1 ...ik , còn Mk = ∑ Si1...ik . Tù, bài trên suy
ra M−M1 + M2−M3 + M4−M5 ≥ 0, b

,
o,i v̀ı M ≥ S. Các bất d̄

,
ăng

thú,c tu,o,ng t .u
, có thê

,
d̄u,.o

,c viết không ch
,
ı cho c

,
a cái áo, mà còn cho

tù,ng miếng vá. Nếu ta coi miếng vá S1 nhu, m.ôt cái áo vó,i các miếng
vá S12, S13, S14, S15 th̀ı ta d̄u,.o

,c S1−∑ S1i +∑ S1ij−∑ S1ijk + S12345 ≥
0. C .ông các bất d̄

,
ăng thú,c nhu, v .ây cho tất c

,
a 5 miếng vá, ta d̄u,.o

,c
M1 − 2M2 + 3M3 − 4M4 + 5M5 ≥ 0 (h.ang t

,
u, Si1 ...ik có trong các

bất d̄
,
ăng thú,c cho các miếng vá i1 . . . ik, nên trong tô

,
ng tất c

,
a các

bất d̄
,
ăng thú,c nó có h.ê số k). C .ông các bất d̄

,
ăng thú,c 3(M−M1 +

M2 −M3 + M4 −M5) ≥ 0 và M1 − 2M2 + 3M3 − 4M4 + 5M5 ≥ 0,
ta d̄u,.o

,c 3M − 2M1 + M2 − M4 + 2M5 ≥ 0. C .ông vào d̄ó bất d̄
,
ăng

thú,c M4− 2M5 ≥ 0, (d̄u,.o
,c suy ra tù, S12345 có trong tất c

,
a các Si1i2i3i4

tú,c là M4 ≥ 5M5 ≥ 2M5), ta d̄u,.o
,c 3M − 2M1 + M2 ≥ 0, tú,c là

M2 ≥ 2M1 − 3M ≥ 5− 3 = 2. B
,
o,i v̀ı tù, 5 miếng vá có thê

,
t .ao d̄u,.o

,c
10 c .̆ap, nên di .ên t́ıch giao c

,
ua m.ôt trong số các c .̆ap d̄ó không nh

,
o

ho,n
M2

10
≥ 0, 2. J

... 11.6. (Ðề thi Toán vô d̄.ich CHLB Ðú,c, 1979) Gi
,
a s

,
u, mỗi d̄iê

,
m c

,
ua

m .̆at ph
,
ăng d̄u,.o

,c tô b`̆ang 1 trong n mầu (n là số t .u
, nhiên cho tru,́o,c).

Chú,ng minh r`̆ang tồn t .ai m.ôt h̀ınh chũ,nh .ât vó,i các d̄
,
ınh d̄u,.o

,c tô cùng
m.ôt mầu.

Lò,i gi
,
ai. Ta thiết l .âp trong m.̆at ph

,
ăng m.ôt h.ê to .a d̄ .ô Ðề các vuông

góc tuỳ ý và chú ý tó,i d̄iê
,
m nguyên (i, j) vó,i 1 ≤ i ≤ n + 1 và
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1 ≤ j ≤ nn+1 + 1. Vi .êc tô mầu kê
,
theo thú, t .u

, n + 1 d̄iê
,
m trên mỗi

dòng có nn+1 cách khác nhau (mỗi d̄iê
,
m có n cách tô). Do d̄ó có

ı́t nhất là 2 dòng trong số nn+1 + 1 dòng d̄u,.o
,c tô mầu giống nhau

(ngh̃ıa là hai dòng giống nhau về mầu s´̆ac tô
,
o, d̄iê

,
m thú, nhất, d̄iê

,
m

thú, hai,. . . ,d̄iê
,
m thú, n + 1 ch

,
ăng h.an t́ınh tù, trái qua ph

,
ai). Gi

,
a s

,
u,

hai dòng ấy là dòng nhũ,ng d̄iê
,
m có to .a d̄ .ô k và m; ngh̃ıa là vó,i mỗi

i ∈ {1, 2, . . . , n} các d̄iê
,
m (i, k) và (i, m) có cùng m.ôt mầu. B

,
o,i v̀ı

ch
,
ı có n mầu nên trong số n + 1 d̄iê

,
m trên dòng các d̄iê

,
m có tung

d̄ .ô k ´̆at có ı́t nhất hai d̄iê
,
m có cùng mầu, ch

,
ăng h.an, d̄ó là 2 d̄iê

,
m

(a, k) và (b, k). Khi d̄ó h̀ınh chũ, nh.ât vó,i các d̄
,
ınh (a, k), (b, k), (b, m)

và (a, m) có 4 d̄
,
ınh cùng mầu. J

... 11.7. Cho 1000 d̄iê
,
m trên m .̆at ph

,
ăng M1, M2, . . . , M1000. Chú,ng

minh r`̆ang trên bất cú, d̄u,̀o,ng tròn bán ḱınh 1 nào ta d̄ều t̀ım d̄u,.o
,c m.ôt

d̄iê
,
m S sao cho tô

,
ng kho

,
ang cách tù,S d̄ến các d̄iê

,
m M1, M2, . . . , M1000

không nh
,
o ho,n 1000.

Lò,i gi
,
ai. Gi

,
a s

,
u, S1 và S2 là hai d̄iê

,
m tuỳ ý d̄ối tâm c

,
ua d̄u,̀o,ng tròn

T bán ḱınh 1. Ta có S1S2 = 2, v .ây S1M1 + S2M2 ≥ S1S2 = 2;
S1M2 + S2M2 ≥ 2;. . . ; S1M1000 + S2M1000 ≥ 2. V̀ı thế (S1M1 +

S2M1) + (S1M2 + S2M1) + · · ·+ (S1M1000 + S2M1000) = (S1M1 +

S1M2 + · · ·+ S1M1000) + (S2M1 + S2M2 + · · ·+ S2M1000) ≥ 2000.

Do d̄ó ı́t nhất m.ôt trong hai d̄iê
,
m S1 và S2 ch´̆ac ch´̆an tho

,
a mãn

bài ra là tô
,
ng kho

,
ang cách tù, nó d̄ến các d̄iê

,
m M1, M2, . . . , M1000

không nh
,
o ho,n 1000. J

... 11.8. Cho 37 d̄iê
,
m phân bi.êt trong không gian có to .a d̄ .o là nhũ,ng

số nguyên sao cho không có ba d̄iê
,
m nào th

,
ăng hàng. Chú,ng minh

r`̆ang ta có thê
,
ch.on 3 d̄iê

,
m mà to .a d̄ .ô giao d̄iê

,
m các trung tuyến c

,
ua

tam giác t .ao thành d̄ều là số nguyên.
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Lò,i gi
,
ai. Vó,i mỗi d̄iê

,
m x; y; z có to .a d̄ .ô là nhũ,ng số nguyên (d̄iê

,
m

nguyên) ta cho tu,o,ng ú,ng các số x̄; ȳ; z̄ là nhũ,ng số du, c
,
ua phép

chia các số x; y; z cho 3. V̀ı x̄ nh.ân không quá 3 giá tr.i nên ı́t nhất
13 trong số 37 d̄iê

,
m có cùng giá tr.i (nếu không, thế th̀ı số các d̄iê

,
m

không ló,n ho,n 12.3=36). Tu,o,ng t .u
,, có không ı́t ho,n 5 trong 13 d̄iê

,
m

d̄ó có giá tr.i ȳ nhu, nhau.

Thế th̀ı giao d̄iê
,
m các trung tuyến c

,
ua tam giác có d̄

,
ınh (x1, y1, z1),

(x2, y2, z2) và (x3, y3, z3) có to .a d̄ .ô

x0 =
x1 + x2 + x3

3
; y0 =

y1 + y2 + y3

3
; z0 =

z1 + z2 + z3

3

Nếu x̄1 = x̄2 = x̄3 và ȳ1 = ȳ2 = ȳ3 th̀ı các số x0 và y0 là nguyên còn
số z0 ch

,
ı nguyên khi và ch

,
ı khi z1 + z2 + z3 ≡ 0( mod 3). Trong

tru,̀o,ng h .o
,p bài ra ta ch .on ra 5 d̄iê

,
m mà tất c

,
a số x̄ b`̆ang nhau và tất

c
,
a số ȳ b`̆ang nhau. Nếu trong các d̄iê

,
m này ta t̀ım d̄u,.o

,c ba d̄iê
,
m mà

các số z̄ nh.ân các giá tr.i 0; 1; 2 th̀ı vó,i các d̄iê
,
m d̄ó ta có

z1 + z2 + z3 ≡ z̄1 + z̄2 + z̄3 ≡ 0 + 1 + 2 ≡ 0( mod 3)

Nếu không có nhũ,ng d̄iê
,
m này th̀ı số z̄ vó,i 5 d̄iê

,
m d̄ã ch .on sẽ nh.ân

không quá 2 giá tr.i, do d̄ó ta t̀ım d̄u,.o
,c 3 d̄iê

,
m mà giá tr.i z̄ nh.ân cùng

m.ôt giá tr.i mà số z0 ú,ng vó,i nó là số nguyên. J

... 11.9. Trên m .̆at ph
,
ăng cho 7 d̄u,̀o,ng th

,
ăng trong d̄ó không có hai

d̄u,̀o,ng th
,
ăng nào song song. Chú,ng minh r`̆ang ta t̀ım d̄u,.o

,c hai trong
7 d̄u,̀o,ng th

,
ăng nói trên mà góc giũ,a chúng nh

,
o ho,n 260.

Lò,i gi
,
ai. Ta hãy t.inh tiến tất c

,
a 7 d̄u,̀o,ng th

,
ăng d̄ã cho sao cho chúng

cùng d̄i qua m.ôt d̄iê
,
m cố d̄.inh O. Ta sẽ d̄u,.o

,c 7 d̄u,̀o,ng th
,
ăng chia góc

d̄ầy d̄
,
ınh O thành 14 phần. V̀ı thế m.ôt trong các góc t .ao thành nh

,
o

ho,n
3600

14
= 250 5

7
< 260 (nếu tất c

,
a các góc d̄ều b`̆ang nhau th̀ı mỗi
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,
h .o

,p

góc không ló,n ho,n 260). Nhu,ng góc giũ,a hai d̄u,̀o,ng th
,
ăng c´̆at nhau

b`̆ang góc giũ,a hai d̄u,̀o,ng th
,
ăng ban d̄ầu. J

... 11.10. Cho A là m .ôt t .âp các số nguyên và x là m .ôt số nguyên bất
kỳ. T .âp h .o

,p x + A = {x + a|a ∈ A} g .oi là t.inh tiến c
,
ua A xác d̄.inh

b
,
o, i x. Hay nói cách khác t .âp h .o

,p x+ A gồm các phần t
,
u, c

,
ua A c .ông

thêm vó,i cùng m.ôt số x. Chúng ta nói r`̆ang m.ôt t .âp h .o
,p nhũ,ng số

nguyên là k-nh
,
o nhất, nếu tồn t .ai k t .âp t.inh tiến c

,
ua A, mà chúng

tù,ng d̄ôi không có d̄iê
,
m chung. V́ı d .u: m.oi t .âp số hũ,u h.an là k-nh

,
o

nhất vó,i m .oi số nguyên du,o,ng k. Cũng có t .âp vô h.an là k-nh
,
o nhất

nhu, dãy k+ 1, (k+ 1)2, . . . , (k+ 1)n, . . . Nhu,ng chúng ta chú,ng minh
kết lu .ân sau:

Cho n là số t .u
, nhiên. Khi d̄ó t .âp h.o

,p nhũ,ng số nguyên không thê
,
biê

,
u

diễn nhu, h.o
,p c

,
ua n t .âp h.o

,p (n + 1)-nh
,
o nhất.

Lò,i gi
,
ai. Chúng ta gi

,
a s

,
u, ngu,.o

,c l .ai: tồn t .ai nhũ,ng t .âp h .o
,p (n + 1)-

nh
,
o nhất A1, A2, . . . , An sao cho mỗi số nguyên thu .ôc m.ôt trong

nhũ,ng t .âp h .o
,p này. Theo d̄.inh ngh̃ıa c

,
ua t .âp (n + 1)-nh

,
o nhất vó,i

m .oi i = 1, 2, . . . , n tồn t .ai n + 1 số nguyên ai,1, ai,2, . . . , ai,n+1 sao cho
vó,i 1 ≤ r ≤ n + 1, 1 ≤ s ≤ n + 1 và r 6= s nhũ,ng phép t.inh tiến
air + Ai và ais + Ai không có d̄iê

,
m chung. Ký hi .êu N là t .âp h .o

,p
tất c

,
a n-b .ô s´̆ap thú, t .u

,
(j1, j2, . . . , jn)

,
o, d̄ây j1, j2, . . . , jn d̄ .ôc l .âp nh.ân

các giá tr.i 1, 2, . . . , n, n + 1. Vó,i mỗi n-b .ô a = (j1, j2, . . . , jn) tù, N
cho tu,o,ng ú,ng vó,i m .ôt số nguyên xa = a1j1 + a2j2 + · · ·+ anjn . B

,
o,i

v̀ı chúng ta d̄ã gi
,
a thiết t .âp h .o

,p nhũ,ng số nguyên là h .o
,p c

,
ua các

t .âp h .o
,p A1, A2, . . . , An, mỗi số xa thu .ôc m.ôt t .âp nào d̄ó trong dãy

t .âp h .o
,p trên. Ngoài ra số phần t

,
u, c

,
ua N là (n + 1)n (d̄ây là t́ınh tô

,

h .o
,p).Tù, nguyên lý Ðirichle m

,
o, r .ông chúng ta có ı́t nhất m.ôt trong

các t .âp A1, A2, . . . , An chú,a nhũ,ng số d .ang xa vó,i ı́t nhất
(n + 1)n

n
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b .ô a tù, N.

Không mất t́ınh tô
,
ng quát chúng ta gi

,
a thiết A1 có t́ınh chất

trên. Chúng ta xét tất c
,
a các phần t

,
u, α c

,
ua N mà số xα thu .ôc A1.

Chúng gồm ı́t nhất
(n + 1)n

n
phần t

,
u,. Nếu α = (j1, j2, . . . , jn) là m .ôt

phần t
,
u, trong chúng, th̀ı chúng ta cho tu,o,ng ú,ng vó,i (n − 1)-b .ô

s´̆ap α′ = (j2, j3, . . . , jn). V̀ı 1 ≤ jµ ≤ n + 1 vó,i m .oi µ = 2, 3, . . . , n,
theo t́ınh chất tô

,
h .o

,p vó,i α′ có nhiều nhất (n + 1)n−1 kh
,
a năng.

Tù, bất d̄
,
ăng thú,c

(n + 1)n

n
> (n + 1)n−1 suy ra ı́t nhất có hai n-b .ô

α = (j1, j2, . . . , jn), β = (k1, k2, . . . , kn) hoàn toàn khác nhau, mà
xα ∈ A1, xβ ∈ A1, tu,o,ng ú,ng vó,i cùng m.ôt (n− 1)-b .ô.

Chúng ta có thê
,
tóm t´̆at ng´̆an g .on nhu, sau: tồn t .ai hai b .ô khác

nhau α = (j1, j2, . . . , jn) và β = (k1, k2, . . . , kn) thu .ôc N, mà xα ∈
A1, xβ ∈ A1, j1 6= k1 và j2 = k2, j3 = k3, . . . , jn = kn. Nhu,ng, xα =

a1j1 + a2j2 + · · ·+ anjn xβ = a1k1 + a2k2 + · · ·+ ankn nhu,ng v̀ı jµ = kµ

vó,i mỗi µ = 2, 3, . . . n chúng ta có xα − xβ = a1j1 − a1k1 ho .̆ac là
a1k1 + xα = a1j1 + xβ. Khi d̄ó số x = a1k1 + xα = a1j1 + xβ thu .ôc vào
t .âp h .o

,p a1k1 + A1 và a1j1 + A1. Suy ra t .âp t.inh tiến A1 xác d̄.inh b
,
o,i

các số a1k1 và a1j1 có d̄iê
,
m chung, d̄iều d̄ó trái vó,i gi

,
a thiết khi b´̆at

d̄ầu chú,ng minh. J

11.2. Bài t .âp
... 11.11. a) Trong h̀ınh vuông di .ên t́ıch 6 d̄ .̆at ba d̄a giác di .ên t́ıch
3. Chú,ng minh r`̆ang trong số d̄ó luôn t̀ım d̄u,.o

,c hai d̄a giác mà di .ên
t́ıch phần chung c

,
ua chúng không nh

,
o ho,n 1.

b) Trong h̀ınh vuông di .ên t́ıch 5 d̄ .̆at 9 d̄a giác di .ên t́ıch 1. Chú,ng
minh r`̆ang trong số d̄ó luôn t̀ım d̄u,.o

,c hai d̄a giác mà di .ên t́ıch phần
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,
h .o

,p

chung c
,
ua chúng không nh

,
o ho,n

1
9

.

... 11.12. Sáu d̄iê
,
m d̄u,.o

,c s´̆ap xếp trên m.̆at ph
,
ăng sao cho ba d̄iê

,
m

bất kỳ là d̄
,
ınh c

,
ua m.ôt tam giác mà các c .anh có d̄ .ô dài khác nhau.

Chú,ng minh r`̆ang c .anh nh
,
o nhất c

,
ua m.ôt trong các tam giác d̄ồng

thò,i là c .anh ló,n nhất c
,
ua m.ôt tam giác khác.

... 11.13. Cho P1, P2, . . . , P7 là bâ
,
y d̄iê

,
m trong không gian, trong d̄ó

không có bốn d̄iê
,
m nào d̄ồng ph

,
ăng. Tô mầu mỗi d̄o .an PiPj (i < j)

vó,i m .ôt trong hai mầu d̄
,
o ho .̆ac d̄en. Chú,ng minh r`̆ang có hai tam

giác d̄o,n s´̆ac không có chung c.anh.

... 11.14. Có hai d̄̃ıa d̄ều d̄u,.o
,c chia thành 1998 h̀ınh qu.at b`̆ang nhau,

và trên mỗi d̄̃ıa tô m.ôt cách bất kỳ (b`̆ang m.ôt mầu) 200 h̀ınh qu.at.
Các d̄̃ıa d̄u,.o

,c d̄ .̆at chồng lên nhau và quay m.ôt d̄̃ıa theo nhũ,ng góc

là b .ôi c
,
ua

3600

1998
. Chú,ng minh r`̆ang tồn t .ai ı́t nhất 94 v.i tŕı có không

quá 20 h̀ınh qu.at d̄u,.o
,c so,n trùng nhau.

... 11.15. Trên m.̆at ph
,
ăng cho n d̄u,̀o,ng th

,
ăng tù,ng d̄ôi không song

song vó,i nhau. Chú,ng minh r`̆ang góc giũ,a hai d̄u,̀o,ng th
,
ăng nào d̄ó

trong số d̄ó không ló,n ho,n
1800

n
.
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M .ÔT SỐ BÀI T .ÂP HÌNH H .OC KHÁC

12.1. Vı́ d .u
... 12.1. Trong h̀ınh chũ,nh .ât 3x4 d̄ .̆at 6 d̄iê

,
m. Chú,ng minh r`̆ang trong

số d̄ó luôn t̀ım d̄u,.o
,c hai d̄iê

,
m có kho

,
ang cách giũ,a chúng không ló,n

ho,n
√

5.

Lò,i gi
,
ai. Chia h̀ınh chũ, nh.ât ra làm

Hı̀nh 12.1:

5 h̀ınh nhu, h̀ınh 12.1. Trong m.ôt
trong số các h̀ınh d̄ó sẽ có ı́t nhất
2 d̄iê

,
m, và kho

,
ang cách giũ,a hai

d̄iê
,
m d̄ó sẽ không ló,n ho,n

√
5. J

... 12.2. Trên m .̆at ph
,
ăng có 25 d̄iê

,
m, biết r`̆ang trong 3 d̄iê

,
m bất kỳ

trong số d̄ó luôn có 2 d̄iê
,
m cách nhau nh

,
o ho,n 1. Chú,ng minh r`̆ang

tồn t .ai h̀ınh tròn bán ḱınh 1 chú,a không ı́t ho,n 13 d̄iê
,
m d̄ã cho.

Lò,i gi
,
ai. Gi

,
a s

,
u, A là m .ôt d̄iê

,
m d̄ã cho. Nếu tất c

,
a các d̄iê

,
m còn l .ai

n`̆am trong h̀ınh tròn S1 tâm A bán kinh 1 th̀ı ta không cần ph
,
ai

chú,ng minh g̀ı thêm. Gi
,
a s

,
u, có m.ôt d̄iê

,
m B trong số d̄ã cho n`̆am

ngoài d̄u,̀o,ng tròn S1 tú,c là AB > 1. Xét h̀ınh tròn S2 tâm B bán ḱınh
1. Trong số các d̄iê

,
m A, B, C trong d̄ó C là d̄iê

,
m d̄ã cho bất kỳ luôn

có hai d̄iê
,
m cách nhau nh

,
o ho,n 1, ho,n nũ,a d̄ó không thê

,
là 2 d̄iê

,
m
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A và B. Do d̄ó các h̀ınh tròn S1 và S2 chú,a tất c
,
a các d̄iê

,
m d̄ã cho,

tú,c là m .ôt trong hai h̀ınh tròn d̄ó chú,a không ı́t ho,n 13 d̄iê
,
m d̄ã cho.

J

... 12.3. Bên trong d̄u,̀o,ng tròn bán ḱınh n d̄ .̆at 4n d̄o .an th
,
ăng có d̄ .ô dài

1. Chú,ng minh r`̆ang có thê
,
k

,
e m.ôt d̄u,̀o,ng th

,
ăng song song ho .̆ac vuông

góc vó,i d̄u,̀o,ng th
,
ăng l cho tru,́o,c và c´̆at ı́t nhất 2 d̄o .an th

,
ăng d̄ã cho.

Lò,i gi
,
ai. Gi

,
a s

,
u, l1 là d̄u,̀o,ng th

,
ăng bất kỳ vuông góc vó,i l. Ký hi .êu

d̄ .ô dài các h̀ınh chiếu c
,
ua d̄o .an th

,
ăng thú, i lên các d̄u,̀o,ng th

,
ăng l

và l1 là ai và bi tu,o,ng ú,ng. B
,
o,i v̀ı d̄ .ô dài c

,
ua mỗi d̄o .an th

,
ăng b`̆ang

1, nên ai + bi ≥ 1. Do d̄ó (a1 + · · ·+ a4n) + (b1 + · · ·+ b4n) ≥ 4n.
Không mất t́ınh tô

,
ng quát gi

,
a s

,
u, (a1 + · · ·+ a4n) ≥ (b1 + · · ·+ b4n).

Khi d̄ó a1 + · · ·+ a4n ≥ 2n. Tất c
,
a các d̄o .an th

,
ăng d̄ã cho d̄ều d̄u,.o

,c
chiếu xuống d̄o .an th

,
ăng có d̄ .ô dài 2n, b

,
o,i v̀ı chúng d̄ều n`̆am trong

d̄u,̀o,ng tròn bán ḱınh n. Nếu nhu, các h̀ınh chiếu c
,
ua các d̄o .an th

,
ăng

d̄ã cho lên d̄u,̀o,ng th
,
ăng l không có d̄iê

,
m chung, th̀ı sẽ có bất d̄

,
ăng

thú,c a1 + · · ·+ a4n < 2n. Do d̄ó trên l ph
,
ai có m .ôt d̄iê

,
m b.i các d̄iê

,
m

c
,
ua ı́t nhất hai trong số các d̄o .an th

,
ăng d̄ã cho chiếu lên d̄ó. Ðu,̀o,ng

vuông góc vó,i l t .ai d̄iê
,
m d̄ó sẽ c´̆at ı́t nhất hai d̄o .an th

,
ăng d̄ã cho. J

... 12.4. Trên do .an th
,
ăng có d̄ .ô dài 1 ta tô m.ôt số d̄o .an th

,
ăng sao

cho kho
,
ang cách giũ,a hai d̄iê

,
m d̄u,.o

,c tô bất kỳ không b`̆ang 0,1. Chú,ng
minh r`̆ang tô

,
ng d̄ .ô dài các do .an th

,
ăng d̄u,.o

,c tô không ló,n ho,n 0,5.

Lò,i gi
,
ai. Chia d̄o .an th

,
ăng ra làm 10 d̄o .an th

,
ăng có d̄ .ô dài 0,1, d̄ .̆at

chúng theo m.ôt c .ôt và chiếu chúng xuống m.ôt d̄o .an th
,
ăng nhu, v .ây.

B
,
o,i v̀ı kho

,
ang cách giũ,a hai d̄iê

,
m d̄u,.o

,c tô bất kỳ không b`̆ang 0,1,
nên các d̄iê

,
m d̄u,.o

,c tô c
,
ua các d̄o .an th

,
ăng c .anh nhau không thê

,
cùng

chiếu xuống 1 d̄iê
,
m. Do d̄ó không có d̄iê

,
m nào có thê

,
là h̀ınh chiếu
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c
,
ua các d̄iê

,
m d̄u,.o

,c tô c
,
ua nhiều ho,n 5 d̄o .an th

,
ăng. Suy ra tô

,
ng

d̄ .ô dài các h̀ınh chiếu c
,
ua các d̄o .an th

,
ăng d̄u,.o

,c tô không ló,n ho,n
5.0, 1 = 0, 5. J

... 12.5. Chú,ng minh r`̆ang nếu m.ôt d̄u,̀o,ng th
,
ăng l n`̆am trong m .̆at

ph
,
ăng c

,
ua tam giác ABC và không d̄i qua d̄

,
ınh nào c

,
ua tam giác d̄ó,

th̀ı nó c´̆at không quá hai c .anh c
,
ua tam giác d̄ã cho.

Lò,i gi
,
ai. Ký hi .êu α và α là hai n

,
u,a m.̆at ph

,
ăng do l chia m.̆at ph

,
ăng

c
,
ua tam giác ABC. Mỗi d̄

,
ınh A, B và C n`̆am trong m.ôt n

,
u,a m.̆at

ph
,
ăng trên. Theo nguyên lý Ðirichlê ı́t nhất m.ôt trong hai n

,
u,a m.̆at

ph
,
ăng trên, ch

,
ăng h.an nhu, α, chú,a hai d̄

,
ınh c

,
ua tam giác ABC,

ch
,
ăng h.an nhu, A và B. Khi d̄ó d̄u,̀o,ng th

,
ăng l không c´̆at d̄o .an th

,
ăng

AB, ngh̃ıa là nó không c´̆at m.ôt trong ba c .anh c
,
ua tam giác ABC. J

... 12.6. Nhũ,ng d̄iê
,
m trong m .̆at ph

,
ăng d̄u,.o

,c so,n b`̆ang m.ôt trong ba
mầu. Chú,ng minh r`̆ang luôn t̀ım d̄u,.o

,c hai d̄iê
,
m cùng mầu cách nhau

d̄úng b`̆ang 1.

Lò,i gi
,
ai. Gi

,
a s

,
u, hai d̄iê

,
m bất kỳ cách nhau 1 d̄ều d̄u,.o

,c tô b`̆ang các
mầu khác nhau. Xét tam giác d̄ều ABC có c .anh b`̆ang 1. Tất c

,
a các

d̄
,
ınh c

,
ua nó d̄u,.o

,c tô b`̆ang các mầu khác nhau. Gi
,
a s

,
u, d̄iê

,
m A1 d̄ối

xú,ng vó,i A qua d̄u,̀o,ng th
,
ăng BC. B

,
o,i v̀ı A1B = A1C = 1, nên d̄iê

,
m

A1 có mầu khác vó,i mầu c
,
ua B và C, tú,c là nó d̄u,.o

,c tô cùng m.ôt mầu
vó,i d̄iê

,
m A. Các l .âp lu .ân d̄ó th .u

,c chất d̄ã ch
,
ı ra r`̆ang nếu AA1 =

√
3,

th̀ı các d̄iê
,
m A và A1 tô cùng m.ôt mầu. Do d̄ó tất c

,
a các d̄iê

,
m n`̆am

trên d̄u,̀o,ng tròn tâm A bán ḱınh
√

3 có cùng m.ôt mầu. Rõ ràng trên
d̄u,̀o,ng tròn d̄ó luôn t̀ım d̄u,.o

,c hai d̄iê
,
m có kho

,
ang cách giũ,a chúng

b`̆ang 1. Ta d̄u,.o
,c mâu thuẫn, v .ây luôn t̀ım d̄u,.o

,c hai d̄iê
,
m cùng mầu

có kho
,
ang cách giũ,a chúng b`̆ang 1. J
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... 12.7. Cho 11 d̄iê
,
m khác nhau trong h̀ınh cầu thê

,
t́ıch V. Chú,ng

minh r`̆ang qua tâm c
,
ua h̀ınh cầu có thê

,
d .u

,ng hai m .̆at ph
,
ăng sao cho

chúng c´̆at h̀ınh cầu thành m.ôt "miếng" vó,i thê
,
t́ıch

V
6

, mà phần trong

c
,
ua nó không chú,a trong phần trong bất cú, m.ôt d̄iê

,
m nào d̄ã cho.

Lò,i gi
,
ai. Chia h̀ınh cầu ra hai bán cầu b`̆ang m.ôt m.̆at ph

,
ăng d̄i qua

tâm và hai d̄iê
,
m tù, các d̄iê

,
m d̄ã cho. M.ôt bán cầu chú,a trong phần

trong nhiều nhất là 4 d̄iê
,
m tù, các d̄iê

,
m còn l .ai. Chia n

,
u,a h̀ınh cầu

b`̆ang hai m .̆at ph
,
ăng, mà mỗi m .̆at ph

,
ăng d̄i qua tâm h̀ınh cầu và

hai d̄iê
,
m trong 4 d̄iê

,
m còn l .ai. Nhu, v .ây n

,
u,a h̀ınh cầu chia thành 3

"miếng" không chú,a m.ôt d̄iê
,
m nào bên trong. ı́t nhất thê

,
t́ıch c

,
ua

m.ôt miếng ló,n ho,n
1
3

thê
,
t́ıch c

,
ua bán h̀ınh cầu. J

... 12.8. Cho khối d̄a di.ên lồi P1 có 9 d̄
,
ınh A1, A2, . . . , A9.Ký hi.êu

P2, P3, .., P9 là nhũ,ng d̄a di.ên d̄u,.o
,c t .ao thành b

,
o,i các phép t.inh tiến

tu,o,ng ú,ng theo các vecto,
−−−→
A1A2, . . . ,

−−−→
A1A9. Chú,ng minh r`̆ang ı́t nhất

2 trong số 9 d̄a di.ên trên có ı́t nhất m.ôt d̄iê
,
m chung.

Lò,i gi
,
ai. Xét h̀ınh d̄a di .ên P là

,
anh c

,
ua P1 qua phép v.i t .u

, tâm A1

và h.ê số 2. Ta sẽ chú,ng minh r`̆ang 9 d̄a di .ên d̄ều n`̆am trong P. Th.ât
v .ây, cho A1, A∗2 , . . . , A∗9 là các d̄

,
ınh c

,
ua d̄a di .ên P. Chúng ta sẽ chú,ng

minh, ch
,
ăng h.an nhu, P2 n`̆am trong P. Ðê

,
chú,ng minh d̄iều d̄ó chúng

ta chú ý tó,i phép t.inh tiến
−−−→
A1A2 chuyê

,
n các d̄iê

,
m A1, A2, . . . , A9

tó,i các d̄iê
,
m A2, A∗2 , A′3, . . . , A′9,

,
o, d̄ây A′i là trung d̄iê

,
m c

,
ua d̄o .an

A∗2 A∗i ).

Tô
,
ng thê

,
t́ıch c

,
ua các d̄a di .ên P1, P2, . . . , P9 n`̆am trong P b`̆ang

9V,
,
o, d̄ây V là thê

,
t́ıch c

,
ua d̄a di .ên P1, còn thê

,
t́ıch c

,
ua d̄a di .ên P

b`̆ang 8V. Suy ra ı́t nhất có hai d̄a di .ên có d̄iê
,
m chung (nguyên lý

Ðirichlê cho thê
,
t́ıch. J
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... 12.9. Trong h̀ınh cầu d̄u,̀o,ng ḱınh 3 d̄ .̆at m.ôt số h̀ınh cầu mà tô
,
ng

d̄u,̀o,ng ḱınh c
,
ua chúng b`̆ang 25 (nhũ,ng h̀ınh cầu này có thê

,
giao

nhau). Chú,ng minh r`̆ang vó,i m.oi m .̆at ph
,
ăng tồn t .ai m.ôt m .̆at ph

,
ăng

song song vó,i nó và c´̆at ı́t nhất 9 h̀ınh cầu con.

Lò,i gi
,
ai. Chúng ta xét h̀ınh chiếu các h̀ınh cầu lên d̄u,̀o,ng th

,
ăng

vuông góc vó,i m .̆at ph
,
ăng d̄ã cho. Hı̀nh cầu ló,n chiếu vào m.ôt d̄o .an

th
,
ăng có d̄ .ô dài 3, còn các h̀ınh cầu con chiếu vào các d̄o .an th

,
ăng

nh
,
o có tô

,
ng 25. Gi

,
a s

,
u, không có m.ôt m.̆at ph

,
ăng nào nhu, d̄ề bài ra,

ngh̃ıa là m .oi m .̆at ph
,
ăng song song vó,i m .̆at ph

,
ăng d̄ã cho ch

,
ı c´̆at 8

h̀ınh cầu nh
,
o. khi d̄ó mỗi d̄iê

,
m trong d̄o .an th

,
ăng d̄ .ô dài 3 ch

,
ı thu .ôc

nhiều nhất là 8 d̄o .an th
,
ăng h̀ınh chiếu c

,
ua nhũ,ng h̀ınh cầu nh

,
o. Suy

ra tô
,
ng c

,
ua chúng không quá 24. Nh.ân d̄u,.o

,c s .u
, vô lý. J

... 12.10. Trong h̀ınh vuông c .anh 1 d̄o,n v.i có m.ôt d̄u,̀o,ng gấp khúc L
không t .u

, c´̆a vó,i d̄ .ô dài ló,n ho,n 1000. Chú,ng minh r`̆ang tồn t .ai m.ôt
d̄u,̀o,ng th

,
ăng m song song vó,i c .anh h̀ınh vuông và c´̆at d̄u,̀o,ng L t .ai ho,n

500 d̄iê
,
m.

Lò,i gi
,
ai. Gi

,
a s

,
u, li là d̄ .ô dài m´̆at thú, i c

,
ua d̄u,̀o,ng gấp khúc, ai và bi

là d̄ .ô dài h̀ınh chiếu c
,
ua nó lên các c .anh c

,
ua h̀ınh vuông. Khi d̄ó

li ≤ ai + bi. Suy ra

1000 = l1 + · · ·+ ln ≤ (a1 + · · ·+ an) + (b1 + · · ·+ bn)

Tú,c là ho .̆ac a1 + · · ·+ an ≥ 500 ho .̆ac là b1 + · · ·+ bn ≥ 500. Nếu
tô

,
ng d̄ .ô dài h̀ınh chiếu c

,
ua các m´̆at lên m.ôt c .anh d̄ .ô dài 1 không nh

,
o

ho,n 500, th̀ı theo nguyên lý Ðirichlê cho d̄ .ô dài d̄o .an th
,
ăng ph

,
ai có

d̄iê
,
m chung cho ho,n 500 h̀ınh chiếu c

,
ua các m´̆at gấp khúc, tú,c là

d̄u,̀o,ng vuông góc k
,
e tù, d̄iê

,
m chung d̄ó sẽ c´̆at d̄u,̀o,ng gấp khúc t .ai ı́t

nhất 500 d̄iê
,
m. J
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12.2. Bài t .âp
... 12.11. Cho A là t .âp h .o

,p nhũ,ng d̄iê
,
m trên m.ôt m.̆at cầu và có di .ên

t́ıch ló,n ho,n n
,
u,a di .ên t́ıch m.̆at cầu. Chú,ng minh r`̆ang A chú,a ı́t nhất

m.ôt c .̆ap d̄iê
,
m mà nó là 2 d̄aah u d̄u,̀o,ng ḱınh c

,
ua qu

,
a cầu.

... 12.12. Ta g .oi h̀ınh chũ, th .âp là h̀ınh t .ao b
,
o,i các d̄u,̀o,ng chéo c

,
ua

h̀ınh vuông c.anh 1. Chú,ng minh r`̆ang trong h̀ınh tròn bán ḱınh 100
ch

,
ı có thê

,
d̄ .̆at d̄u,.o

,c m.ôt số hũ,u h.an các chũ, th .âp không c´̆at nhau.

... 12.13. Trên m.̆at ph
,
ăng cho d̄iê

,
m O. H

,
oi có thê

,
d̄ .̆at trên m.̆at ph

,
ăng

5 h̀ınh tròn không ph
,
u d̄iê

,
m O sao cho m.oi tia xuất phát tù, O c´̆at

không ı́t ho,n hai h̀ınh tròn d̄u,.o
,c hay không ? (c´̆at

,
o, d̄ây có ngh̃ıa là

có d̄iê
,
m chung).

... 12.14. Nhũ,ng d̄iê
,
m trong m.̆at ph

,
ăng d̄u,.o

,c so,n b`̆ang m.ôt trong
hai mầu. Chú,ng minh r`̆ang luôn t̀ım d̄u,.o

,c hai d̄iê
,
m cùng mầu cách

nhau d̄úng b`̆ang 1.
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M .ÔT SỐ ÐỀ THI VÔ Ð.ICH

Nhũ,ng bài toán thi vô d̄.ich các nu,ó,c là các bài toán d̄iê
,
n h̀ınh cho

vi .êc v .ân d .ung tŕı thông minh, sáng t .ao d̄ê
,
gi

,
ai. Nó d̄òi h

,
oi h .oc sinh

ph
,
ai n´̆am d̄u,.o

,c các kiến thú,c co, b
,
an vũ,ng ch´̆ac và hiê

,
u thấu d̄áo.

Ðê
,
gi

,
ai các bài toán thi vô d̄.ich ph

,
ai v .ân d .ung cao t́ınh phân t́ıch

và tô
,
ng h .o

,p các kiến thú,c toán h .oc. Rất nhiều bài toán thi vô d̄.ich
các nu,ó,c có m.ôt phần gi

,
ai s

,
u, d .ung nguyên lý Ðirichlê, các chu,o,ng

tru,ó,c ta d̄ã g .̆ap m.ôt số bài. Ðê
,
thu.ân ti .ên cho b.an d̄oj c muốn tham

kh
,
ao d̄ầy d̄

,
u về ch

,
u d̄ề này tôi chép l .ai và thống kê ra d̄ây các d̄ề

thi vô d̄.ich các nu,ó,c ch
,
u yếu trong cuốn sách [4] và m.ôt số tuyê

,
n

t .âp khác. Nhu,ng v̀ı tài li .êu tham kh
,
ao có h .an, phần su,u tầm c

,
ua tôi

ch´̆ac ch´̆an chu,a d̄ầy d̄
,
u mong các b .an d̄ .oc bô

,
sung và cho ý kiến.

Mỗi bài trong chu,o,ng này kèm theo tên nu,ó,c và năm kỳ thi vô d̄.ich
nu,ó,c d̄ó.

... 13.1. (Anh, 1966) Chú,ng minh r`̆ang tù, 52 số nguyên bất kỳ luôn
có thê

,
ch.on d̄u,.o

,c ra hai số mà tô
,
ng ho .̆ac hi.êu c

,
ua chúng chia hết cho

100.

Lò,i gi
,
ai. Tất c

,
a các số du, trong phép chia cho 100, d̄u,.o

,c chia thành
tù,ng nhóm nhu, sau: {0}, {1; 99}, {2; 98}, . . . , {49, 51}, {50}. V̀ı có
tất c

,
a 51 nhóm, mà l .ai có 52 số, nên theo nguyên lý Ðirichlê giũ,a
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chúng ph
,
ai có hai số mà các số du, trong phép chia cho 100 ro,i vào

m.ôt nhóm. Hai số này là hai số cần t̀ım v̀ı nếu số du, c
,
ua chúng b`̆ang

nhau th̀ı hi .êu c
,
ua chúng chia hết cho 100, còn nếu số du, c

,
ua chúng

khác nhau th̀ı tô
,
ng c

,
ua chúng chia hết cho 100. J

... 13.2. (Anh, 1970) Chú,ng minh r`̆ang tù, t .âp h.o
,p tuỳ ý gồm n số t .u

,

nhiên luôn tách ra d̄u,.o
,c m.ôt t .âp h.o

,p con (khác rỗng) chú,a các số mà
tô

,
ng c

,
ua chúng chia hết cho n.

Lò,i gi
,
ai. Gi

,
a s

,
u, vó,i m .ôt t .âp h .o

,p nào d̄ó chú,a các số a1, a2, . . . , an mà
không tho

,
a mãn kh

,
ăng d̄.inh c

,
ua bài toán. Khi d̄ó không có số nào

trong các số

S1 = a1, S2 = a1 + a2, . . . , Sn = a1 + a2 + · · ·+ an

chia hết cho n. V̀ı số các số du, khác không trong phép chia cho
n là n − 1, nên theo nguyên lý Ðirichlê t̀ım d̄u,.o

,c hai số Si và Sj

(1 ≤ i < j ≤ n) có cùng số du,. Suy ra hi .êu Sj − Si = ai−1 + · · ·+ aj

chia hết cho n, d̄iều này mâu thuẫn vó,i gi
,
a s

,
u, nói trên và kh

,
ăng

d̄.inh c
,
ua bài toán d̄u,.o

,c chú,ng minh. J

... 13.3. (Anh, 1976) Gi
,
a s

,
u, trong t .âp h.o

,p hũ,u h .an X ch.on ra 50 t .âp
h.o

,p con A1, . . . , A50 sao cho mỗi t .âp h.o
,p con chú,a ho,n m.ôt n

,
u,a phần

t
,
u, c

,
ua t .âp X. Chú,ng minh r`̆ang có thê

,
t̀ım d̄u,.o

,c t .âp h.o
,p con B ⊂ X

chú,a không nhiều ho,n 5 phần t
,
u, và có ı́t nhất m.ôt phần t

,
u, chung cho

các t .âp h.o
,p A1, A2, . . . A50.

Lò,i gi
,
ai. Gi

,
a s

,
u, số các phần t

,
u, c

,
ua t .âp X b`̆ang n. Mỗi t .âp h .o

,p con

d̄u,.o
,c ch .on A1, . . . , A50 chú,a không ı́t ho,n

n
2

phần t
,
u,, có ngh̃ıa là

tô
,
ng số các phần t

,
u, c

,
ua tất c

,
a các t .âp này vu,.o

,t quá 50.
n
2

= 25.n.

Theo nguyên lý Ðirichlê tồn t .ai m.ôt phần t
,
u, c

,
ua X thu .ôc không ı́t
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ho,n 26 t .âp con d̄ã ch .on. Tu,o,ng t .u
, ta chú,ng minh vó,i giá tr.i bất kỳ

k < 50 giũ,a các t .âp Ai1 , Ai2 , . . . , Aik có thê
,
ch .on ra không ı́t ho,n[

k
2

]
+ 1 t .âp h .o

,p chú,a cùng m.ôt phần t
,
u,. Ta lấy phần t

,
u, c

,
ua m.ôt

t .âp h .o
,p X mà nó thu .ôc không ı́t ho,n 26 t .âp (phần t

,
u, này sẽ là m .ôt

trong 5 phần t
,
u, c

,
ua t .âp h .o

,p B). Ta lo .ai ra 26 t .âp mà chú,a phần t
,
u,

d̄ã xét. Khi d̄ó t̀ım d̄u,.o
,c 1 phần t

,
u, thu .ôc ı́t nhất 13 tù, 24 t .âp còn l .ai.

Ta l .ai lo .ai 13 t .âp này ra, khi d̄ó giũ,a 11 t .âp còn l .ai t̀ım d̄u,.o
,c 1 phần

t
,
u, thu .ôc không ı́t ho,n 6 trong số các t .âp h .o

,p. Ðối vó,i 5 t .âp h .o
,p còn

l .ai t̀ım d̄u,.o
,c 1 phần t

,
u, thu .ôc không ı́t ho,n 3 trong số chúng. Và cuối

cùng tồn t .ai m.ôt phần t
,
u, thu .ôc hai t .âp cuối cùng. Nhu, v .ây ta t̀ım

d̄u,.o
,c không nhiều ho,n 5 phần t

,
u, c

,
ua t .âp X (có thê

,
ı́t ho,n v̀ı m .ôt vài

phần t
,
u, sẽ trùng nhau), chúng sẽ t .ao thành t .âp B. Ngoài ra m.ôt t .âp

bất kỳ tù, A1, . . . , A50 chú,a ı́t nhất m.ôt trong các phần t
,
u, d̄ó.

... 13.4. (Ba Lan, 1979) Khi chia các số t .u
, nhiên a1, a2, . . . , an cho số

t .u
,nhiên m nào d̄ó, nh .ân d̄u,.o

,c các số du,khác nhau, d̄ồng thò,i n >
m
2

.

Chú,ng minh r`̆ang vó,i m.oi số k ∈ Z tồn t .ai các số i, j ∈ {1, 2, . . . , n}
(không nhất thiết khác nhau) sao cho số ai + aj − k chia hết cho m.

Lò,i gi
,
ai. Xét 2n số a1, a2, . . . , an, k− a1, k− a2, . . . , k− an. V̀ı 2n > m,

nên có 2 trong các số d̄ó có cùng số du, trong phép chia cho m. Theo
d̄iều ki .ên bài toán, các số a1, a2, . . . , an, có số du, khác nhau trong
phép chia cho m, nên các số k− a1, k− a2, . . . , k− an cũng có số du,

khác nhau. Do d̄ó c .̆ap số có số du, b`̆ang nhau ch
,
ı có thê

,
là hai số có

d .ang ai và k − aj vó,i i, j nào d̄ó. Khi d̄ó hi .êu c
,
ua chúng ai + aj − k

chia hết cho m. J

... 13.5. (Ba Lan, 1977) Chú,ng minh r`̆ang vó,i m.oi giá tr.i a, b ∈ R và
ε > 0, tồn t .ai các số k, m ∈ Z và n ∈ N tho

,
a mãn các bất d̄

,
ăng thú,c
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|na− k| < ε và |nb−m| < ε.

Lò,i gi
,
ai. Cho số nguyên N >

1
ε

và vó,i mỗi c .̆ap x, y ∈ [0; 1] ta thay

thế b`̆ang c .̆ap u, v tho
,
a mãn u = [Nx], v = [Ny], khi d̄ó nếu vó,i hai

c .̆ap (x1, y1), (x2, y2) tu,o,ng ú,ng vó,i m .ôt c .̆ap duy nhất (u, v) th̀ı

|x1 − x2| =
∣∣∣∣ 1

N
(u + {Nx1})−

1
N
(v + {Nx2})

∣∣∣∣ =
=

1
N
|{Nx1} − {Nx2}| <

1
N

< ε

và tu,o,ng t .u
, ta có |y1 − y2| < ε. V̀ı u, v ∈ {0, . . . , N − 1}, nên có tất

c
,
a N2 c .̆ap (u, v) khác nhau. Xét t .âp h .o

,p N2 + 1 c .̆ap giá tr.i

x = {la}, y = {lb} vó,i l = 0, 1, . . . , N2

Theo nguyên lý Ðirichlê có ı́t nhất hai c .̆ap (gi
,
a s

,
u, vó,i l = i và

l = j, i > j) tù, t .âp h .o
,p này tu,o,ng ú,ng cùng m.ôt c .̆ap (u, v). Do d̄ó,

vó,i ký hi .êu

n = i− j, k = [ia]− [ja], m = [ib]− [jb]

ta nh.ân d̄u,.o
,c các bất d̄

,
ăng thú,c cần chú,ng minh :

|na− k| = |(ia− [ia])− (ja− [ja])| = |{ia} − {ja}| < ε,

|nb−m| = |(ib− [ib])− (jb− [jb])| = |{ib} − {jb}| < ε.
J

... 13.6. (B
,
ı, 1977) Trong h̀ınh tròn có bán ḱınh n ∈ N có 4n d̄o .an

th
,
ăng d̄ều có d̄ .ô dài b`̆ang 1. Chú,ng minh r`̆ang nếu có m.ôt d̄u,̀o,ng th

,
ăng

cho tru,́o,c th̀ı t̀ım d̄u,.o
,c m.ôt d̄u,̀o,ng th

,
ăng khác, ho .̆ac song song, ho .̆ac

vuông góc vó,i d̄u,̀o,ng th
,
ăng này và c´̆at ı́t nhất hai d̄o .an th

,
ăng nói trên.

Lò,i gi
,
ai. Ðê

,
ý r`̆ang tô

,
ng d̄ .ô dài hai h̀ınh chiếu c

,
ua mỗi m.ôt d̄o .an

th
,
ăng lên d̄u,̀o,ng th

,
ăng l và d̄u,̀o,ng th

,
ăng l′, vuông góc vó,i nó, không
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bé ho,n 1. Th.ât v .ây, nếu vecto, a có d̄ .ô dài là 1 song song vó,i d̄o .an
th

,
ăng nào d̄ó, còn các vecto, x và y là các h̀ınh chiếu c

,
ua vecto, a lên

d̄u,̀o,ng th
,
ăng l và l′ th̀ı a = x + y, suy ra |x|+ |y| ≥ |a| = 1. Nhu,ng

d̄ .ô dài các h̀ınh chiếu c
,
ua d̄o .an th

,
ăng b`̆ang |x| và |y| do d̄ó tô

,
ng c

,
ua

chúng cũng không bé ho,n 1. Dẫn d̄ến tô
,
ng d̄ .ô dài h̀ınh chiếu c

,
ua tất

c
,
a các d̄o .an th

,
ăng không bé ho,n 4n. Bó,i v .ây tù, hai d̄u,̀o,ng th

,
ăng l

và l′ có thê
,
ch .on d̄u,.o

,c m.ôt d̄u,̀o,ng th
,
ăng, tô

,
ng d̄ .ô dài c

,
ua h̀ınh chiếu

các d̄o .an th
,
ăng trên nó không bé ho,n 2n (nguyên lý Ðirichlê). V̀ı tất

c
,
a các d̄o .an th

,
ăng d̄u,.o

,c s´̆ap xếp trong h̀ınh tròn bán ḱınh n, nên h .o
,p

các h̀ınh chiếu c
,
ua chúng trên d̄u,̀o,ng th

,
ăng bất kỳ có d̄ .ô dài bé ho,n

2n. Suy ra trên d̄u,̀o,ng th
,
ăng d̄u,.o

,c ch .on t̀ım d̄u,.o
,c 1 d̄iê

,
m thu .ôc vào

h̀ınh chiếu c
,
ua ı́t nhất hai d̄o .an th

,
ăng (Nguyên lý Ðirichlê cho d̄o .an

th
,
ăng). Ðu,̀o,ng th

,
ăng d̄i qua d̄iê

,
m này vuông góc vó,i d̄u,̀o,ng th

,
ăng

d̄u,.o
,c ch .on, sẽ c´̆at ı́t nhất hai d̄o .an th

,
ăng này. V̀ı d̄u,̀o,ng th

,
ăng này

ho .̆ac vuông góc vó,i, ho .̆ac song song vó,i d̄u,̀o,ng th
,
ăng l, th̀ı nó tho

,
a

mãn d̄iều ki .ên bài toán. J

... 13.7. (Bungari (d̄ề thi ch.on d̄ .ôi tuyê
,
n),1973) Cho a1, a2, . . . , an là

nhũ,ng số nguyên khác nhau trong kho
,
ang [100,200], mà chúng tho

,
a

mãn a1 + a2 + · · ·+ an ≥ 11100. Chú,ng minh r`̆ang giũ,a nhũ,ng số này
có ı́t nhất m.ôt số, mà viết nó

,
o, d .ang th .âp phân có ı́t nhất hai chũ, số

giống nhau.

Lò,i gi
,
ai. Chúng ta l .âp danh sách các số trong kho

,
ang [100,200], mà

chúng viết
,
o, h.ê th .âp phân ı́t nhất có hai chũ, số trùng nhau.: 100,

101, 110, 111, 112, 113, 114, 115, 116, 117, 118, 119, 121, 122,
131, 133, 141, 144, 151, 155, 161, 166, 171, 177, 181, 188, 191,
199, 200. Tô

,
ng c

,
ua tất c

,
a các số trên là 4050. M .̆at khác tô

,
ng tất c

,
a

các số nguyên trong kho
,
ang [100,200] là 15150. Nếu trong nhũ,ng

số d̄ã cho a1, a2, . . . , an không có số nào trong danh sách trên, th̀ı
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a1 + a2 + · · ·+ an < 15150− 4050 = 11100, d̄iều này vô lý. Ngh̃ıa
là trong các số a1, a2, . . . , an có ı́t nhất m.ôt số viết

,
o, co, số mu,̀o,i có ı́t

nhất hai chũ, số trùng nhau. J

... 13.8. (Bungari,1973) Trong m.ôt thu, vi.ên có 20000 cuốn sách,
chúng d̄u,.o

,c xếp vào nhũ,ng giá sách sao cho mỗi giá sách có ı́t nhất
m.ôt quyê

,
n ho .̆ac nhiều nhất 199 cuốn sách. Chú,ng minh r`̆ang ı́t nhất

có hai giá sách có cùng số lu,.o
,ng sách.

Lò,i gi
,
ai. Gi

,
a s

,
u, ngu,.o

,c l .ai. Nếu trong thu, vi .ên có n giá sách và chúng
d̄u,.o

,c d̄ánh số tù, 1 d̄ến n, th̀ı rõ ràng là n ≤ 199. Chúng ta ký hi .êu ai

là số cuốn sách d̄u,.o
,c d̄ .̆at lên giá sách thú, i, chúng ta sẽ có 1 ≤ ai ≤

199. khi d̄ó t
,
u, d̄iều ki .ên ai 6= aj vó,i i 6= j, chúng ta nh.ân d̄u,.o

,c

20000 = a1 + a2 + · · ·+ an ≤ 1 + 2 + · · ·+ 199 = 19900 < 20000

d̄iều này vô lý. Suy ra có ı́t nhất hai giá sách, trên chúng chú,a cùng
số sách. J

... 13.9. (Bungari, 1983) T̀ım h̀ınh vuông có ḱıch thu,́o,c bé nhất, d̄ê
,

trong h̀ınh vuông d̄ó có thê
,
s´̆ap xếp 5 h̀ınh tròn bán ḱınh b`̆ang 1, sao

cho không có 3 h̀ınh tròn nào trong chúng có d̄iê
,
m trong chung.

Lò,i gi
,
ai. Gi

,
a s

,
u, h̀ınh vuông ABCD

B1

O

C1D1

A1

B

CD

A

Hı̀nh 13.1:

có tâm O và c .anh a, chú,a 5 h̀ınh
tròn không c´̆at nhau và d̄ều có
bán ḱınh b`̆ang 1, khi d̄ó các tâm
c

,
ua chúng n`̆am trong h̀ınh vuông

A1B1C1D1 có tâm O và c .anh b`̆ang
a− 2 (

,
o, d̄ây A1B1//AB ).

Các d̄u,̀o,ng th
,
ăng nối tù, các trung d̄iê

,
m c

,
ua các c .anh d̄ối di .ên c

,
ua

h̀ınh vuông A1B1C1D1 chia h̀ınh vuông d̄ó thành bốn h̀ınh vuông
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nh
,
o,

,
o, m.ôt trong chúng ı́t nhất cũng có hai trong số các tâm (Nguyên

lý Ðirichlê). Khi d̄ó kho
,
ang cách giũ,a hai tâm này m.ôt m.̆at không

ló,n ho,n d̄u,̀o,ng chéo h̀ınh vuông bé, m .̆at khác không bé ho,n 2. Do
v.ây có

2 ≤ OA1 =
A1B1

2

√
2 =

a− 2
2

√
2

suy ra a ≥ 2
√

2 + 2.

Cuối cùng, nếu a = 2
√

2 + 2 và tâm c
,
ua các h̀ınh tròn là các

d̄iê
,
m O, A1, B1, C1, D1 th̀ı tất c

,
a các d̄iều ki .ên nêu trên d̄u,.o

,c tho
,
a

mãn. Nhu, v .ây c .anh c
,
ua h̀ınh vuông cần t̀ım là 2

√
2 + 2. J

... 13.10. (Nam Tu,, 1977) Cho tru,́o,c 20 số t .u
, nhiên a1 < a2 < . . . <

a20 không vu,.o
,t quá 70. Chú,ng minh r`̆ang giũ,a các hi.êu aj − ak(j > k)

luôn t̀ım d̄u,.o
,c ı́t nhất 4 hi.êu b`̆ang nhau.

Lò,i gi
,
ai. Gi

,
a s

,
u, kh

,
ăng d̄.inh c

,
ua bài toán là sai. Khi d̄ó giũ,a 19 số t .u

,

nhiên a20 − a19, a19 − a18, . . . , a2 − a1 không có 4 số nào b`̆ang nhau.
Do d̄ó giũ,a chúng mỗi số 1, 2, 3, 4, 5, 6 có m .̆at không quá 3 lần.
Suy ra có m.ôt trong 19 số d̄ó ph

,
ai ló,n ho,n 6 (nếu không th̀ı số các

số không ló,n ho,n 6 sẽ nhiều ho,n 18), có 3 trong 18 số còn l .ai ph
,
ai

ló,n ho,n 5, 3 trong 15 số còn l .ai ph
,
ai ló,n ho,n 4,. . . Do d̄ó tô

,
ng c

,
ua

chúng (a20− a19) + (a19− a18) + · · ·+ (a2− a1) ≥ 7+ 3(6+ 5+ 4+
3 + 2 + 1) = 70 không thê

,
b`̆ang a20 − a1 ≤ 70− 1 = 69. Mâu thuẫn

nh.ân d̄u,.o
,c d̄ã chú,ng minh kh

,
ăng d̄.inh c

,
ua bài toán. J

... 13.11. (Nam Tu,, 1981) T .âp h.o
,p các số {1, 2, . . . , 100} d̄u,.o

,c chia
làm 7 t .âp h.o

,p con. Chú,ng minh r`̆ang ı́t nhất
,
o, m.ôt trong các t .âp h.o

,p
con ấy t̀ım d̄u,.o

,c ho .̆ac 4 số a, b, c, d sao cho a + b = c + d, ho .̆ac ba số
e, f , g sao cho e + f = 2g.

Lò,i gi
,
ai. Ðê

,
ý r`̆ang có ı́t nhất m.ôt trong 7 t .âp h .o

,p con chú,a không
ı́t ho,n 15 số (trong tru,̀o,ng h .o

,p ngu,.o
,c l .ai, tất c

,
a các t .âp h .o

,p con
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chú,a không nhiều ho,n 7.14 = 98 số). Mỗi c .̆ap số a > b c
,
ua t .âp h .o

,p
con này d̄u,.o

,c d̄ .̆at tu,o,ng ú,ng vó,i hi .êu a − b. Khi d̄ó ta nh.ân d̄u,.o
,c

không ı́t ho,n C2
15 = 15

14
2

= 105 hi .êu, trong số d̄ó ph
,
ai có các hi .êu

b`̆ang nhau (v̀ı các hi .êu nh.ân d̄u,.o
,c không quá 99 giá tr.i khác nhau

1, 2,. . . ,99). Gi
,
a s

,
u, vó,i hai c .̆ap số a > b, c > d ta có d̄

,
ăng thú,c

a − b = c − d(a 6= c, b 6= d). Khi d̄ó a + d = b + c. Nếu a = d
(ho .̆ac b = c, d̄

,
ăng thú,c khác không thê

,
xâ

,
y ra), th̀ı c + b = 2a (ho .̆ac

a + d = 2b). J

... 13.12. (Nam tu,,1977) Chú,ng minh r`̆ang di.ên t́ıch c
,
ua h̀ınh vuông

bất kỳ n`̆am trong tam giác, không ló,n ho,n n
,
u,a di.ên t́ıch c

,
ua tam giác

d̄ó.

Lò,i gi
,
ai. (Hı̀nh 13.2) Ta chú,ng

C

A

B

L
M

N1K1

K
N

E FL1 M1

Hı̀nh 13.2:

minh kh
,
ăng d̄.inh tô

,
ng quát ho,n :

di .ên t́ıch c
,
ua h̀ınh b̀ınh hành bất

kỳ KLMN n`̆am
,
o, trong tam giác

ABC không ló,n ho,n n
,
u,a di .ên t́ıch

c
,
ua tam giác d̄ó.

Ðê
,
ý r`̆ang mỗi m.ôt d̄u,̀o,ng th

,
ăng

KL và MN c´̆at hai c .anh c
,
ua tam

giác ABC (có thê
, ,
o, d̄

,
ınh tam giác), ngh̃ıa là có 2 trong 4 giao d̄iê

,
m

n`̆am trên 1 c.anh theo nguyên lý Ðirichlê. Ch
,
ăng h.an, d̄u,̀o,ng th

,
ăng

KL và MN c´̆at BC lần lu,.o
,t

,
o, K1 và N1. Trên c .anh AB, AC và BC

ch .on các d̄iê
,
m D, E và F sao cho L1, M1 là giao d̄iê

,
m c

,
ua DE vó,i KL

và MN tho
,
a mãn:

K1L1 = KL; L1M1//K1N1 d̄ồng thò,i BF//BD

Khi d̄ó h̀ınh b̀ınh hành KLMN và K1L1M1N1 có d̄u,̀o,ng cao b`̆ang
nhau d̄ến d̄as y chung, còn các h̀ınh b̀ınh hành BDEF và K1L1M1N1
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có d̄áy DE không bé ho,n d̄áy L1M1 và hai d̄u,̀o,ng cao h.a tù, D và L1

xuống BF b`̆ang nhau. B
,
o,i v .ây có: SKLMN = SK1L1 M1 N1 ≤ SBDEF. Gi

,
a

s
,
u, AE = x.AC, khi d̄ó EC = (1− x)AC, các tam giác ABC, ADE

và EFC d̄ồng d.ang vó,i nhau nên ta có:

SBDEF = SABC − SADE − SEFC

= SABC − x2SABC − (1− x)2SABC

= 2x(1− x)SABC ≤
1
2

SABC.

V̀ı x(1− x) ≤ 1
4

vó,i x lấy giá tr.i bất kỳ, nên SKLMN ≤
1
2

SABC. J

... 13.13. (Nam tu,, 1972) Ðối vó,i mỗi giá tr.i n ∈ N, hãy t̀ım số k ló,n
nhất (k ∈ N) tho

,
a mãn t́ınh chất sau: Trong t .âp h.o

,p gồm n phần t
,
u,

có thê
,
ch.on ra k t .âp h.o

,p con khác nhau, sao cho hai t .âp h.o
,p con bất

kỳ d̄ều có t .âp giao khác rỗng.

Lò,i gi
,
ai. Cố d̄.inh phần t

,
u, ai c

,
ua t .âp h .o

,p X = {a1, a2, . . . , an} và ch
,
ı

xét các t .âp h .o
,p con chú,a phần t

,
u, a1.Số các t .âp h .o

,p nhu, v .ây b`̆ang số
các t .âp h .o

,p con c
,
ua t .âp h .o

,p {a2, . . . , an}, ngh̃ıa là b`̆ang 2n−1. Suy ra
k ≥ 2n−1. M .̆at khác gi

,
a s

,
u, d̄ã ch .on d̄u,.o

,c ho,n 2n−1 t .âp con c
,
ua X. Ta

chia tất c
,
a các t .âp con c

,
ua X thành 2n−1 c .̆ap d̄u,.o

,c t .ao b
,
o,i 1 t .âp con

c
,
ua X và phần bù c

,
ua nó. Theo nguyên lý Ðirichlê có ı́t nhất 2 t .âp

con d̄ã ch .on t .ao thành m.ôt c .̆ap, suy ra chúng không giao nhau. V.ây
k = 2n−1. J

... 13.14. (Mỹ, 1983) Trên tr .uc số lấy m.ôt kho
,
ang có d̄ .ô dài

1
n
(n ∈

N). Chú,ng minh r`̆ang kho
,
ang này có chú,a nhiều ho,n

n + 1
2

phân số

tối gi
,
an d .ang

p
q

, trong d̄ó p, q ∈ Z, 1 ≤ q ≤ n.
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Lò,i gi
,
ai. Gi

,
a thiết r`̆ang trong m.ôt kho

,
ang nào d̄ó có d̄ .ô dài

1
n

, chú,a

nhiều ho,n
n + 1

2
phân số tối gi

,
an

p
q

, vó,i q ∈ {1; 2; . . . ; n}. Ta sẽ

chú,ng minh r`̆ang giũ,a các mẫu số c
,
ua các phân số này luôn t̀ım

d̄u,.o
,c hai mẫu số mà mẫu số này chia hết cho mẫu số kia. Th.ât v .ây

ta biê
,
u diễn các mẫu số du,ó,i d .ang 2r.s vó,i s là số l

,
e, r ∈ Z+. Số

các số l
,
e khác nhau giũ,a các số 1, 2, 3, . . . , n b`̆ang

[n + 1
2
]

( ngh̃ıa

là ı́t ho,n số các mẫu số d̄ang xét), suy ra luôn t̀ım d̄u,.o
,c hai mẫu số

q = 2r.s và q1 = 2r1 s1 mà s = s1 và r = r1. Khi d̄ó có m .ôt mẫu
số chia hết cho mẫu số kia, hay q1 = kq. Nhu, v .ây giũ,a các phân số

ch .on d̄u,.o
,c hai số khác nhau d.ang

m
q

và
l

kq
, vó,i kq ≤ n. Khi d̄ó

∣∣m
q
− l

kq
∣∣ < 1

n
,

v̀ı c
,
a hai n`̆am trong kho

,
ang có d̄ .ô dài

1
n

. Do d̄ó km− l = 0, v̀ı trong

tru,̀o,ng h .o
,p ngu,.o

,c l .ai th̀ı∣∣m
q
− l

kq
∣∣ = |km− l|

kq
≥ 1

kq
≥ 1

n
,

và do d̄ó km = l và
l

kq
=

km
kq

, ngh̃ıa là hai phân số d̄u,.o
,c ch .on trùng

nhau. J

... 13.15. (Vi.êt nam, 1976) Chú,ng minh r`̆ang tồn t .ai vô số các số có
d .ang 5n(n ∈ N), mà trong các biê

,
u diễn th .âp phân c

,
ua mỗi số d̄ó có

không ı́t ho,n 1976 chũ, số 0 d̄ú,ng liên tiếp.

Lò,i gi
,
ai. Ta chú,ng minh r`̆ang vó,i m .oi k ∈ N tồn t .ai vô số các số

m ∈ N tho
,
a mãn d̄iều ki .ên 5m = 1 (mod 2k).
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Th.ât v .ây, giũ,a các số 50, 51, . . . , 52k
luôn t̀ım d̄u,.o

,c hai số 5p và
5q(p > q) có cùng số du, trong phép chia cho 2k. Khi d̄ó hi .êu c

,
ua

chúng 5p − 5q = 5q(5p−q − 1) chia hết cho 2k nghiã là số 5p−q − 1
và tất c

,
a các số có d .ang 5r(p−q) − 1 (r ∈ N) d̄ều chia hết cho 2k.

Nhu, v .ây vó,i mỗi giá tr.i m = r(p − q), r ∈ N, ta có 5m ≡ 1
(mod 2k), tù, d̄ó 5m+k ≡ 5k (mod 10k) ngh̃ıa là k chũ, số t .ân cùng
c

,
ua 5m+k trùng vó,i k chũ, số t .ân cùng c

,
ua 5k. Gi

,
a s

,
u, số k tho

,
a mãn

2k > 101976 chú,a không nhiều ho,n k − 1976 chũ, số. Do d̄ó giũ,a k
chũ, số t .ân cùng c

,
ua số 5m+k ch

,
ı có k− 1976 chũ, số khác không, còn

1976 chũ, số còn l .ai (liên tiếp nhau) b`̆ang 0. J

... 13.16. (Ti.êp kh´̆ac, 1979) Trên m.ôt d̄u,̀o,ng th
,
ăng có n2 + 1(n ∈ N)

d̄o .an th
,
ăng. Chú,ng minh r`̆ang, ho .̆ac là giũ,a chúng có thê

,
ch.on n + 1

d̄o .an d̄ôi m.ôt không c´̆at nhau, ho .̆ac là t̀ım d̄u,.o
,c n + 1 d̄o .an th

,
ăng nào

d̄ó có d̄iê
,
m chung.

Lò,i gi
,
ai. Ta d̄.inh hu,ó,ng bên trái cho d̄u,̀o,ng th

,
ăng khi nói r`̆ang m.ôt

d̄o .an n`̆am
,
o, bên trái d̄o .an th

,
ăng khác, nếu d̄ầu mút bên trái c

,
ua

d̄o .an th
,
ăng thú, nhất n`̆am

,
o, bên trái d̄ầu mút bên trái c

,
ua d̄o .an

th
,
ăng thú, hai. Mỗi d̄o .an th

,
ăng d̄u,.o

,c d̄ánh số b`̆ang m.ôt số tu,o,ng
ú,ng tù, các số 1, 2, . . . , n b`̆ang cách sau:

,
o, bu,ó,c thú, nhất d̄o .an th

,
ăng

,
o, t .ân cùng bên trái cho tu,o,ng ú,ng số 1. Sau d̄ó mỗi bu,ó,c tiếp theo
ta l .ai ch .on trong số nhũ,ng d̄o .an th

,
ăng chu,a d̄ánh số, d̄o .an t .ân cùng

bên trái và d̄ .̆at cho nó số tu,o,ng ú,ng, khác vó,i các số c
,
ua nhũ,ng d̄o .an

th
,
ăng giao vó,i nó (d̄ã d̄u,.o

,c d̄ánh số). Nếu d̄ến bu,ó,c nào d̄ấy, ta ch .on
d̄u,.o

,c d̄o .an th
,
ăng, nhu,ng d̄ối vó,i nó không ch .on d̄u,.o

,c số thú, t .u
,, th̀ı

d̄iều này có ngh̃ıa là nó giao vó,i n d̄o .an th
,
ăng n`̆am bên trái nó và có

nhũ,ng số khác nhau. Trong tru,̀o,ng h .o
,p này d̄ầu mút trái c

,
ua d̄o .an

th
,
ăng d̄u,.o

,c ch .on thu .ôc vào n + 1 d̄o .an th
,
ăng. Nếu

,
o, bu,ó,c ấy, d̄o .an
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th
,
ăng cuối cùng d̄u,.o

,c d̄ánh số th̀ı theo nguyên lý Ðirichlê ı́t nhất
m.ôt trong n số ú,ng vó,i nhiều ho,n n d̄o .an th

,
ăng, mà các d̄o .an th

,
ăng

d̄ó vó,i các số thú, t .u
, th́ıch h .o

,p, không giao nhau. J

... 13.17. (Rumani, 1978) Các hàm số f , g, h : N → N tho
,
a mãn ba

d̄iều ki.ên sau:

a) Hàm h(n) không nh.ân giá tr.i nào t .ai nhiều ho,n m.ôt d̄iê
,
m n ∈ N.

b) T .âp h.o
,p giá tr.i hàm số g(n) là N.

c) f (n) ≡ g(n)− h(n) + 1, n ∈ N.

Chú,ng minh r`̆ang d̄ồng nhất thú,c f (n) ≡ 1, n ∈ N, là d̄úng.

Lò,i gi
,
ai. Ta chú,ng minh d̄ồng nhất thú,c g(n) ≡ h(n) (n ∈ N). Tù,

d̄ó và d̄iều ki .ên b) sẽ dẫn d̄ến f (n) ≡ g(n)− h(n) + 1 ≡ 1, n ∈ N.
Vó,i bất kỳ n ∈ N có

h(n) = g(n) + 1− f (n) ≤ g(n)

v̀ı f (n) ≥ 1. Gi
,
a s

,
u, r`̆ang, d̄ối vó,i giá tr.i nào d̄ó n ∈ N d̄

,
ăng thú,c

g(n) = h(n) không d̄úng, khi d̄ó h(n) < g(n) = k. Theo d̄iều ki .ên
b) ta t̀ım các số n1, n2, . . . , nk−1 ∈ N, d̄ê

,
sao cho g(ni) = i khi i =

1, . . . , k− 1. B
,
o,i v .ây mỗi số trong k số h(n1), h(n2), . . . , h(nk−1), h(n)

thu .ôc vào t .â p h .o
,p {1, 2, . . . , k− 1}, do d̄ó theo nguyên lý Ðirichlê

hàm số h(n) nh.ân giá tr.i nào d̄ó nhiều ho,n m.ôt lần, d̄iều này trái
vó,i d̄iều ki .ên a).Kh

,
ăng d̄.inh d̄ã d̄u,.o

,c chú,ng minh. J

... 13.18. (Mỹ (Nũ,u U
,
ó,c), 1979) Chú,ng minh r`̆ang các d̄

,
ınh c

,
ua n-giác

d̄ều có di.ên t́ıch bé nhất (n > 3) n.ôi tiếp trong m.ôt n-giác cho tru,́o,c,
trùng vó,i trung d̄iê

,
m các c .anh c

,
ua n-giác cho tru,́o,c.

Lò,i gi
,
ai. (Hı̀nh 13.3) Gi

,
a s

,
u, n-giác d̄ều B1, . . . , Bn có di .ên t́ıch SB

n .ôi tiếp trong n-giác d̄ều A1, . . . , An di .ên t́ıch SA.
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Khi d̄ó nếu chúng không trùng nhau th̀ı trên mỗi m.ôt c .anh Ai Ai+1

vó,i i = 1, 2, . . . , n (An+1 = A1) có m.ôt d̄
,
ınh Bi d̄u,.o

,c xác d̄.inh
trên c .anh ấy. Th.ât v .ây, trong tru,̀o,ng h .o

,p ngu,.o
,c l .ai theo nguyên lý

Ðirichlê ı́t nhất có m .ôt c .anh, ch
,
ăng h.an A1A2, chú,a hai d̄iê

,
m B1

và B2 d̄ó (d̄ê
,
xác d̄.inh, gi

,
a s

,
u, A1B2 > A1B1), khi d̄ó d̄iê

,
m Bn (

,
o,

∆A1 A2 An) có thê
,
n`̆am trên c .anh A2A3 và A1An tu,o,ng ú,ng (v̀ı n >

3, d̄o .an A1 A3 và A2An là d̄u,̀o,ng chéo, mà không là c .anh c
,
ua n-giác

A1, . . . , An), ngh̃ıa là B1 = A1 và B2 = A2. Ta chú,ng minh r`̆ang

A1B1 = A2B2 = . . . = AnBn

Th.ât v .ây tam giác B1A2B2 và tam giác B2A3B3 b`̆ang nhau, v̀ı

B̂1 A2B2 = B̂2A3B3 = B̂1B2B3 = 1800 n− 2
n

Â2B1B2 = 1800 − B̂1A2B2 − Â2B2B1

= 1800 − B̂1B2B3 − Â2B2B1 = Â2B2B3

và B1B2 = B2B3. B
,
o,i v .ây A2B2 = A3B3. Ta cũng chú,ng minh tu,o,ng

t .u
, các d̄

,
ăng thú,c còn l .ai. Ð.ai lu,.o

,ng

SB = SA − SB1 A2B2 − SB2 A3B3 − . . .− SBn A1B1 = SA − nSB1 A2B2

nh.ân giá tr.i nh
,
o nhất, khi di .ên t́ıch tam giác B1A2B2 ló,n nhất. Gi

,
a

s
,
u, A1 A2 = a, A1B1 = x, khi d̄ó d̄ .ai lu,.o

,ng

SB1 A2B2 =
1
2

B1A2.A2B2 sin B̂1A2B2 =
1
2
(a− x)x. sin B̂1A2B2

=
1
2
(

a2

4
− (x− a

2
)2) sin B̂1AB2

nh.ân giá tr.i ló,n nhất khi x =
a
2

, ngh̃ıa là A1B1 = B1A2. J

... 13.19. (CHLB Ðú,c, 1978) M.ôt b.ô gồm n2 con tem cho,i (n>2) mang
các nhãn hi.êu "1","2","3",. . . ,"n". Mỗi lo .ai nhãn hi.êu có n con tem. H

,
oi
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có thê
,
xếp tất c

,
a các con tem ấy thành m.ôt dãy tho

,
a mãn các d̄iều ki.ên

sau không : vó,i m.oi x ∈ {1, 2, . . . , n} giũ,a m.ôt con tem mang nhãn
hi.êu "x" và con tem mang nhãn hi.êu "x" tiếp theo luôn có vù,a d̄úng x
con tem mang nhãn hi.êu khác "x" ?

Lò,i gi
,
ai. Trong mỗi d̄o .an n`̆am giũ,a

A1

A2
A3

A4

A5

B1

B2

B3

B4

Hı̀nh 13.3:

hai con tem liên tiếp vó,i nhãn "n"
d̄ều có n con tem. Có n-1 d̄o .an nhu,

v .ây do d̄ó số tem
,
o, giũ,a con tem

d̄ầu tiên mang nhãn hi .êu "n" và con
tem cuối cùng vó,i cùng nhãn hi .êu
d̄ó c .ông vó,i hai con tem vù,a nói là
(n− 1)n + n, ngh̃ıa là n2 con tem.
V.ây con tem d̄ầu tiên và con tem
cuối cùng trong dãy d̄ều ph

,
ai cùng mang nhãn hi .êu "n".

Trong số n con tem vó,i nhãn "n-1" ph
,
ai có (theo nguyên lý

Ðirichlê) ı́t nhất hai con tem cùng n`̆am trong ı́t nhất m.ôt d̄o .an
trong số n-1 d̄o .an kê

,
trên. Nhu,ng khi d̄ó

,
o, giũ,a hai con tem này

ch
,
ı có nhiều nhất là n-2 con tem; d̄iều d̄ó mâu thuẫn vó,i t́ınh chất

c
,
ua dãy. J

... 13.20. (CHLB Nga 1972) Ch́ın d̄u,̀o,ng th
,
ăng cùng có t́ınh chất là

mỗi d̄u,̀o,ng th
,
ăng chia h̀ınh vuông thành hai tú, giác có t

,
y số di.ên t́ıch

b`̆ang
2
3

. Chú,ng minh r`̆ang có ı́t nhất ba d̄u,̀o,ng th
,
ăng trong số d̄ó cùng

d̄i qua m.ôt d̄iê
,
m.

Lò,i gi
,
ai. (Hı̀nh 13.4) Các d̄u,̀o,ng th

,
ăng d̄ã cho không thê

,
c´̆at các

c .anh kề nhau c
,
ua h̀ınh vuông ABCD, b

,
o,i v̀ı nếu thế không thê

,
t .ao

ra d̄u,.o
,c hai tú, giác, mà là tam giác và ngũ giác. Gi

,
a s

,
u, m.ôt d̄u,̀o,ng
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th
,
ăng c´̆at các c .anh BC và AD t .ai các d̄iê

,
m M và N. Các h̀ınh thang

ABMN và CDNM có các d̄u,̀o,ng cao b`̆ang nhau do d̄ó t
,
y số di .ên

t́ıch c
,
ua chúng b`̆ang t

,
y số các d̄u,̀o,ng trung b̀ınh, tú,c là MN chia

d̄o .an th
,
ăng nối trung d̄iê

,
m c

,
ua các c .anh AB và CD theo t

,
y số

2
3

.

Tô
,
ng số các d̄iê

,
m chia các d̄u,̀o,ng trung b̀ınh c

,
ua h̀ınh vuông theo t

,
y

số
2
3

là 4 (Hı̀nh vẽ). B
,
o,i số d̄u,̀o,ng th

,
ăng d̄ã cho là 9 và d̄ều ph

,
ai d̄i

qua m.ôt trong số 4 d̄iê
,
m nói trên, nên có m.ôt d̄iê

,
m thu .ôc ı́t nhất 3

d̄u,̀o,ng th
,
ăng.

B
C

DA

M

N

Hı̀nh 13.4:
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CHU
,
O

,
NG 14

BÀI T .ÂP T .U
,
GI

,
AI

... 14.1. M.ôt h̀ınh l .âp phu,o,ng có c .anh b`̆ang 15 chú,a 11.000 d̄iê
,
m.

Chú,ng minh r`̆ang có m.ôt h̀ınh cầu bán ḱınh b`̆ang 1 chú,a ı́t nhất 6
d̄iê

,
m trong số nhũ,ng d̄iê

,
m d̄ã cho.

... 14.2. Cho F = {a1, a2, . . . , al} là t .âp h .o
,p hũ,u h.an nhũ,ng số

nguyên du,o,ng và x1, x2, . . . , xn, . . . . . . là dãy vô h.an, m.oi phần t
,
u, c

,
ua

nó n`̆am trong F, ngh̃ıa là trùng vó,i m .ôt số nào d̄ó trong a1, a2, . . . , al

. Chú,ng minh r`̆ang vó,i m .oi số nguyên du,o,ng bất kỳ tồn t .ai m.ôt số
phần t

,
u, liên tiếp c

,
ua dãy, mà t́ıch c

,
ua chúng là lũy thù,a c

,
ua m.ôt số

nguyên nào d̄ó.

... 14.3. Cho 5 d̄iê
,
m P1, P2, P3, P4, P5 trong phần trong c

,
ua m.ôt h̀ınh

vuông có c .anh 1 d̄o,n v.i. Ký hi .êu dij là kho
,
ang cách giũ,a hai d̄iê

,
m

Pi và Pj. Chú,ng minh r`̆ang ı́t nhất có m .ôt trong số các kho
,
ang cách

giũ,a các d̄iê
,
m nh

,
o ho,n

√
2

2
.

... 14.4. Trong m.ôt h̀ınh vuông có c .anh 50 d̄o,n v.i , ngu,̀o,i ta k
,
e d̄u,̀o,ng

gấp khúc sao cho m.oi d̄iê
,
m trên c .anh h̀ınh vuông có kho

,
ang cách

nh
,
o ho,n 1 d̄ến d̄u,̀o,ng gấp khúc. Chú,ng minh r`̆ang d̄ .ô dài c

,
ua c

,
ua

d̄u,̀o,ng gấp khúc ló,n ho,n 1248.

... 14.5. Cho A là m .ôt d̄a giác lồi vó,i di .ên t́ıch S và chu vi P, còn r
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, gi

,
ai

là số th .u
,c du,o,ng. Ký hi .êu M là t .âp h .o

,p tất c
,
a các d̄iê

,
m trong m.̆at

ph
,
ăng, sao cho vó,i mỗi d̄iê

,
m R c

,
ua M tồn t .ai m.ôt d̄iê

,
m Q thu .ôc A

mà kho
,
ang cách giũ,a R và Q nh

,
o ho,n ho .̆ac b`̆ang r. Hãy t̀ım di .ên

t́ıch c
,
ua h̀ınh M.

... 14.6. Trong h̀ınh vuông có c .anh b`̆ang 70, ngu,̀o,i ta ném ba h̀ınh
chũ, nh.ât vó,i ḱıch thu,ó,c 20x10, 25x15 và 30x30 và ba h̀ınh tròn bán
ḱınh 5. Chú,ng minh r`̆ang trong h̀ınh vuông có thê

,
d.ich chuyê

,
n m.ôt

h̀ınh tròn bán ḱınh 5 sao cho nó không có nhũ,ng d̄iê
,
m trong chung

vó,i 5 h̀ınh d̄ã cho.

... 14.7. Trong m.̆at ph
,
ăng cho m.ôt d̄u,̀o,ng gấp khúc A1A2 . . . An và

h̀ınh tròn bán ḱınh r, tâm h̀ınh tròn chuyê
,
n d̄ .ông trên d̄u,̀o,ng gấp

khúc này. Cho L là d̄ .ô dài c
,
ua d̄u,̀o,ng gấp khúc, còn F là h̀ınh sinh

ra b
,
o,i s .u

, chuyê
,
n d̄ .ông c

,
ua h̀ınh tròn trên d̄u,̀o,ng gấp khúc. Chú,ng

minh bất d̄
,
ăng thú,c S(F) ≤ 2Lr + πr2 .

... 14.8. T.âp h .o
,p M là h .o

,p m.ôt số hũ,u h.an nhũ,ng d̄o .an th
,
ăng n`̆am

trong (0,1). Kho
,
ang cách giũ,a m.ôt số d̄iê

,
m trong M không b`̆ang δ

,
,
o, d̄ây 0 ≤ δ ≤ 1 . Chú,ng minh r`̆ang tô

,
ng d̄ .ô dài c

,
ua nhũ,ng d̄o .an

th
,
ăng mà chúng t .ao nên M, không vu,.o

,t quá

[
[ 1

δ ] + 1
2

]
δ và s .u

, d̄ánh

giá này là ch́ınh xác.

... 14.9. Trên d̄u,̀o,ng tròn bán ḱınh 1 cho n d̄iê
,
m P1, P2, . . . , Pn và t .âp

h .o
,p A t .ao b

,
o,i m .ôt số hũ,u h.an cung không c´̆at nhau, mà tô

,
ng d̄ .ô dài

c
,
ua chúng là l(A). Chú,ng minh r`̆ang

a) Nếu l(A) >
2kπ

n
, (k = 1, 2, . . . , n − 1), th̀ı có thê

,
quay t .âp

h .o
,p A trên d̄u,̀o,ng tròn sao cho

,
anh c

,
ua nó chú,a ı́t nhất k + 1 d̄iê

,
m

trong dẫy P1, P2, . . . , Pn .
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b) Nếu l(A) <
2kπ

n
, (k = 1, 2, . . . , n − 1), th̀ı có thê

,
quay t .âp

h .o
,p A trên d̄u,̀o,ng tròn sao cho

,
anh c

,
ua nó chú,a nhiều nhất k − 1

d̄iê
,
m trong dẫy P1, P2, . . . , Pn .

... 14.10. Cho t .âp h .o
,p A nhũ,ng d̄iê

,
m trên m.ôt m.̆at cầu vó,i di .ên t́ıch

ló,n ho,n n
,
u,a di .ên t́ıch c

,
ua m.̆at cầu. Chú,ng minh r`̆ang A chú,a ı́t nhất

hai d̄ầu m.ôt d̄u,̀o,ng ḱınh c
,
ua h̀ınh cầu.

... 14.11. Ký hi .êu N1, N2, . . . , Nn là nhũ,ng t .âp h .o
,p, mà chúng có

d̄u,.o
,c sau khi nhũ,ng d̄

,
ınh c

,
ua m.ôt lu,ó,i nguyên d̄u,.o

,c tác d̄ .ông b
,
o,i n

phép t.inh tiến, A là m .ôt bề m .̆at và k là số t .u
, nhiên sao cho 1 ≤ k ≤

n− 1. Chú,ng minh r`̆ang

a) Nếu S(A) >
k
r

th̀ı có thê
,
t.inh tiến t .âp h .o

,p A sao cho
,
anh c

,
ua

nó chú,a ı́t nhất k + 1 d̄iê
,
m trong là nhũ,ng d̄

,
ınh c

,
ua N1, N2, . . . , Nn.

b) Nếu S(A) <
k
r

th̀ı có thê
,

t.inh tiến t .âp h .o
,p A sao cho

,
anh c

,
ua nó chú,a nhiều nhất k − 1 d̄iê

,
m trong là nhũ,ng d̄

,
ınh c

,
ua

N1, N2, . . . , Nn .

... 14.12. Trong h̀ınh vuông vó,i c .anh 1 d̄o,n v.i d .u
,ng d̄u,̀o,ng gấp khúc

sao cho m.oi d̄u,̀o,ng th
,
ăng song song vó,i c .anh h̀ınh vuông c´̆at d̄u,̀o,ng

gấp khúc không quá m.ôt d̄iê
,
m. Chú,ng minh r`̆ang d̄ .ô dài c

,
ua d̄u,̀o,ng

gấp khúc nh
,
o ho,n 2.

... 14.13. Trong m.ôt m.̆at ph
,
ăng cho 6 d̄iê

,
m. Nhũ,ng d̄o .an th

,
ăng nối

các c .̆ap d̄iê
,
m d̄u,.o

,c so,n mầu d̄
,
o ho .̆ac xanh. Chú,ng minh r`̆ang vó,i

cách t .ao h̀ınh nhu, v .ây tồn t .ai ı́t nhất hai h̀ınh tam giác có các c .anh
cùng mầu. (có thê

,
hai tam giác khác mầu nhau).
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CHU
,
O

,
NG 15

LÒ
,
I GI

,
AI VÀ G .O

,
I Ý

15.1. Lò,i gi
,
ai và g .o

,i ý chu,o,ng 1
... 1.11. Lò,i gi

,
ai: Nếu tất c

,
a các ông quan d̄ều quen nhau th̀ı vi .êc

xếp bàn bốn ngu,̀o,i nhu, d̄ề ra không có g̀ı khó khăn. Gi
,
a có ông A

và ông B không quen nhau. Tù, 2n− 2 ông quan còn l .ai cũng nhu, A
và B có ı́t nhất n ngu,̀o,i quen. V̀ı n + n = 2n = (2n− 2) + 2, th̀ı tồn
t .ai hai ông C và D, mà h .o quen A cũng nhu, B. Khi d̄ó ngu,̀o,i xếp d̄ .̆at
có thê

,
xếp A d̄ối di .ên B và giũ,a h .o là C d̄ối di .ên D.

... 1.12. G.o
,i ý: Chia m.ôt c .anh h̀ınh vuông thành 48 d̄o .an mỗi d̄o .an

20m, kho
,
ang cách giũ,a 2 d̄o .an là 0,6m, hai d̄o .an

,
o, hai d̄ầu dài

5,9m. (V.ây 48.20m+47.0,6m+2.5,9m =1000m=1km). C.anh thu,

hai chia ra làm 95 d̄o .an, kho
,
a ng cách hai d̄o .an là 0,52m, hai d̄o .an

d̄ầu dài 0,56m ( v.ây 95.10m+94.0,52m+20,56m= 1000m=1km).
Nhu, v .ây có 48.95=4560 m

,
anh có di .ên t́ıch 200m2 mà số cây ch

,
ı có

4500, nên còn ı́t nhất 60 ô nhu, v .ây không có cây nào.

... 1.13. G.o
,i ý: Ta nhóm các ngăn có cùng số sách và d̄ánh dấu tù,

0,1,. . . ,9 (các ngăn chú,a số sách ı́t ho,n 10) và m.ôt ngăn có 10 cuốn.
Gi

,
a s

,
u, không có ba ngăn chú,a cùng số sách, th̀ı trong các nhóm ta

d̄ánh dấu có ı́t ho,n ba ngăn có cùng số sách (nhiều nhất là 2), v .ây
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,
ai và g .o

,i ý

th̀ı vó,i 10 nhóm trên 10.2=20 ngăn sách c .ông vó,i m .ôt ngăn 10 cuốn
nũ,a không cho ta số ngăn sách là 25, dẫn d̄ến vô lý.

... 1.14. G.o
,i ý: Ta lấy số c

,
ua ôtô chia cho 10 th̀ı d̄u,.o

,c số du, 0, 1, 2, 3,
4, 5, 6, 7, 8, 9. V̀ı có 11 số mà 10 số du, th̀ı theo nguyên lý Ðirichlê
có hai số có cùng số du,. Nhu, v .ây hi .êu c

,
ua hai số chia hết cho 10

ngh̃ıa là nó có cùng m.ôt chũ, số t .ân cùng.

... 1.15. Lò,i gi
,
ai: G .oi các tr .am chuyê

,
n tiếp là A, B, C, D, các h̀ınh

tròn vó,i d̄u,̀o,ng ḱınh là các d̄u,̀o,ng nối giũ,a các tr .am là vùng bao ph
,
u

c
,
ua m.ôt trung tâm phát sóng. Chúng ta có 4 h̀ınh tròn nhu, v .ây và

ph
,
ai chú,ng minh r`̆ang m.ôt d̄iê

,
m M bất kỳ n`̆am trong tú, giác c

,
ua 4

tr .am d̄ều d̄u,.o
,c ph

,
u b

,
o,i ı́t nhất m.ôt h̀ınh tròn. Th.ât v .ây, nếu d̄iê

,
m M

n`̆am trong h̀ınh tròn d̄u,̀o,ng ḱınh AB th̀ı góc AMB ph
,
ai là tù ho .̆ac

b`̆ang 900. Ta nối M vó,i các tr .am A, B, C, D, t .ao ra bốn góc d̄ối vó,i
các c .anh tú, giác. Tô

,
ng c

,
ua bốn góc này là 3600. Nhu, v .ây ı́t nhất có

m .ôt góc tù ho .̆ac cùng l´̆am là b`̆ang 900. V .ây M thu .ôc m.ôt h̀ınh tròn
mà t .ai M nh̀ın c .anh c

,
ua tú, giác du,ó,i m .ôt góc tù.

15.2. Lò,i gi
,
ai và g .o

,i ý chu,o,ng 2
... 2.11. G.o

,i ý: Áp d .ung Phu,o,ng pháp bài 2.2.

... 2.12. G.o
,i ý: Áp d .ung phu,o,ng pháp bài 2.4

... 2.13. G.o
,i ý: Ð .̆at bk = a1 + a2 + · · · + ak, k = 1, 2, . . . , 41 và áp

d .ung bài t .âp trên.

... 2.14. G.o
,i ý: Nhu, bài 2.8, nếu M là số nguyên tố cùng nhau vó,i

10, th̀ı tù, s .u
, chia hết c

,
ua l − k = 111 . . . 11.10k cho M, suy ra số
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111 . . . 11︸ ︷︷ ︸
(k-l chũ, số 1)

chia hết cho M.

... 2.15. G.o
,i ý: Dùng phu,o,ng pháp bài 2.8. Hãy xét dãy

N, NN, NNN, . . . , NNN . . . N︸ ︷︷ ︸
(1968 chũ, số )

.

... 2.16. Lò,i gi
,
ai: Ta viết 1998 số 1997, 19971997, . . .

, 1997 . . . 1997︸ ︷︷ ︸
số 1997 l .̆ap 1998 lần

. Và xét các số du, trong phép chia mỗi

m.ôt số d̄ó cho 1998. Rõ ràng không m.ôt số nào trong các số d̄ã viết
chia hết cho 1998 (v̀ı 1998 là số ch˜̆an, mà các số d̄ã viết là l

,
e), nhu,

v .ây, các số du, c
,
ua phép chia d̄ều khác không, v̀ı số các số ló,n ho,n

số các số du, (có 1998 số mà số các số du, là 1997), nên t̀ım d̄u,.o
,c

hai số có số du, nhu, nhau, hi .êu c
,
ua hai số d̄ó có d .ang cần t̀ım và

chia hết cho 1998.

... 2.17. Lò,i gi
,
ai: Ta xét 1997 số d .ang 1998, 19981998,. . . . Số cuối

cùng trong các số này t .ao thành tù, 1997 nhóm trong bốn chũ, số 1,
9, 9, 8. Ho .̆ac m.ôt trong các số này chia hết cho 1997 (v.ây, d̄ó là số
ph

,
ai t̀ım), ho .̆ac t̀ım d̄u,.o

,c hai số du, nhu, nhau trong phép chia cho
1997. Khi d̄ó hi .êu c

,
ua chúng có d .ang 19981998 . . . 1998.104m và chia

hết cho1997. V̀ı 104m và 1997 nguyên tố cùng nhau nên nhân t
,
u, thú,

nhất, ngh̃ıa là số 19981998. . . 1998, chia hết cho 1997.

... 2.18. Lò,i gi
,
ai: Trong n + 1 số m, m2, . . . , mn+1 t̀ım d̄u,.o

,c hai số
có số du, nhu, nhau trong phép chia cho n. Khi d̄ó hi .êu c

,
ua chúng

chia hết cho n. Gi
,
a s

,
u, ml − mt = a.n ho .̆ac mt(ml−t − 1) = a.n. V̀ı

(m, n) = 1 nên (mt, n) = 1, ngh̃ıa là, ml−t − 1 chia hết cho n. V .ây
ml−t − 1 là số ph

,
ai t̀ım.
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15.3. Lò,i gi
,
ai và g .o

,i ý chu,o,ng 3
... 3.11. Lò,i gi

,
ai: Ta xét 104 các luỹ thù,a khác nhau c

,
ua 3: 3, 32, 33

, . . . , 3104
và các số du, c

,
ua phép chia mỗi luỹ thù,a d̄ó cho 104. Mỗi

số cho m.ôt số du, khác không khi chia cho 104; số các số du, khác
không là 104− 1; số các số là 104. Do d̄ó, t̀ım d̄u,.o

,c hai luỹ thù,a khác
nhau 3m và 3n có số du, nhu, nhau trong phép chia cho 104, ngh̃ıa là
3m − 3n = 104.l ho .̆ac 3n(3m−n − 1) = 104.l. V̀ı 3n và 104 nguyên tố
cùng nhau nên 3m−n− 1 chia hết cho 104 ho .̆ac 3m−n− 1 = 104.k. Tù,

d̄ó suy ra 3m−n = 104.k + 1. Nhu, v .ây, tr
,
a lò,i: có thê

,
.

... 3.12. G.o
,i ý: Lý lu .ân nhu, bài 3.10.

... 3.13. G.o
,i ý: Chú ý u3 = 1986, áp d .ung phu,o,ng pháp bài 3.4.

... 3.14. G.o
,i ý: Lý lu .ân nhu, trong 3.4. Chú,ng minh r`̆ang vó,i m .oi số

t .u
, nhiên m ı́t nhất m.ôt trong các số x1, x2, . . . , chia hết cho m. Sau

d̄ó d .̆at m = 38 và m = 43.

... 3.15. G.o
,i ý: Tu,o,ng t .u

, nhu, 3.8 ta xét b .ô xếp s-phần t
,
u, nhũ,ng số

du, tu,o,ng ú,ng. Dễ thấy r`̆ang tồn tai nhũ,ng ch
,
ı số i và j sao cho

1 ≤ i < j ≤ ks và mỗi tô
,
ng trên d̄ều chia hết cho k.

15.4. Lò,i gi
,
ai và g .o

,i ý chu,o,ng 4

... 4.11. G.o
,i ý: Quanh mỗi d̄iê

,
m d̄ã cho vẽ d̄u,̀o,ng tròn bán ḱınh

1
15

.

... 4.12. G.o
,i ý: Bài toán suy ra tù, bài 4.9.

... 4.13. Lò,i gi
,
ai: Gi

,
a s

,
u, tồn tai d̄iê

,
m X tù, các d̄iê

,
m d̄ã cho mà nó nối

d̄u,.o
,c vó,i 6 d̄iê

,
m X1, X2, X3, X4, X5, X6. Khi d̄ó các d̄o .an th

,
ăng XX1
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và XX2 d̄u,.o
,c d .u

,ng theo m.ôt trong hai cách sau d̄ây (th .u
,c ra có cách

thú, ba nhu,ng là h.ê qu
,
a c

,
ua (b) khi ta d̄ô

,
i ch

,
ı số)

(a) Nếu X là d̄iê
,
m gần nhất d̄ến X1 và A2, th̀ı XX1 < X1X2 và

XX2 < X1X2, ngh̃ıa là trong tam giác XX1X2 có c .anh X1X2 là ló,n
nhất.

(b) Nếu X1 gần d̄iê
,
m X nhất, còn X gần d̄iê

,
m X2 nhất, th̀ı

XX1 < XX2 < X1X2chúng ta cũng có c .anh X1X2 là ló,n nhất trong
tam giác XX1X2

Suy ra X̂1XX2 > 600. Chú,ng minh hoàn toàn tu,o,ng t .u
,, chúng ta

cũng có X̂2XX3, X̂3XX4, X̂4XX5, X̂5XX6, X̂6XX1 ló,n ho,n 600, d̄iều
này không thê

,
d̄u,.o

,c v̀ı tô
,
ng các góc này ph

,
ai b`̆ang 3600. Nhu, v .ây,

mỗi d̄iê
,
m ch

,
ı nối d̄u,.o

,c nhiều nhất vó,i 5 d̄iê
,
m thôi.

... 4.14. Lò,i gi
,
ai: Ta chia h̀ınh tròn thành 6 h̀ınh qu.at b`̆ang nhau (có

d̄
,
ınh t .ai tâm h̀ınh tròn). Khi d̄ó t .ai mỗi m.ôt h̀ınh qu.at, không có quá

m.ôt d̄iê
,
m ro,i vào (b

,
o,i v̀ı kho

,
ang cách giũ,a hai d̄iê

,
m bất kỳ trong m.ôt

h̀ınh qu.at không ló,n ho,n 1). Nếu t .ai mỗi h̀ınh qu.at có m.ôt d̄iê
,
m th̀ı

ta có thê
,
t̀ım d̄u,.o

,c hai d̄iê
,
m mà góc giũ,a các bán ḱınh vecto, c

,
ua

chúng không ló,n ho,n 600 và do d̄ó kho
,
ang cách giũ,a chúng không

ló,n ho,n 1. Do v.ây, có thê
,
ch .on không quá 5 d̄iê

,
m.

... 4.15. Lò,i gi
,
ai: Ta thay mỗi h̀ınh vuông b`̆ang m.ôt h̀ınh ló,n ho,n gió,i

h .an b
,
o,i m .ôt d̄u,̀o,ng cách biên c

,
ua h̀ınh vuông m.ôt kho

,
ang

1
2

(d̄u,̀o,ng

này gồm bốn d̄o .an th
,
ăng d̄o,n v.i và bốn cung tròn có bán ḱınh

1
2

).

Mỗi m.ôt h̀ınh nhu, thế có di .ên t́ıch b`̆ang 3+
π

4
, còn 120 h̀ınh d̄ã d̄u,.o

,c

"viền ra" sẽ ph
,
u m.ôt di .ên t́ıch không quá 120.(3 +

π

4
) = 360 + 30π.

Ta bao vây biên c
,
ua h̀ınh chũ, nh.ât d̄ã cho b`̆ang m.ôt d

,
ai có chiều
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r .ông
1
2

. Di .ên t́ıch c
,
ua d

,
ai b`̆ang 44. Nhu, v .ây, di .ên t́ıch tô

,
ng c .ông

c
,
ua d

,
ai và tất c

,
a các h̀ınh d̄u,.o

,c viền ra b`̆ang 360 + 30π + 44 =

404 + 30π < 404 + 94, 5 < 500, tú,c là bé ho,n di .ên t́ıch c
,
ua h̀ınh

chũ, nh.ât (S = 20.25 = 500). Do d̄ó, trong h̀ınh chũ, nh.ât có d̄iê
,
m O

không b.i ph
,
u b

,
o,i d

,
ai và các h̀ınh vuông d̄ã d̄u,.o

,c viền ra. Ngh̃ıa là
d̄iê

,
m O cách bien c

,
ua h̀ınh chũ, nh.ât và cách m.oi h̀ınh vuông m.ôt

kho
,
ang ló,n ho,n

1
2

. Hı̀nh tròn bán ḱınh
1
2

có tâm t .ai O là h̀ınh tròn

cần t̀ım.

15.5. Lò,i gi
,
ai và g .o

,i ý chu,o,ng 5
... 5.11. Lò,i gi

,
ai: Xét m.ôt t .âp A bất kỳ tù, 1978 t .âp. V̀ı nó giao vó,i

1977 t .âp còn l .ai, v̀ı v .ây tồn t .ai phần t
,
u, a ∈ A, thu .ôc không ı́t ho,n 50

t .âp h .o
,p này (th .ât v .ây nếu mỗi m.ôt tù, 40 phần t

,
u, c

,
ua t .âp A thu .ôc

không nhiều ho,n 49 t .âp, th̀ı tất c
,
a có không nhiều ho,n 40.49 = 1960

t .âp khác A, d̄iều này không d̄úng). V.ây phần t
,
u, a thu .ôc các t .âp

h .o
,p A, A1, . . . , A50. Ta sẽ chú,ng minh nó sẽ thu .ôc t .âp bất kỳ B tù,

1978 t .âp. Th.ât v .ây không có hai t .âp nào tù, các t .âp A, A1, . . . , A50

là có phần t
,
u, chung khác vó,i a (v̀ı hai t .âp bất kỳ giao nhau ch

,
ı có

m .ôt phần t
,
u, chung). Gi

,
a s

,
u, a ∈ B. Khi d̄ó t .âp B có vó,i mỗi t .âp

A, A1, . . . , A50 m.ôt phần t
,
u, chung khác vó,i a, suy ra t .âp B có không

ı́t ho,n 51 phần t
,
u,, d̄iều này không thê

,
d̄u,.o

,c. Suy ra phần t
,
u, a thu .ôc

tất c
,
a các t .âp h .o

,p.

... 5.12. Lò,i gi
,
ai: M.ôt số chia cho 9 th̀ı có các phần du, {0, 1, 2, . . . , 8}.

Theo nguyên lý Dirichlê m
,
o, r .ông, trong 55 số ch .on ra th̀ı ı́t nhất có

m .ôt nhóm 7 số khi chia cho 9 cho cùng phần du, (nếu ngu,.o
,c l .ai th̀ı

các nhóm ch
,
ı có 6 phần t

,
u, v .ây 6.9=54 mà ta lấy ra nhũ,ng 55 số).

Chúng ta ký hi .êu các số d̄ó là a1, a2, a3, . . . , a7. V̀ı ai+1 ≡ ai (mod 9),
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nên ai+1 − ai ∈ {9, 18, . . .}. Chúng ta ph
,
ai chú,ng minh r`̆ang ai+1 −

ai = 9 vó,i m .ôt i nào d̄ó. Gi
,
a s

,
u, ngu,.o

,c l .ai, vó,i m .oi i, ai+1 − ai ≥ 18,
d̄iều này ngh̃ıa là a7 − a1 ≥ 6.8 = 108. Ðiều này không thê

,
d̄u,.o

,c v̀ı
a7 − a1 < 100. Nhu, v .ây giũ,a hai phần t

,
u, c

,
ua a1, a2, a3, . . . , a7 có hai

số mà hi .êu c
,
ua chúng ph

,
ai b`̆ang 9.

... 5.13. G.o
,i ý: Cách chú,ng minh nhu, bài 5.10.

... 5.14. Lò,i gi
,
ai: (B.an t .u

, vẽ lấy h̀ınh ) Chúng ta xây d .u
,ng lu,ó,i gồm

nhũ,ng h̀ınh l .uc giác có c .anh

√
3

2
. Mỗi h̀ınh l .uc giác có thê

,
ph

,
u b

,
o,i

d̄u,̀o,ng tròn vó,i bán ḱınh
√

3. Có thê
,
t́ınh toán d̄u,.o

,c số lu,.o
,ng l .uc

giác mà chúng có d̄iê
,
m chung vó,i tam giác d̄ều d̄ã cho là 1 + 2 +

3 + · · ·+ 10 = 55. V̀ı 111 = 55× 2 + 1, nên có m.ôt l .uc giác trong
lu,ó,i trên chú,a ı́t nhất 3 d̄iê

,
m trong số 111 d̄iê

,
m d̄ã ch .on. Nhu, v .ây

d̄u,̀o,ng tròn bao l .uc giác này có t́ınh chất d̄ã nêu.

... 5.15. Lò,i gi
,
ai: Ký hi .êu A1, A2, . . . , Ak là số lu,.o

,ng ngu,̀o,i ló,n nhất
mà bất cú, hai ngu,̀o,i nào cũng không quen nhau gián tiếp. Tù, d̄iều
ki .ên bài ra k ≤ 7. Mỗi ngu,̀o,i còn l .ai trong nhóm quen gián tiếp ı́t
nhất m.ôt ngu,̀o,i trong A1, A2, . . . , Ak (tru,̀o,ng h .o

,p ngu,.o
,c l .ai chúng

ta có nhiều ho,n k ngu,̀o,i, mà hai ngu,̀o,i không quen nhau gián tiếp).
M.ôt trong số A1, A2, . . . , Ak có ı́t nhất 20 ngu,̀o,i quen gián tiếp, v̀ı
nếu không d̄úng nhu, v .ây, chúng ta sẽ nh.ân d̄u,.o

,c tô
,
ng số lu,.o

,ng ngu,̀o,i
nhiều nhất là 7.19 = 133 < 134. Còn l .ai kh

,
ăng d̄.inh r`̆ang tất c

,
a

nhũ,ng ngu,̀o,i quen gián tiếp qua cùng m.ôt ngu,̀o,i là quen gián tiếp.

15.6. Lò,i gi
,
ai và g .o

,i ý chu,o,ng 6
... 6.11. G.o

,i ý: Ðây là tru,̀o,ng h .o
,p riêng c

,
ua bài 6.1 và bài 6.2.
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,
ai và g .o
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... 6.12. G.o
,i ý: Số d̄ã cho là x1, x2, x3, x4 và yi = 1 +

1
xi

, i = 1, 2, 3, 4.

Ch
,
ı cần chú,ng minh r`̆ang hai số nào d̄ấy trong y1, y2, y3, y4 th

,
oa mãn

0 ≤
yi − yj

1 + 2yiyj
≤ 2−

√
3. Phần còn l .ai tu,o,ng t .u

, nhu, 2.6.

... 6.13. Lò,i gi
,
ai: Vó,i d̄.inh lý Fecma chú,ng minh d̄u,.o

,c r`̆ang nếu m.ôt
số nguyên tố p có d .ang 4k + 3 chia hết cho tô

,
ng a2 + b2,

,
o, d̄ây

a, b là nhũ,ng số nguyên, th̀ı p chia hết cho tù,ng số a và b. Hãy
dùng các d̄

,
ăng thú,c sau 2 = 12 + 12, k2(a2 + b2) = (ka)2 + (kb)2,

(a2
1 + b2

1)(a2
2 + b2

2) = (a1a2 + b1b2)2 + (a1b2 − a2b1)
2.

... 6.14. Lò,i gi
,
ai: Cho tu,o,ng ú,ng mỗi số vó,i căn b.âc hai c

,
ua ch́ınh

nó. Nhu, v .ây khi phân t́ıch ra mỗi số tu,o,ng ú,ng vó,i căn b.âc hai c
,
ua

số l
,
e. Mà số tất c

,
a các số l

,
e nh

,
o ho,n 2k là k. V .ây theo nguyên lý

Ðirichlê có hai số trong k + 1 số có cùng phần căn số l
,
e, do d̄ó t

,
y số

c
,
ua nó sẽ là lũy thù,a c

,
ua 2.

... 6.15. Lò,i gi
,
ai: Nếu giũ,a các số d̄ã cho có n số mà khi chia cho n

chúng cho nhũ,ng phần du, khác nhau. Tô
,
ng c

,
ua chúng sẽ chia hết

cho n, v̀ı n là số l
,
e. Trong tru,̀o,ng h .o

,p ngu,.o
,c l .ai, áp d .ung nguyên lý

Ðirichlê.

15.7. Lò,i gi
,
ai và g .o

,i ý chu,o,ng 7
... 7.11. Lò,i gi

,
ai: Chúng ta thấy r`̆ang m.oi số nguyên tố th .u

,c s .u
, ló,n

ho,n 3 d̄ều có d .ang 6n + 1 ho .̆ac 6n + 5. V̀ı ba số nguyên tố ló,n ho,n
3 l .âp thành m.ôt cấp số c .ông, nên theo nguyên lý Ðirichlê ph

,
ai có ı́t

nhất hai số cùng d.ang, tú,c là hi .êu hai số d̄ó chia hết cho 6. G .oi d là
công sai c

,
ua cấp số c .ông, th̀ı hi .êu c

,
ua hai số ấy ho .̆ac là d, ho .̆ac là
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2d. Nhu, thế ho .̆ac là d|6 ho .̆ac 2d|6. Chú ý công sai d là hi .êu c
,
ua hai

số nguyên tố ló,n ho,n 3, nên nó là số ch˜̆an. Nhu, thế v̀ı d|3 và d|2 suy
ra d|6.

... 7.12. Lò,i gi
,
ai: Ta luôn có lim

m→+∞

10m

1998
= ∞. Nói cách khác tồn t .ai

số nguyên du,o,ng m0 sao cho ∀m ≥ m0 th̀ı
10m

1998
> 91998. Xét m .ôt

số nguyên du,o,ng n bất kỳ và n có k0 chũ, số n = a1a2 . . . ak0 . Tru,̀o,ng
h .o

,p này ta cũng ch .on d̄u,.o
,c

10N > (9k0)
1998 và N > m0 (15.1)

(c .u thê
,
có thê

,
lấy N = max{[1998lg(9k0)] + 1, m0 + 1})

- Chúng ta sẽ chú,ng minh

ui(n) < 10N vó,i m .oi i = 1, 2, . . . (15.2)

Th.ât v .ây, ta sẽ chú,ng minh b`̆ang qui n.ap.

1) Vó,i i = 1 ta có u1(n) = (k1 + · · ·+ k0)1998 ≤ (9k0)1998 < 10N

(do (15.1)). V.ây (15.2) d̄úng khi i = 1.

2. Gi
,
a s

,
u, (15.2) d̄úng vó,i i = k, ngh̃ıa là uk(n) < 10N. Ta có

uk+1(n) = f (uk(n)). Theo gi
,
a thiết qui n .ap th̀ı uk(n) < 10N. do d̄ó

uk(n) có không quá N chũ, số, tú,c là uk(n) có d .ang

uk(n) = a1a2 . . . ap vó,i p ≤ N

Theo d̄.inh ngh̃ıa th̀ı

uk+1(n) = (a1 + a2 + · · ·+ ap)
1998 ≤ (9N)1998. (15.3)

Do N > m0 v.ây tù, (1) suy ra

10N > (9N)1998. (15.4)

Tù, (15.3) và (15.4) suy ra

uk+1(n) < 10N .
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V.ây (15.2) d̄úng vó,i i = k + 1. Theo nguyên lý qui n .ap th̀ı (15.2)
d̄úng vó,i m .oi i = 1, 2, . . ..

- Dãy vô h.an các số nguyên du,o,ng {ui(n)}, i = 1, 2, . . . b.i ch .̆an
b

,
o,i 10N nên theo nguyên lý Ðirichlê ph

,
ai tồn t .ai hai ch

,
ı số p < q

sao cho

up(n) = uq(n) =⇒ up+k(n) = uq+k(n), ∀k

Nói cách khác dãy ui(n), i = p, p + 1, .. là dãy tuần hoàn vó,i chu kỳ
up(n), up+1(n), . . . , up+q+1(n).

... 7.13. Lò,i gi
,
ai: Cho a là m .ôt số tuỳ ý, th̀ı {a} = a− [a] g .oi là phần

l
,
e c

,
ua số a,

,
o, d̄ây ký hi .êu [a] là phần nguyên c

,
ua số a. Xây d .u

,ng dãy
mó,i nhu, sau

v1 = {u1}
v2 = {u1 + u2}

. . . .

vn = {u1 + u2 + · · ·+ un}

Rõ ràng vó,i m .oi k = 1, 2, . . . , n ta có 0 ≤ vk < 1.

Chia [0, 1) ra làm n + 1 t .âp h .o
,p nhu, sau

∆0 = [0,
1

n + 1
); ∆1 = [

1
n + 1

,
2

n + 1
); . . . ; ∆n = [

n
n + 1

, 1)

Ch
,
ı có các kh

,
a năng sau xâ

,
y ra

1. Ho .̆ac tồn t .ai k mà vk ∈ ∆0 ∪ ∆n+1:

- Nếu vk ∈ ∆0, tú,c là 0 ≤ {u1 + u2 + · · · + uk} <
1

n + 1
. Ð .̆at

Sk = u1 + u2 + · · ·+ uk :⇒ 0 ≤ {S} < 1
n + 1

⇔ [S] ≤ S < [S] +
1

n + 1
. (15.5)
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V.ây [S] là số nguyên gần S nhất, nên tù, (15.5) suy ra d̄iều ph
,
ai

chú,ng minh.

-Nếu vk ∈ ∆n tú,c là
n

n + 1
≤ {u1 + u2 + · · · + uk} < 1 hay là

n
n + 1

≤ {S} < 1⇔ n
n + 1

≤ S− [S] < 1 hay là

n
n + 1

+ [S] ≤ S < [S] + 1. (15.6)

Tù, (15.6) suy ra [S] + 1 là số nguyên gần S nhất và khác nó m.ôt

lu,.o
,ng ≤ [S] + 1− ([S] +

n
n + 1

) =
1

n + 1
.

2. Ho .̆ac là các số v1, v2, . . . , vn 6∈ ∆0 ∪ ∆n, v .ây v1, v2, . . . , vn ∈
∪n−1

i=1 ∆i. Theo nguyên lý Ðirichlê tồn t .ai vk, vl , k > l, thu .ôc cùng m.ôt
t .âp h .o

,p ∆j nào d̄ó, 1 ≤ j ≤ n− 1.

Ðiều d̄ó có ngh̃ıa là
j

n + 1
≤ {u1 + u2 + · · ·+ ul} <

j + 1
n + 1

j
n + 1

≤ {u1 + u2 + · · ·+ uk} <
j + 1
n + 1

Ð.̆at Sk = u1 + u2 + · · ·+ uk và Sl = u1 + u2 + · · ·+ ul ta có

j
n + 1

≤ Sk − [Sk] <
j + 1
n + 1

⇒ [Sk] +
j

n + 1
≤ Sk < [Sk] +

j + 1
n + 1

j
n + 1

≤ Sl − [Sl ] <
j + 1
n + 1

⇒ [Sl ] +
j

n + 1
≤ Sl < [Sl ] +

j + 1
n + 1

[Sk]− [Sl ]−
1

n + 1
≤ Sk − Sl ≤ [Sk]− [Sl ] +

1
n + 1

[Sk]− [Sl ]−
1

n + 1
≤ ul+1 + ul+2 + · · ·+ ul ≤ [Sk]− [Sl ] +

1
n + 1

Nhu, v .ây dãy con ul+1 + ul+2 + · · · + ul có số nguyên gần nhất là

[Sk]− [Sl ] vó,i d̄ .ô l .êch không quá
1

n + 1
.

Tóm l .ai, trong m.oi tru,̀o,ng h .o
,p ta d̄ều có tồn t .ai dãy con tho

,
a

mãn yêu cầu d̄ề ra.
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... 7.14. Lò,i gi
,
ai: Xét dẫy số p1 = 1a = a, p2 = 2a, p3 = 3a,. . . ,

pm−1 = (m − 1)a. Ký hi .êu q1, q2, . . . , qm−1 là các số du, tu,o,ng ú,ng
c

,
ua dẫy trên chia cho m. V̀ı theo d̄iều ki .ên bài toán a và m là nguyên

tố cùng nhau, th̀ı tất c
,
a các số du, trên d̄ều khác không. Nếu m.ôt

trong các số du, b`̆ang 1 th̀ı bài toán d̄ã d̄u,.o
,c gi

,
ai. Nếu tất c

,
a các số

du, d̄ều khác 1. Khi d̄ó mỗi số trong m − 1 số du, q1, q2, . . . , qm − 1
b`̆ang m.ôt trong m − 2 số 2, 3, . . . , m − 1. Theo nguyên lý Ðirichlê
có ı́t nhất hai số trong q1, q2, . . . , qm−1 b`̆ang nhau, ch

,
ăng h.an nhu,

qi = qj, i < j. Tù, d̄ó suy ra số (j− i)a = pj − pi chia hết cho m,
d̄iều này không thê

,
xâ

,
y ra. S .u

, vô lý này do gi
,
a thiết không m.ôt số

du, trong q1, q2, . . . , qm−1 b`̆ang 1, do d̄ó suy ra ı́t nhất m.ôt trong các
số du, ph

,
ai b`̆ang 1.

15.8. Lò,i gi
,
ai và g .o

,i ý chu,o,ng 8
... 8.11. Lò,i gi

,
ai: Tru,ó,c tiên chúng ta sẽ chú,ng minh a + b = c. Tù,

bất d̄
,
ăng thú,c 0 ≤ an− [an] < 1 suy ra | [an]

n
− a| < 1

n
vó,i m .oi n ≥ 1

sao cho limn→∞
[an]

n
= a. Chúng ta cũng có bất d̄

,
ăng thú,c tu,o,ng t .u

,

cho b và c. Chúng ta lấy gió,i h .an c
,
ua d̄

,
ăng thú,c

[an]
n

+
[bn]

n
=

[cn]
n

và nh.ân d̄u,.o
,c a + b = c.

Ð .̆at a = [a] + α, b = [b] + β
,
o, d̄ây 0 ≤ α < 1, 0 ≤ β < 1. Khi d̄ó

[an] + [bn] = [([a] + α)n] + [([b] + β)n] = [a]n + [b]n + [αn] + [βn],
[(a + b)n] = [([a] + [b] + α + β)n] = [a]n + [b]n + [(α + β)n].

Nhu, v .ây bài toán có thê
,
d̄ .̆at l .ai nhu, sau: Chú,ng minh r`̆ang nếu a

và b là nhũ,ng số trong kho
,
ang [0, 1) mà chúng tho

,
a mãn d̄

,
ăng thú,c

[an] + [bn] = [(a + b)n] (15.7)

vó,i m .oi số t .u
, nhiên n, th̀ı ı́t nhất m.ôt trong hai số d̄ó b`̆ang 0.
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,
ai và g .o
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Gi
,
a s

,
u, a 6= 0 và b 6= 0. Chúng ta sẽ chú,ng minh tồn t .ai số t .u

,

nhiên n sao cho d̄
,
ăng thú,c (15.7) không d̄úng. Không mất t́ınh tô

,
ng

quát chúng ta có thê
,
gi

,
a thiết r`̆ang a + b < 1, v̀ı nếu ngu,.o

,c l .ai th̀ı
(15.7) sẽ không d̄úng th.âm ch́ı vó,i n = 1.

a) Chúng ta xét tru,̀o,ng h .o
,p a và b là nhũ,ng số hũ,u t

,
y. Khi d̄ó có

thê
,
biê

,
u diễn chúng du,ó,i d .ang a =

A
N

,
B
N

,
,
o, d̄ây A, B và N là nhũ,ng

số nguyên và tho
,
a mãn 0 < A < N, 0 < B < N. Dễ dàng kiê

,
m tra

r`̆ang (15.7) không tho
,
a mãn vó,i n = N − 1. Th.ât v .ây,

[a(N − 1)] = [aN − a] = [A− a] = A + [−a] = A− 1,

[b(N − 1)] = [bN − b] = [B− b] = B + [−b] = B− 1,

[(a + b)(N − 1)] = [A + B− (a + b)] = A + B− [a + b]

= A + B− 1

Nhu, v .ây [a(N − 1)] + [b(N − 1)] 6= [(a + b)(N − 1)].

b) Chúng ta xét tru,̀o,ng h .o
,p m.ôt trong các số a và b là số vô t

,
y.

Chúng ta sẽ ch
,
ı ra r`̆ang có m.ôt số t .u

, nhiên n, mà

{an}+ {bn} ≥ 1. (15.8)

Khi d̄ó d̄
,
ăng thú,c (15.8) sẽ suy ra không thê

,
có (15.7).

Gi
,
a s

,
u, a là m .ôt số vô t

,
y, theo bài 8.1 t .âp h .o

,p nhũ,ng số {an}, n =

1, 2, . . . là trù m.ât trong kho
,
ang (0, 1). Ký hi .êu k là số t .u

, nhiên ló,n
nhất mà a + kb < 1. Khi d̄ó tồn t .ai số t .u

, nhiên n mà

a + kb < {an} < 1. (15.9)

Nếu {bn} ≥ b, th̀ı tù, d̄.inh ngh̃ıa c
,
ua k suy ra

{an}+ {bn} > (a + kb) + b = a + (k + 1)b ≥ 1

hay nói cách khác tồn t .ai số t .u
, nhiên n mà d̄

,
ăng thú,c (15.8) d̄úng.
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Nếu {bn} < b, th̀ı vó,i vi .êc thêm 1− b vào các vế c
,
ua bất d̄

,
ăng

thú,c 0 ≤ {bn} < b, chúng ta nh.ân d̄u,.o
,c

1− b ≤ b(n− 1)− [bn] + 1 < 1

Ðiều d̄ó có ngh̃ıa là [b(n − 1)] = [bn] − 1 và {b(n − 1)} ≥ 1− b.
Ngoài ra, tu,o,ng t .u

, tù, (15.9) suy ra

kb < a(n− 1)− [an] < 1− a < 1

v̀ı thế [a(n− 1)] = [an] và {a(n− 1)} > kb. Nhu,ng khi d̄ó

{a(n− 1)}+ {b(n− 1)} > kb + (1− b) = 1 + (k− 1)b ≥ 1,

v̀ı k ≥ 1. Trong tru,̀o,ng h .o
,p này (15.8) d̄úng cho số t .u

, nhiên n− 1.
Nhu, v .ây dẫn d̄ến vô lý khi m.ôt trong các số a và b là số vô t

,
y.

... 8.12. G.o
,i ý: Chú ý r`̆ang {n} ch

,
ı có thê

,
nh.ân hũ,u h.an giá tr.i.

... 8.13. G.o
,i ý: Lý lu .ân tu,o,ng t .u

, nhu, 8.4.

... 8.14. G.o
,i ý: Xét các số có d .ang n = 2k2 và áp d .ung 8.4.

15.9. Lò,i gi
,
ai và g .o

,i ý chu,o,ng 9
... 9.11. G.o

,i ý: Xét các số kx − [kx](k = 0, 1, 2, . . . , n) và số 1, chia
d̄o .an [0,1] ra n + 1 phần, phần còn l .ai áp d .ung phu,o,ng pháp d̄o .an
này.

... 9.12. G.o
,i ý: Vó,i mỗi cách ch .on nhũ,ng số q1, q2, . . . qn tồn t .ai số

nguyên p, vó,i nó 0 ≤ q1x1 + q2x2 + · · · + qmxm − p < 1. Bây giò,i
chia d̄o .an [0,1] ra (n + 1)m d̄o .an con b`̆ang nhau.
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... 9.13. G.o
,i ý: Hãy xét hai tru,̀o,ng h .o

,p
∣∣∣∣√2− p

q

∣∣∣∣ >
√

3 −
√

2 và∣∣∣∣√2− p
q

∣∣∣∣ ≤ √3−
√

2

... 9.14. G.o
,i ý: Tu,o,ng t .u

, bài trên.

... 9.15. G.o
,i ý: Gi

,
a thiết vó,i m .oi p và q th

,
oa mãn

|mp2 + npq + sq2| ≥ 1.

15.10. Lò,i gi
,
ai và g .o

,i ý chu,o,ng 10
... 10.11. Lò,i gi

,
ai: Ðây là s .u

, tô
,
ng quát hóa bài 10.3. Cách chú,ng

minh hoàn toàn tu,o,ng t .u
,. Chúng ta cũng t .ao ra lu,ó,i vó,i các h̀ınh

vuông có di .ên t́ıch 1. Sau d̄ó lấy m.ôt h̀ınh vuông làm gốc rồi t.inh
tiến các h̀ınh vuông có chú,a các m

,
anh c

,
ua A về h̀ınh vuông gốc.

Nhu, v .ây tô
,
ng di .ên t́ıch nhũ,ng phần t.inh tiến c

,
ua A sẽ ló,n ho,n n.

Theo nguyên lý Ðirichlê m
,
o, r .ông cho di .ên t́ıch suy ra có ı́t nhất

n + 1 trong số nhũ,ng phần c
,
ua A d̄ã t.inh tiến tó,i h̀ınh vuông gốc

có d̄iê
,
m chung (x0, y0). Nhũ,ng d̄iê

,
m tù, các h̀ınh vuông nh

,
o ban d̄ầu

t.inh tiến d̄ến d̄iê
,
m này có to .a d̄ .ô là (xi, yi) (i = 1, 2, . . . , n+ 1), mà

xi − xj và yi − yj (i, j = 1, 2, . . . , n + 1) là nhũ,ng số nguyên.

... 10.12. Lò,i gi
,
ai: Chúng ta xét h̀ınh vuông V, mà nó chú,a bề m .̆at A

và có c .anh vó,i d̄ .ô dài n nguyên. Ð .̆at B = V\A. Chúng ta thấy ngay
S(V) = n2 và S(A) < k, do d̄ó S(B) > n2 − k. Bây giò, áp d .ung bài
10.11. V̀ı thế B có thê

,
t.inh tiến sao cho nó chú,a ı́t nhất n2 − k + 1

d̄iê
,
m vó,i to .a d̄ .ô nguyên. Ký hi .êu A1, V1, B1 là các

,
anh c

,
ua phép t.inh

tiến trên c
,
ua A, V, B tu,o,ng ú,ng. Rõ ràng B1 = V1\A1. Chúng ta sẽ

chú,ng minh r`̆ang A1 chú,a nhiều nhất k− 1 d̄iê
,
m vó,i to .a d̄ .ô nguyên.
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Th.ât v .ây, Gi
,
a s

,
u, ngu,.o

,c l .ai chúng ta có k d̄iê
,
m vó,i to .a d̄ .ô nguyên

trong A1. V̀ı theo cách d .u
,ng trên B1 chú,a ı́t nhất n2 − k + 1 d̄iê

,
m

trong vó,i to .a d̄ .ô nguyên và B1 ⊂ V1, A1 ⊂ V1, A1 ∩ B1 = ∅, Khi d̄ó
h̀ınh vuông V1 chú,a ı́t nhất n2 + 1 d̄iê

,
m vó,i to .a d̄ .ô nguyên, d̄iều này

không thê
,
xâ

,
y ra, dẫn d̄ến vô lý.

... 10.13. Lò,i gi
,
ai: Cũng nhu, bài 10.5 tác d .ung lên A phép v.i t .u

, vó,i

tâm t .ai gốc t .a d̄ .ô và h.ê số
1
2

, chúng ta nh.ân d̄u,.o
,c t .âp h .o

,p mó,i A′.

V̀ı S(A) > 4n nên S(A′) > n. Theo nguyên lý Ðirichlê m
,
o, r .ông

cho di .ên t́ıch A′ chú,a ı́t nhất n + 1 d̄iê
,
m khác nhau (xi, yi) (i =

1, 2, . . . , n + 1) mà xi − xj và yi − yj là nhũ,ng số nguyên.

Chúng ta xét d̄a giác lồi nh
,
o nhất chú,a tất c

,
a các d̄iê

,
m trên. Dễ

dàng thấy r`̆ang mỗi d̄
,
ınh c

,
ua d̄a giác là m .ôt trong các d̄iê

,
m (xi, yi).

Nhũ,ng d̄
,
ınh c

,
ua d̄a giác không thu .ôc trong d̄o .an nào mà hai d̄ầu là

nhũ,ng d̄iê
,
m n`̆am trong d̄a giác. V̀ı thế trong nhũ,ng d̄iê

,
m (xi, yi) tồn

t .ai m.ôt d̄iê
,
m mà không n`̆am trong d̄o .an th

,
ăng nối hai d̄iê

,
m trong

t .âp h .o
,p d̄iê

,
m d̄ã ch .on. Gi

,
a s

,
u, d̄iê

,
m d̄ó là (x1, y1). Cũng theo bài

10.5 cho ta n d̄iê
,
m khác nhau và khác d̄iê

,
m gốc to .a d̄ .ô, vó,i to .a d̄ .ô

nguyên (xi − x1, yi − y1), i = 2, 3, . . . , n + 1, d̄ều n`̆am trong A. V̀ı
t́ınh d̄ối xú,ng nên các d̄iê

,
m (x1 − xi, y1 − yi), i = 2, 3, . . . , n + 1,

cũng thu .ôc A.

Chúng ta sẽ chú,ng minh nhũ,ng d̄iê
,
m xác d̄.inh theo cách trên là

khác nhau tù,ng d̄ôi m.ô t. Th.ât v .ây, gi
,
a s

,
u, ngu,.o

,c l .ai chúng ta có

(xi − x1, yi − y1) = (x1 − xj, y1 − yj)

vó,i hai ch
,
ı số nào d̄ó i, j mà i, j = 2, 3, . . . , n + 1. V̀ı v .ây x1 =

1
2
(xi +

xj) và y1 =
1
2
(yi + yj). Nếu i = j th̀ı (x1, y1) = (xj, yj), vô lý v̀ı
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,
ai và g .o
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1 6= j. Nếu i 6= j, th̀ı (x1, y1) là trung d̄iê
,
m c

,
ua d̄o .an th

,
ăng nối hai

d̄iê
,
m (xi, yi) và (xj, yj), d̄iều này không thê

,
d̄u,.o

,c theo cách ch .on.

Chú,ng minh trên ch
,
ı ra r`̆ang A chú,a ı́t nhất 2n d̄iê

,
m khác nhau

và khác gốc to .a d̄ .ô, có to .a d̄ .ô nguyên. Nhu,ng d̄iê
,
m gốc to .a d̄ .ô cũng

n`̆am trong t .âp A và có to .a d̄ .ô nguyên, suy ra kết lu .ân c
,
ua bài toán.

... 10.14. G.o
,i ý: Áp d .ung bài t .âp 10.13.

... 10.15. G.o
,i ý: Cách chú,ng minh tu,o,ng t .u

, 10.9.

15.11. Lò,i gi
,
ai và g .o

,i ý chu,o,ng 11
... 11.11. a) Tù, bài 11.3 suy ra 6 = 9− (S12 + S23 + S13) + S123, tú,c
là S12 + S23 + S13 = 3+ S123 ≥ 3. Do d̄ó m .ôt trong các số S12, S23, S13

không nh
,
o ho,n 1.

b) Lò,i gi
,
ai: Tù, bài 11.3 suy ra 5 ≥ 9−M2, tú,c là M2 ≥ 4. B

,
o,i v̀ı

tù, 9 d̄a giác có thê
,
t .ao d̄u,.o

,c 9.
8
2
= 36 c .̆ap, di .ên t́ıch phần chung c

,
ua

m.ôt số các c .̆ap d̄ó không nh
,
o ho,n

M2

36
≥ 1

9
.

... 11.12. Lò,i gi
,
ai: G .oi M1, M2, . . . , M6 là 6 d̄iê

,
m d̄ã cho. Trong mỗi

tam giác Mi Mj Mk ta tô c .anh ló,n nhất b`̆ang mầu d̄
,
o. Kết qu

,
a sẽ là

m .ôt d̄o .an th
,
ăng Mr Ms là d̄

,
o còn các c .anh khác sẽ không d̄

,
o. Ch

,
ı cần

chú,ng minh r`̆ang tồn t .ai m.ôt tam giác có d̄
,
ınh là các d̄iê

,
m d̄ã cho và

ba c .anh d̄u,.o
,c tô mầu d̄

,
o. Th.ât v .ây, c .anh ló,n nhất c

,
ua tam giác nhu,

thế d̄ồng thò,i là c .anh nh
,
o nhất c

,
ua tam giác khác v̀ı nó d̄u,.o

,c tô mầu
d̄

,
o. Tù, mỗi d̄iê

,
m d̄ã cho xuất phát 5 d̄o .an th

,
ăng nối nó vó,i các d̄iê

,
m

còn l .ai. V .ây ho .̆ac ı́t nhất có 3 trong nhũ,ng d̄o .an th
,
ăng này d̄u,.o

,c tô
mầu d̄

,
o, ho .̆ac ı́t nhất có 3 d̄o .an vẫn không d̄u,.o

,c tô mầu d̄
,
o.
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Nếu tù, d̄iê
,
m M1 xuất phát 3 d̄o .an d̄u,.o

,c tô mầu d̄
,
o (ch

,
ăng h.an

M1M2, M1M3, M1M4) th̀ı trong ∆M2M3M4 ı́t nhất có m .ôt c .anh (ló,n
nhất) d̄u,.o

,c tô mầu d̄
,
o, gi

,
a s

,
u, d̄ó là d̄o .an M2M3. Thế th̀ı trong

∆M1M2M3 tất c
,
a các c .anh d̄ều d̄u,.o

,c tô mầu d̄
,
o.

Nếu tù, d̄iê
,
m M1 xuất phát ı́t nhất 3 d̄o .an không d̄u,.o

,c tô mầu
d̄

,
o (ch

,
ăng h.an 3 d̄o .an M1M2, M1M3, M1M4) th̀ı ta xét 3 tam giác

M1M2M3, M1M2M4, M1M3M4. Trong mỗi tam giác này ı́t nhất có
m .ôt c .anh d̄u,.o

,c tô mầu d̄
,
o, nhu,ng c .anh không chú,a d̄

,
ınh M1. V .ây

3 d̄o .an M2M3, M2M4, M3M4 d̄u,.o
,c tô mầu d̄

,
o, tú,c là 3 c .anh c

,
ua

∆M2M3M4 d̄ều mầu d̄
,
o.

... 11.13. Lò,i gi
,
ai: Tru,ó,c hết ta nh.ân xét có ı́t nhất m.ôt tam giác d̄o,n

s´̆ac (Bài 5.4). Gi
,
a s

,
u, P1P2P3 là tam giác d̄o,n s´̆ac, ch

,
ăng h.an d̄

,
o. Ðê

,

riêng P1 ta còn l .ai 6 d̄iê
,
m và ta l .ai có m .ôt tam giác d̄o,n s´̆ac không

có P1 là d̄
,
ınh (Bài 5.4). Nếu tam giác này không chú,a c .anh P2P3 th̀ı

ta d̄u,.o
,c kết qu

,
a, thế th̀ı có m .ôt d̄iê

,
m thú, tu, P′1 sao cho P′1P2P3 cũng

là tam giác d̄
,
o. Tu,o,ng t .u

, d̄ê
,
riền P2 và P3 ta d̄u,.o

,c P′2 và P′3 sao cho
P1P′2P3 và P1P2P′3 là tam giác d̄

,
o.

Tru,ó,c hết ta xét kh
,
a nănglà 3 d̄iê

,
m P′1, P′2 và P′3 không phân bi .êt.

Trong tru,̀o,ng h .o
,p này m.ôt trong chúng t .ao thành vó,i P1P2P3 m.ôt

h̀ınh tú, di .ên. Còn l .ai 3 d̄iê
,
m. Nếu các c .anh giũ,a m.ôt trong ba d̄iê

,
m

còn l .ai d̄ó và 2 d̄
,
ınh c

,
ua h̀ınh tú, di .ên là d̄

,
o ta sẽ d̄u,.o

,c hai tam giác
d̄

,
o vó,i 2 c .anh rò,i nhau, m.ôt tam giác có m.ôt d̄

,
ınh mó,i và m .ôt c .anh

c
,
ua tú, di .ên và tam giác kia trên tú, di .ên. Nếu không, mỗi d̄iê

,
m có ı́t

nhất c .anh d̄
,
o thu .ôc tú, di .ên. Nhu, thế có ı́t nhất m.ôt d̄

,
ınh c

,
ua tú, di .ên

nối vó,i c
,
a 3 d̄

,
ınh còn l .ai b`̆ang c .anh mầu d̄en. Nếu c .̆ap nào trong 3

nối b`̆ang c .anh d̄en th̀ı ta có m.ôt tam giác d̄en và m.ôt d̄
,
o. Nếu không

ta d̄u,.o
,c hai tam giác d̄

,
o có d̄

,
ınh rò,i nhau.
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V.ây ta có thê
,
gi

,
a s

,
u, r`̆ang ba d̄iê

,
m P′1, P′2 và P′3 là phân bi .êt. Nếu

2 d̄iê
,
m, P′1 và P′2, d̄u,.o

,c nối b`̆ang c .anh d̄
,
o th̀ı ta d̄u,.o

,c hai tam giác d̄
,
o

P1P2P3 và P′1P′2P3. Nếu không th̀ı P1P2P3 và P′1P′2P′3 cho theo thú, t .u
,

m.ôt tam giác d̄
,
o và m.ôt tam giác d̄en.

... 11.14. Lò,i gi
,
ai: Lấy 1998 d̄̃ıa d̄u,.o

,c tô giống nhu, d̄̃ıa thú, hai c
,
ua

chúng ta và d̄ .̆at chồng tất c
,
a chúng lên d̄̃ıa thú, nhất sao cho chúng

có tất c
,
a các v.i tŕı có thê

,
(nhu, khi quay). Khi d̄ó trên mỗi h̀ınh qu.at

c
,
ua d̄̃ıa thú, nhất có 200 h̀ınh qu.at, d̄u,.o

,c tô, tú,c là có tất c
,
a 2002

c .̆ap h̀ınh qu.at d̄u,.o
,c tô trùng nhau. Gi

,
a s

,
u, có n v.i tŕı c

,
ua d̄̃ıa thú,

hai có không ı́t ho,n 21 c .̆ap h̀ınh qu.at d̄u,.o
,c tô trùng nhau. Khi d̄ó

số các h̀ınh qu.at d̄u,.o
,c tô trùng nhau không nh

,
o ho,n 21n. Do d̄ó

21n ≤ 2002, tú,c là n ≤ 1904, 8. B
,
o,i v̀ı n là số nguyên, nên n ≤ 1904.

Suy ra có ı́t nhất 1998− 1904 = 94 v.i tŕı có không quá 20 c .̆ap h̀ınh
qu.at d̄u,.o

,c tô trùng nhau.

... 11.15. G.o
,i ý: Chú,ng minh hoàn toàn nhu, bài 11.2.

15.12. Lò,i gi
,
ai và g .o

,i ý chu,o,ng 12
... 12.11. Lò,i gi

,
ai: Lấy A∗ là nhũ,ng d̄iê

,
m trên m.̆at cầu d̄ối xú,ng qua

tâm c
,
ua qu

,
a cầu tù, nhũ,ng d̄iê

,
m c

,
ua t .âp h .o

,p A. Theo gi
,
a thiết tô

,
ng

di .ên t́ıch c
,
ua A và A∗ ló,n ho,n di .ên t́ıch m.̆at cầu. Theo nguyên lý

Ðirichlê cho di .ên t́ıch chúng có d̄iê
,
m chung. V.ây d̄iê

,
m chung d̄ó và

d̄iê
,
m d̄ối xú,ng c

,
ua nó là c .̆ap d̄iê

,
m d̄ều thu .ôc A t .ao ra d̄u,̀o,ng ḱınh

qu
,
a cầu.

... 12.12. Lò,i gi
,
ai: Vó,i mỗi h̀ınh chũ, th .âp ta xét h̀ınh tròn có tâm t .ai

tâm chũ, th .âp và bán ḱınh b`̆ang
1

2
√

2
. Ta chú,ng minh r`̆ang nếu hai
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h̀ınh tròn d̄ó c´̆at nhau th̀ı hai chũ, th .âp cũng sẽ c´̆at nhau. Kho
,
ang

cách giũ,a hai tâm c
,
ua h̀ınh tròn b`̆ang nhau và c´̆at nhau không ló,n

ho,n hai lần bán ḱınh c
,
ua chúng, do d̄ó kho

,
ang cách giũ,a tâm c

,
ua

các chũ, th .âp tu,o,ng ú,ng vó,i chúng không ló,n ho,n
1√
2

. Xét h̀ınh chũ,

nh.ât xác d̄.inh b
,
o,i các cánh c

,
ua h̀ınh chũ, th .âp thú, nhất và tâm c

,
ua

chũ, th .âp thú, hai. Sẽ có m .ôt cánh c
,
ua chũ, th .âp thú, hai d̄i qua h̀ınh

chũ, nh.ât d̄ó, do d̄ó sẽ c´̆at chũ, th .âp thú, nhất, b
,
o,i v̀ı d̄ .ô dài c

,
ua cánh

b`̆ang
1√
2

, còn d̄ .ô dài d̄u,̀o,ng chéo h̀ınh chũ, nh.ât không ló,n ho,n
1√
2

.

Rõ ràng trong h̀ınh tròn bán ḱınh 100 ch
,
ı có thê

,
d̄ .̆at d̄u,.o

,c m.ôt

số hũ,u h.an các h̀ınh tròn bán ḱınh
1

2
√

2
không c´̆at nhau.

... 12.13. Lò,i gi
,
ai: Có thê

,
. Gi

,
a s

,
u, O là tâm c

,
ua ngũ giác d̄ều ABCDE.

Khi d̄ó các h̀ınh tròn n .ôi tiếp trong các góc AOC, BOD, COE, DOA,
EOB có t́ınh chất d̄ã nêu.

... 12.14. Lò,i gi
,
ai: Xét m.ôt tam giác d̄ều có c .anh b`̆ang 1. Tất c

,
a 3

d̄
,
ınh c

,
ua nó không thê

,
d̄u,.o

,c tô b`̆ang các mầu khác nhau, do d̄ó ph
,
ai

có hai d̄iê
,
m cùng mầu, và kho

,
ang cách giũ, chúng b`̆ang 1.



PH .U L .UC A
T .ÂP H .O

,
P VÀ ÁNH X .A

A.1. T .âp h .o
,p và Toán t

,
u, trên t .âp h .o

,p.
Khi chúng ta coi m.ôt d̄ối tu,.o

,ng a nào d̄ó là m.ôt phần t
,
u, c

,
ua t .âp

h .o
,p A, th̀ı ký hi .êu là a ∈ A, còn khi a không là phần t

,
u, c

,
ua A th̀ı ký

hi .êu là a 6∈ A.

M .ôt t .âp h .o
,p A g .oi là t .âp h .o

,p con c
,
ua t .âp h .o

,p B, khi m.oi phần
t
,
u, c

,
ua t .âp h .o

,p A là phần t
,
u, c

,
ua t .âp h .o

,p B, Ký hi .êu là A ⊂ B ho .̆ac
B ⊃ A. Ngh̃ıa là tù, a ∈ A suy ra a ∈ B ho .̆ac là tù, a 6∈ B suy ra
a 6∈ A.

T.âp h .o
,p rỗng không có m.ôt phần t

,
u, nào, ký hi .êu là ∅. M .oi d̄ối

tu .o
,ng x d̄ều không n`̆am trong t .âp h .o

,p rỗng x 6∈ ∅ . T .âp h .o
,p rỗng

d̄ều n`̆am trong m.oi t .âp h .o
,p, ngh̃ıa là ∅ ⊂ A, vó,i m .oi A.

Hai t .âp h .o
,p A và B trùng nhau khi chúng có cùng các phần t

,
u,

nhu, nhau, ký hi .êu A = B. Tu,o,ng d̄u,o,ng , A = B khi và ch
,
ı khi tù,

a ∈ A suy ra a ∈ B và tù, a ∈ B suy ra a ∈ A ho .̆ac A ⊂ B và B ⊂ A.

Cho A1, A2, . . . , An là m .ôt số hũ,u h.an nhũ,ng t .âp h .o
,p. H.o

,p c
,
ua

nhũ,ng t .âp h .o
,p trên là m .ôt t .âp h .o

,p gồm tất c
,
a các phần t

,
u, mà nó

thu .ôc vào m.ôt trong các t .âp h .o
,p A1, A2, . . . , An. H .o

,p c
,
ua các t .âp

h .o
,p A1, A2, . . . , An , ký hi .êu là A1 ∪ A2 ∪ . . .∪ An. C .u thê

,
, a ∈ A1 ∪

A2 ∪ . . .∪ An ngh̃ıa là tồn t .ai m.ôt ch
,
ı số i trong {1, 2, . . . , n} sao cho

175
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a ∈ Ai.

Cho A1, A2, . . . , An là m .ôt số hũ,u h.an nhũ,ng t .âp h .o
,p. Giao

c
,
ua nhũ,ng t .âp h .o

,p trên là m .ôt t .âp h .o
,p gồm các phần t

,
u, mà

nó n`̆am trong m.oi t .âp h .o
,p A1, A2, . . . , An. Giao c

,
ua các t .âp h .o

,p
A1, A2, . . . , An ký hi .êu là A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ An. C .u thê

,
, a ∈ A1 ∩ A2 ∩

. . . ∩ An ngh̃ıa là vó,i m .oi ch
,
ı số i trong {1, 2, . . . , n} ta có a ∈ Ai.

Hi.êu c
,
ua hai t .âp h .o

,p A và B là m .ôt t .âp h .o
,p, ký hi .êu A\B, gồm

nhũ,ng phần t
,
u, a có t́ınh chất a ∈ A và a 6∈ B.

A.2. Qui n .ap toán h .oc và Bài toán tô
,
h .o

,p
Trong t .âp h .o

,p số t .u
, nhiên, cùng vó,i nguyên lý Ðirichlê còn m.ôt

nguyên lý qui n .ap toán h .oc cũng hay d̄u,.o
,c s

,
u, d .ung. D.ang d̄o,n gi

,
an

c
,
ua phu,o,ng pháp qui n.ap toán h .oc nhu, sau:

Cho m.ôt dãy nhũ,ng d̄iều kh
,
ăng d̄.inh

K1, K2, . . . , Kn, . . . (A.1)

có t́ınh chất sau:

a)K1 là kh
,
ăng d̄.inh d̄úng.

b) Vó,i mỗi số t .u
, nhiên n,nếu Kn là kh

,
ăng d̄.inh d̄us ng th̀ı suy ra

Kn+1 cũng là kh
,
ăng d̄.inh d̄úng.

Khi d̄ó tất c
,
a các kh

,
ăng d̄.inh trong dãy (A.1) d̄ều d̄úng.

Chú ý: d̄iều ki .ên a) d̄
,
am b

,
ao cho K1 d̄úng, sau d̄ó áp d .ung b)

cho K2 cũng d̄úng, tiếp t .uc áp d .ung b) cho K3 cũng d̄úng và tiếp t .uc
quá tr̀ınh d̄ó vó,i m .oi n. Ðê

,
minh h .oa chúng ta chú,ng minh m.ôt d̄.inh

lý về tô
,
h .o

,p mà rất hay áp d .ung trong cuốn sách này:

M.oi t .âp h.o
,p hũ,u h .an vó,i n phần t

,
u, có d̄úng 2n t .âp h.o

,p con t .ao b
,
o,i

các phần t
,
u, khác nhau c

,
ua nó.
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Vó,i m .oi số n chúng ta ký hi .êu d̄iều kh
,
ăng d̄.inh trên b`̆ang Kn.

Nhu, v .ây chúng ta sẽ nh.ân d̄u,.o
,c dãy (A.1). Vó,i n = 1 kh

,
ăng d̄.inh

d̄úng, v̀ı m .oi t .âp h .o
,p có m.ôt phần t

,
u, có d̄úng hai t .âp h .o

,p con, d̄ó là
t .âp rỗng và ch́ınh t .âp ( m.ôt phần t

,
u, ) d̄os . V .ây (A.1) có t́ınh chất

a).

Bây giò, chúng ta ph
,
ai chú,ng minh b) d̄úng. Ngh̃ıa là cho n là

m .ôt số t .u
, nhiên bất kỳ và kh

,
ăng d̄.inh Kn d̄úng tú,c là m .oi t .âp h .o

,p có
n phần t

,
u, có d̄úng 2n t .âp h .o

,p con. Cần ph
,
ai chú,ng minh r`̆ang Kn+1

là d̄us ng. Chúng ta xét S là t .âp h .o
,p có n + 1 phần t

,
u, và s là m .ôt

phần t
,
u, c

,
ua nó. Chúng ta chia nhũ,ng t .âp h .o

,p con c
,
ua S làm hai ló,p:

Ló,p a1 gồm tất c
,
a các t .âp h .o

,p con c
,
ua S không chú,a s. Ló,p a2 gồm

tất c
,
a các t .âp h .o

,p con c
,
ua S chú,a s. Nhũ,ng t .âp h .o

,p con thu .ôc ló,p a1

là t .âp h .o
,p con c

,
ua m.ôt t .âp h .o

,p n phần t
,
u, S1, mà nó nh.ân tù, S sau

khi b
,
o d̄i phần t

,
u, s. Theo gi

,
a thiết qui n .ap số lu,.o

,ng t .âp h .o
,p con c

,
ua

nó d̄úng là 2n. M .̆at khác các t .âp h .o
,p con c

,
ua ló,p a2 là tu,o,ng ú,ng 1-1

vó,i vó,i các t .âp h .o
,p con c

,
ua S1. Th.ât v .ây, m.oi t .âp h .o

,p con Z chú,a s
c

,
ua S ta cho tu,o,ng ú,ng vó,i t .âp h .o

,p con Z1 c
,
ua S1 b`̆ang cách tù, Z

ta b
,
o d̄.i phần t

,
u, s. Ngh̃ıa là số lu,.o

,ng t .âp h .o
,p con c

,
ua S trong ló,p a2

trùng vó,i số lu,.o
,ng t .âp h .o

,p con c
,
ua S1 và b`̆ang 2n. Do d̄ó tất c

,
a t .âp

h .o
,p con c

,
ua S là 2n + 2n = 2n+1. Nhu, v .ây chúng ta d̄ã chú,ng minh,

vó,i m .oi n, tù, Kn d̄us ng suy ra Kn+1 d̄us ng. Chúng ta chú,ng minh
d̄u,.o

,c (A.1) có t́ınh chất b). Suy ra tất c
,
a các kh

,
ăng d̄.inh d̄ều d̄úng.

J

A.3. Ánh x .a trên t .âp h .o
,p

Tù, nhũ,ng khái ni .êm số phần t
,
u, c

,
ua m.ôt t .âp h .o

,p này ló,n ho,n số
phần t

,
u, c

,
ua m.ôt t .âp h .o

,p kia, ngu,̀o,i ta xây d .u
,ng khái ni .êm ánh x.a

d̄ê
,
gi

,
ai th́ıch và ch́ınh xác hóa trong khi chú,ng minh.



178 Chu,o,ng A. T.âp h .o
,p và Ánh x.a

Chúng ta nói r`̆ang cho m.ôt ánh x .a f : A → B tù, t .âp h .o
,p A vào

t .âp h .o
,p B, khi m.oi phần t

,
u, a thu .ôc A cho tu,o,ng ú,ng vó,i m .ôt phần

t
,
u, f (a) thu .ôc B. Phần t

,
u, f (a) g .oi là giá tr.i c

,
ua ánh x.a f vó,i phần

t
,
u, a c

,
ua A. Có thê

,
ch

,
ı ra nhiều v́ı d .u nhu, ánh x.a số t .u

, nhiên vào số
ch˜̆an, vó,i m .oi n cho tu,o,ng ú,ng vó,i 2n,. . . .

Ngu,̀o,i ta còn d̄u,a ra m.ôt số t́ınh chất c
,
ua ánh x.a: M.ôt ánh x.a

f : A → B g .oi là d̄o,n ánh, nếu tù, f (a1) = f (a2)(a1, a2 ∈ A) suy ra
a1 = a2. Nói cách khác f là d̄o,n ánh khi m.oi phần t

,
u, khác nhau c

,
ua

A cho tu,o,ng ú,ng vó,i nhũ,ng phần t
,
u, khác nhau c

,
ua B.

M .ôt ánh x.a f : A → B g .oi là toàn ánh, nếu vó,i m .oi phần t
,
u,

c
,
ua b c

,
ua B tồn t .ai phần t

,
u, a thu .ôc A sao cho f (a) = b. Có nhiều v́ı

d .u về ánh x.a lo .ai này, nhu, phép chiếu lên tr .uc to .a d̄ .ô c
,
ua m.oi d̄iê

,
m

trong m.̆at ph
,
ăng.

M.ôt ánh x.a f : A → B g .oi là song ánh, khi nó d̄ồng thò,i là d̄o,n
ánh và toàn ánh. Nếu f : A → B là song ánh, th̀ı vó,i m .oi phần t

,
u, b

c
,
ua B tồn t .ai duy nhất phần t

,
u, a thu .ôc A sao cho f (a) = b.

Cho song ánh f : A → B. Nếu chúng ta d̄ .̆at g(b) = a khi d̄ã
có f (a) = b, chúng ta nh.ân d̄u,.o

,c ánh x.a g : B → A g .oi là ánh
x.a ngu,.o

,c c
,
ua f và ký hi .êu là f−1 = g. Nhu, v .ây f ( f−1(b)) = b và

f−1( f (a)) = a vó,i m .oi a thu .ôc A và b thu .ôc B.

Cho hai ánh x.a f : A → B và g : B → C, có thê
,
t .ao ra ánh x.a

h : A→ C b`̆ang công thú,c h(a) = f (g(a)). Ký hi .êu h = g ◦ f .
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(Tiếng Bungari).



N .ÔI DUNG
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Chu,o,ng 10. Nguyên lý Ðirichlê cho di .ên t́ıch . . . . . . . . . . . . . 101

10.1. Phát biê
,
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ai và g .o
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,
ai và g .o
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,
ai và g .o
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,
an. M.oi liên h.ê

Tác gi
,
a: Nguyễn Hũ,u Ðiê
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