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MỘT SỐ KỸ THUẬT SỬ DỤNG 

BẤT ĐẲNG THỨC AM - GM VÀ BẤT ĐẲNG THỨC 

BUNYAKOVSKI 

MỘT SỐ BẤT ĐẲNG THỨC THƯỜNG DÙNG 

A. MỘT SỐ QUY TẮC CHUNG KHI SỬ DỤNG BẤT ĐẲNG THỨC AM 

- GM VÀ BẤT ĐẲNG THỨC BUNYAKOVSKI 

•  Quy tắc song hành:  Đa số các bất đẳng thức đều có tính đối xứng nên chúng ta 

có thể sử dụng nhiều bất đẳng thức trong chứng minh một bài toán để định hướng 

cách giải nhanh hơn. 

• Quy tắc dấu bằng: Dấu “=” trong bất đẳng thức có vai trò rất quan trọng. Nó 

giúp ta kiểm tra tính đúng đắn của chứng minh, định hướng cho ta cách giải. 

Chính vì vậy  khi giải các bài toán chứng minh bất đẳng thức hoặc các bài toán cực 

trị ta cần rèn luyện cho mình thói quen tìm điều kiện của dấu bằng mặc dù một số 

bài không yêu cầu trình bày phần này. 

• Quy tắc về tính đồng thời của dấu bằng:  Chúng ta thường mắc sai lầm về tính 

xảy ra đồng thời của dấu “=” khi áp dụng liên tiếp hoặc song hành nhiều bất đẳng 

thức. Khi áp dụng liên tiếp hoặc song hành nhiều bất đẳng thức thì các dấu “=” 

phải cùng được thỏa mãn với cùng một điều kiện của biến. 

• Quy tắc biên:  Đối với các bài toán cực trị có điều kiện ràng buộc thì cực trị 

thường đạt được tại vị trí biên. 

• Quy tắc đối xứng: Các bất đẳng thức có tính đối xứng thì vai trò của các biến 

trong các bất đẳng thức là như nhau do đó dấu “=” thường xảy ra tại vị trí các biến 

đó bằng nhau. Nếu bài toán có điều kiện đối xứng thì chúng ta có thể chỉ ra dấu 

“=”xảy ra tại khi các biến đó bằng nhau và bằng một giá trụ cụ thể. 
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I.   MỘT SỐ KỸ THUẬT SỬ DỤNG BẤT ĐẲNG THỨC AM- GM 

1. Kỹ thuật tách ghép bộ số 

1.1  Kỹ thuật tách ghép cơ bản 

 

 

 

Bài 1: Cho 3 số thực dương  a, b, c.  Chứng minh rằng: ( )( )( ) abcaccbba 8+++  

Bài 2: Cho 4 số thực dương  a, b, c, d.  Chứng minh rằng:  

( )( )dcbabdac +++  

Bài 3: Cho 3 số thực dương  a, b, c thỏa 








cb

ca
 . Chứng minh rằng:  

( ) ( ) abcbccac −+−  

Bài 4: Cho 3 số thực dương  a, b, c.  Chứng minh rằng:  

( )( )( )33 1111 cbaabc ++++  

Bài 5: Cho 2 số thực dương  a, b  thỏa 








1

1

b

a
 .  Chứng minh rằng:  

ababba −+− 11  

Bài 6: Cho 2 số thực dương  a, b.  Chứng minh rằng: ( ) ( )42
16 babaab +−  

Bài 7: Cho 3 số thực dương  a, b, c.  Chứng minh rằng:  

( ) ( ) ( ) ( )33 13111 abcabcaccbba ++++++  

Bài 8: Cho 2 số thực dương  a, b.  Chứng minh rằng: 1++++ ba
a

b

b

a
ab  

Bài 9:   Cho 3 số thực dương  a, b, c thỏa 10=++ cba . Tìm GTLN của: 

532 cbaA =  

 

1.2 Kỹ thuật tách nghịch đảo 

Bài 1: Chứng minh rằng: 0 ,  2 + a,b
a

b

b

a
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Bài 2: Chứng minh rằng: 1 ,  3
1

1


−
+ a

a
a  

Bài 3: Chứng minh rằng: R
+

+
a

a

a
 ,  2

1

2

2

2

 

Bài 4: Chứng minh rằng: 0 , 
2

1

91

3
4

2


+

a
a

a
 

Bài 5: Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: ( ) 1 , 2
1

1

2
2

2
−








+

+
++= a

a

a
aA  

Bài 6: Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức : 0 , 
2

2
+= a

a
aA  

Bài 7: Chứng minh rằng: 0 ,  3
)(

1


−
+ ba

bab
a  

Bài 8: Chứng minh rằng: 
( )( )

0 ,  3
1

4
2


+−

+ ba
bba

a  

 

1.3 Kỹ thuật ghép đối xứng 

Trong kỹ thuật ghép đối xứng ta cần nắm một số thao tác sau: 

Phép cộng:
( ) ( ) ( ) ( )








+++++=++

+
+

+
+

+
=++

accbbacba

accbba
cba

2

222  

Phép nhân:
( )

( )( )( )





=

=

cabcabcba

cbacabcababc

222

0,,        ,
 

 

Bài 1:   Cho ba số thực dương  a, b, c.  CMR:   cba
c

ab

b

ca

a

bc
++++  

Bài 2:   Cho ba số thực 0abc .  CMR:  
c

a

b

c

a

b

a

c

c

b

b

a
++++

2

2

2

2

2

2

 

Bài 3:   Cho ba số thực dương  a, b, c thỏa 1=abc .  CMR: 

3+++
+

+
+

+
+

cba
c

ba

b

ac

a

cb
 

Bài 4:   Cho 
2

,,,,
cba

pbCAaBCcABABC
++

====  .  CMR: 
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( )( )( ) abccpbpap
8

1
−−−  

Bài 5:   Cho 
2

,,,,
cba

pbCAaBCcABABC
++

====  .  CMR: 









++

−
+

−
+

− cbacpbpap

111
2

111
 

 

1.4 Kỹ thuật ghép cặp nghịch đảo 

Trong kỹ thuật ghép cặp nghịch đảo ta ứng dụng bất đẳng thức sau 

Với Nn  và 0,...,, 21 nxxx  thì 

                 ( )     
1

..
11

... 2

21

21 n
xxx

xxx
n

n 









++++++  

Chứng minh bất đẳng thức trên :  

Ta có với 0,...,, 21 nxxx  thì 

( ) 2

21

21

21

21
...

1
....

1
..

11
... n

xxx
nxxxn

xxx
xxx n

n

n
n

n

n =









++++++  

Với 3=n  và 0,, 321 xxx  thì 

                 ( )     9
111

321

321 









++++

xxx
xxx  

Bài 1:   Cho ba số thực dương  a, b, c.  CMR:   6
+

+
+

+
+

c

ba

b

ac

a

cb
 

Bài 2:   Cho ba số thực dương  a, b, c.  CMR:       
2

3


+
+

+
+

+ ba

c

ac

b

cb

a
 

(Bất đẳng thức Nesbit) 

Bài 3:   Cho ba số thực dương  a, b, c.  CMR:  
2

222 cba

ac

b

cb

a

ba

c ++


+
+

+
+

+
 

Bài 4:   Cho ba số thực dương a, b, c thỏa 1++ cba .  Chứng   minh bất đẳng 

thức sau:         

9
2

1

2

1

2

1
222


+

+
+

+
+ abccabbca
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2. Kỹ thuật đổi biến số 

Có những bài toán về mặt biểu thức toán học tương đối cồng kềnh, 

khó nhận biết được phương hướng giải. Bằng cách đổi biến số, ta có thể đưa 

bài toán về dạng  đơn giản và dễ nhận biết hơn. 

Bài 1:   Cho .,,, bCAaBCcABABC ===  CMR: 

( )( )( ) abccbabacacb −+−+−+                          (1) 

Bài 2:   Cho .,,, bCAaBCcABABC ===  CMR: 

3
−+

+
−+

+
−+ cba

c

bac

b

acb

a
                (1) 

 

Bài 3:   Cho .,,, bCAaBCcABABC ===  CMR: 

cba
cba

c

bac

b

acb

a
++

−+
+

−+
+

−+

222

(1) 

Bài 4:   Cho 
2

,,,,
cba

pbCAaBCcABABC
++

====  .  CMR: 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )cpbpap

p

cpbpap −−−


−
+

−
+

−
222

111
    (1) 

Bài 5:   Cho ba số thực dương  a, b, c.  CMR:  
2

3


+
+

+
+

+ ba

c

ac

b

cb

a
(1) 

 

Bài 6:   Cho 3 số thực không âm  a, b, c thỏa ( )( ) 1=++ cbca  .  CMR: 

( ) ( ) ( )
4

111
222


+
+

+
+

− cbcaba
     

   Bài 7:  Cho  x, y, z  là các số thực dương thay đổi và thỏa mãn điều kiện 

1=xyz  .  

      Tìm GTNN của biểu thức: 

( ) ( ) ( )

yyxx

yxz

xxzz

xzy

zzyy

zyx
A

222

222

+

+
+

+

+
+

+

+
=  

3. Kỹ thuật chọn điểm rơi 
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  Điểm rơi trong các bất đẳng thức là giá trị đạt được của biến khi dấu 

“=” trong bất đẳng thức xảy ra. 

Trong các bất đẳng thức dấu “=” thường xảy ra ở các trường hợp sau: 

• Các biến có giá trị bằng nhau. Khi đó ta gọi bài toán có cực trị đạt được tại 

tâm 

• Khi các biến có giá trị tại biên. Khi đó ta gọi bài toán có cực trị đạt được tại 

biên 

Căn cứ vào điều kiện xảy ra của dấu “=” trong bất đẳng thức ta xét các kỹ 

thuật chọn điểm rơi trong các trường hợp trên 

3.1 Kỹ thuật chọn điểm rơi trong bài toán cực trị xảy ra ở biên 

Xét các bài toán sau:  

Bài toán 1: Cho số thực 2a . Tìm giá trị nhỏ nhất (GTNN) của  
1

a
aA +=  

Sai lầm thường gặp là: 2
1

.2 
1

=+=
a

a
a

aA . Vậy GTNN của A là 2. 

Nguyên nhân sai lầm: GTNN của A là 2 1a 
1

==
a

a vô lý vì theo giả 

thuyết thì 2a . 

Lời giải đúng:  
2

5

4

2.3
1

4

31
.

4
2

4

31

4
 

1
=++++=+=

a

a

aa

a

a

a
aA  

                 Dấu “=” xảy ra 2hay   
1

4
== a

a

a
         

                 Vậy GTNN của A là 
2

5
.  

Vì sao chúng ta lại biết phân tích được như lời giải trên. Đây  chính là kỹ 

thuật chọn điểm rơi trong bất đẳng thức. 

Quay lại bài toán trên, dễ thấy a càng tăng thì A càng tăng. Ta dự đoán  A đạt 

GTNN khi 2=a . Khi đó ta nói A đạt GTNN tại “Điểm rơi 2=a ” .  Ta không 

thể áp dụng bất đẳng thức AM - GM cho hai số a và  
1

a
vì không  thỏa quy tắc 
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dấu “=”. Vì vậy ta phải tách a  hoặc  
1

a
 để khi áp dụng bất đẳng thức AM - 

GM thì thỏa quy tắc dấu “=”. Giả sử ta sử dụng bất đẳng thức AM - GM cho 

cặp số 








a

a 1
,


sao cho tại  “Điểm rơi 2=a ” thì 

a

a 1
=


, ta có sơ đồ sau: 

                       4
2

12

2

11

2

2 ==










=

=

= 




a

a

a    

Khi đó: 
a

aa

a
aA

1

4

3

4
 

1
++=+=  và ta có lời giải như trên. 

Lưu ý: Để giải bài toán trên, ngoài cách chọn cặp số 








a

a 1
,


  ta có thể chọn các các 

cặp số sau: 








a
a

1
,   hoặc 









a
a


,  hoặc 








a
a


1
, . 

Bài toán 2: Cho số thực 2a . Tìm giá trị nhỏ nhất của  
1

2a
aA +=  

Sơ đồ điểm rơi: 

                         8
4

12

4

11

2

2

2

==










=

=

= 




a

a

a  

Sai lầm thường gặp là: 

4

9

8

2.7

2.2

1

8

7

2

1

8

71
.

8
2

8

7
 

1

8 22
=++=+++=

a

a

a

a

aa

a

a
A . Dấu “=” xảy ra 

2 = a . 

Vậy GTNN của A là 
4

9
 

Nguyên nhân sai lầm:  Mặc dù GTNN của A là 
4

9
 là đáp số đúng nhưng  

cách giải trên mắc sai lầm trong đánh giá mẫu số: “  
2.2

1

2

1
2 

a
a  là 

sai”. 
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Lời giải đúng:   
4

9

8

2.6

4

3

8

61
.

8
.

8
.3

8

61

88
3

22
=+++++=

a

a

aaa

a

aa
A  

Dấu “=” xảy ra 2 = a  

             Vậy GTNN của A là 
4

9
   

Bài 1: Cho 2 số thực dương  a, b thỏa 1+ba . Tìm GTNN của  
1

ab
abA +=  

Bài 2: Cho  số thực  6a . Tìm GTNN của  
182

a
aA +=  

Bài 3:   Cho 3 số thực dương  a, b, c  thỏa 2032 ++ cba   . Tìm GTNN của  

                                             
4

2

93

cba
cbaA +++++=  

Bài 4:   Cho3 số thực dương  a, b, c  thỏa 








8

12

bc

ab
  . Chứng minh rằng:  

( )
12

1218
 

111
2 +








+++++

abccabcab
cba  

Phân tích: 

Dự đoán  GTNN của A đạt được khi 




=

=

8

12

bc

ab
 ,tại điểm rơi 2,4,3 === cba . 

             Giải: 

              Áp dụng bất đẳng thức AM - GM ta có: 

             

1
2

.
6

.
9

3
2

69

2

12
.

24
.

18
3

2

2418

3

3

=++

=++

ca

ca

ca

ca

ab

ba

ab

ba

 

             

3

48
.

12
.

6
.

9
4

8

1269

4

32
.

8
.

16
3

2

816

4

3

=+++

=++

abc

bca

abc

bca

bc

cb

bc

cb

 

             

4

13
8.

24

13
.

48

13
2

24

13
.

48

13
2

24

13

48

13

3

13
12.

24

13
.

18

13
2

24

13
.

18

13
2

24

13

18

13

=+

=+

cbcb

baba
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             Cộng theo vế các bất đẳng thức trên ta được: 

            ( )
12

1218
 

111
2 +








+++++

abccabcab
cba       (đpcm) 

3.2 Kỹ thuật chọn điểm rơi trong bài toán cực trị đạt được tại tâm 

Xét bài toán sau:  

           Bài toán:    Cho 2 số thực dương  a, b thỏa 1+ba .. Tìm GTNN của  

ba
baA

1
 

1
+++=  

Bài 1:    Cho 3 số thực dương  a, b, c  thỏa 
2

3
++ cba . Tìm GTNN của  

cba
cbaA

11
 

1
+++++=  

Bài 2:    Cho 3 số thực dương  a, b, c  thỏa 
2

3
++ cba . Tìm GTNN của 

cba
cbaA

11
 

1222 +++++=  

Bài 3:    Cho 2 số thực dương  a, b. Tìm GTNN của 
ba

ab

ab

ba
A

+
+

+
=   

Bài 4:    Cho 3 số thực dương  a, b, c. Tìm GTNN của  

c

ba

b

ac

a

cb

ba

c

ac

b

cb

a
A

+
+

+
+

+
+

+
+

+
+

+
=   

Bài 5:    Cho 2 số thực dương  a, b thỏa 1+ba . Tìm GTNN của : 

abba
A

2

1
 

1
22
+

+
=  

 Bài 6:    Cho 2 số thực dương   a, b  thỏa 1+ba . Tìm GTNN của  

abba
A

2

1
 

1

1
22
+

++
=  

Bài 7:    Cho 2 số thực dương  a, b thỏa 1+ba . Tìm GTNN của  

ab
abba

A 4
1

 
1

22
++

+
=  

Bài 8:    Cho 2 số thực dương  a, b thỏa 1+ba . Tìm GTNN của 
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2233

11
 

1

abbaba
A ++

+
=  

Bài 9:    Cho ba số thực dương zyx ,,  thỏa 4
111
=++

zyx
. Tìm GTLN của 

zyxzyxzyx
P

2

1

2

1
 

2

1

++
+

++
+

++
=  

Đề thi Đại học khối A năm 2005 

 

4. Kỹ thuật nhân thêm hệ số 

Bài 1: Tìm GTLN của : ( ) ( )1,0 ,  12 = a-aaA  

Giải:  

    Do  01 , -aa nên áp dụng bất đẳng thức AM - GM ta có: 

         
( ) ( )

 
27

4

27

8
.

2

1

3

22

2

1
22

2

1
22

2

1
3

2



=






 ++
==

A

 
a-aa

a-a.aa-aA

 

Dấu “=” xảy ra 
3

2
22 =−= aa  

Vậy GTLN của A là 
27

4
 

Bài 2: Tìm GTLN của : ( ) ( )2,0 ,  23 = a-aaA  

Giải:  

    Áp dụng bất đẳng thức AM - GM ta có: 

    ( )
16

27

4

36

3

1
36...

3

1
4

=






 −+++
−=

aaaa
aaaaA  

Dấu “=” xảy ra 
2

3
36 =−= aa  

Vậy GTLN của A là 
16

27
 

Bài 3:  Cho các số thực dương  a, b  thỏa 








4

3

b

a
. Tìm GTLN của  
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( )( )( )babaA 3243 +−−=  

Giải:  

    Áp dụng bất đẳng thức AM - GM ta có: 

         ( )( )( ) 36
3

3231226

6

1
3231226

6

1
3

=






 ++−+−
+−−=

baba
babaA  

Dấu “=” xảy ra 




=

=
=+=−=−

2

0
63231226

b

a
baba  

Vậy GTLN của A là 36 

Bài 4:  Cho các số thực  a, b, c thỏa 














12

6

2

c

b

a

. Tìm GTLN của:  

abc

cabbcaabc
A

43 1262 −+−+−
=  

Giải:  

    Áp dụng bất đẳng thức AM - GM ta có: 

         

( )
( )

( )
( )

( )
( )

286444

44412
.

64
4.4.4.12

64
12

933

336
.

9
3.3.6

9
6

222

22
.

2
2.2

2
2

44

4

4

4

33

3

3

3

abcabccab
c

ab
cab

abcbca
b

ca
bca

abcabc
a

bc
abc

==
+++−

−=−

=
++−

−=−

=
+−

−=−

 

     Khi đó ta có: 

     
33

43

93

1

28

5

28

1

93

1

22

11262
+=++

−+−+−
=

abc

cabbcaabc
A  

Dấu “=” xảy ra 








=

=

=










=−

=−

=−



16

9

4

412

36

22

c

b

a

c

b

a

 

Vậy GTLN của A là 
3 93

1

28

5
+  

Bài 5: Cho 3 số thực dương  a, b, c  thỏa 1=++ cba .  Tìm GTLN của:  

accbbaA +++++=  
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Phân tích: 

Do A là biểu thức đối xứng với  a, b, c  nên ta dự đoán GTNN của A đạt tại  

                                                 















=+

=+

=+

===

3

2

3

2

3

2

  
3

1

ac

cb

ba

cba  

Giải:  

Áp dụng bất đẳng thức AM - GM ta có: 

( )
( )

( )

( )
(3)

(2)

(1)

                              
2

3

2

.
2

3

                              
2

3

2

.
2

3

    
2

3

2

.
2

3

3

2
.

2

3

++

+

++

+

++

+=+

ac

ac

cb

cb

ba

baba

 

Cộng theo vế các bất đẳng thức (1), (2) và (3) ta được: 

( )
6

2

3

2
.32

.
2

3
=

+++

+++++=

cba

accbbaA  

Dấu “=” xảy ra 
3

1

3

2

3

2

3

2

===















=+

=+

=+

 cba

ac

cb

ba

 

Vậy GTLN của A là 6  

Lưu ý: Trong bài toán sử dụng kỹ thuật nhân thêm hệ số, ta sẽ sử dụng kỹ thuật chọn 

điểm rơi để tìm hệ số cho phù hợp. 

 

Bài 6: Cho 3 số thực dương  a, b, c  thỏa 3=++ cba .  Chứng minh rằng:  

3333 33222 +++++ accbba  
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Phân tích: 

Do biểu thức đã cho là biểu thức đối xứng với  a, b, c  nên ta dự đoán dấu “=” 

xảy ra khi:  

                                                 








=+

=+

=+

===

32

32

32

  1

ac

cb

ba

cba  

Giải:  

Áp dụng bất đẳng thức AM - GM ta có: 

( )
( )

(3)

(2)

(1)

                            
93

26
2

                          
93

26
2

    
93

26

3

332

9

1
3.3.2

9

1
2

3

3

3

3

33

3

3

3

ac
ac

 
cb

cb

baba
baba

++
+

++
+

++
=

+++
+=+

 

Cộng theo vế các bất đẳng thức (1), (2) và (3) ta được: 

( ) 3

3

333 33
93

318
222 =

+++
+++++

cba
accbba  (đpcm) 

Bài 7: Cho  a, b, c  2;2−  thỏa 3=++ cba .  Chứng minh rằng:  

33444 222 −+−+− cba  

Phân tích: 

Do biểu thức đã cho là biểu thức đối xứng với   a, b, c  nên ta dự đoán dấu “=” 

xảy ra khi:  

                                                 








=−

=−

=−

===

34

34

34

  1

2

2

2

c

b

a

cba  

Giải:  

Áp dụng bất đẳng thức AM - GM ta có: 
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( ) ( )

(3)

(2)

(1)

     
32

7
4

    
32

7
4

  
32

7

2

34
.

3

1
34

3

1
4

2
2

2
2

22
22

c
c

b
b

aa
aa

−
−

−
−

−
=

+−
−=−

 

Cộng theo vế các bất đẳng thức (1), (2) và (3) ta được: 

( )
32

21
444

222
222 cba

cba
++−

−+−+−  

Mà theo bất đẳng thức Bunyakovski ta có  

( ) ( )( )
( )

3

111

2

222

2222

cba
cba

cbacba

++
++

++++++

   

nên  

( )

33
32

3
21

444

2

222 =

++
−

−+−+−

cba

cba  (đpcm) 

5. Kỹ thuật hạ bậc 

5.1 Bài toán 1  

Cho các số thực dương  a, b, c  thỏa mãn điều kiện 1=++ cba  (*). Tìm giá trị 

nhỏ nhất của biểu thức 222 cbaA ++=  

Phân tích:  Sự chênh lệch về số mũ của các biểu thức 222 cba ++  và cba ++  

gợi cho ta sử dụng bất đẳng thức AM - GM để hạ bậc 222 cba ++ .  Nhưng ta 

cần áp dụng cho bao nhiêu số và là những số nào? Căn cứ vào bậc của các 

biến số a, b, c trong các biểu thức trên (số bậc giảm 2 lần) thì ta cần áp dụng 

bất đẳng thức AM - GM lần lượt cho 22   , ba và 2c cùng với 1 hằng số dương 

tương ứng khác để làm xuất hiện ba   ,  và c . Do a, b, c dương và có vai trò 

như nhau nên ta dự đoán A đạt giá trị nhỏ nhất khi cba == , từ (*) ta có 

3

1
=== cba . Mặt khác thì dấu “=” của bất đẳng thức AM - GM xảy ra  khi chỉ  

khi các số tham gia bằng nhau. Khi đó ta có lời giải như sau: 

Lời giải:  
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Áp dụng bất đẳng thức AM - GM cho 2 số: 2a   và   
9

1
 ta có: 

aaa
3

2

9

1
.2

9

1 22 =+   (1)  Dấu “=” xảy ra 
3

1

9

12 == aa  

Tương tự: 

bb
3

2

9

12 +                    (2)  Dấu “=” xảy ra 
3

1
= b  

cc
3

2

9

12 +                    (3)  Dấu “=” xảy ra 
3

1
= c  

Cộng theo vế các bất đẳng thức (1), (2)  và (3) ta được: 

( )
3

1

3

2

3

2

3

1 222222 ++=+++++ cbacbacba . 

Dấu “=” xảy ra 
3

1
=== cba  

Vậy GTNN của A là 
3

1
 

Bài 1: Cho các số thực dương a, b thỏa mãn điều kiện 133 =+ ba (*). Tìm giá trị 

lớn nhất của biểu thức baA +=  

Phân tích:  Căn cứ vào bậc của các biến số  a, b trong các biểu thức trên (số 

bậc giảm 6 lần) thì ta cần áp dụng bất đẳng thức AM - GM lần lượt cho  3a  và 

3b  cùng với 5 hằng số dương tương ứng khác để làm xuất hiện a  và b . 

Do a, b dương và có vai trò như nhau nên ta dự đoán A đạt giá trị lớn nhất 

khi ba = , từ (*) ta có 
2

133 == ba . Mặt khác thì dấu “=” của bất đẳng thức AM 

- GM xảy ra  khi chỉ  khi các số tham gia bằng nhau. Khi đó ta có lời giải như 

sau: 

Giải:  

Áp dụng bất đẳng thức AM - GM cho 6 số: 3a  và 5 số 
2

1
 ta có: 

aaa .
2

1
.6

2

1
..6

2

1
.5

6 5

6

5

33 =







+   (1)  Dấu “=” xảy ra 

3

3

2

1

2

1
== aa  
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Tương tự: 

bbb .
2

1
.6

2

1
..6

2

1
.5

6 5

6

5

33 =







+   (2)  Dấu “=” xảy ra 

3 2

1
= b  

Cộng theo vế các bất đẳng thức (1) và (2) ta được: 

( ) ( ) 6 5

6 56 5

33 2
2

1
.651

2

1
.65 ++++++ babababa  

Dấu “=” xảy ra 
3 2

1
== ba  

Vậy giá trị lớn nhất của A là 6 52  

Bài 2:    Cho 3 số thực dương  a, b, c thỏa 3=++ cabcab . CMR: 3333 ++ cba  

Giải: 

Áp dụng bất đẳng thức AM - GM ta có: 

abbaba 331 3 3333 =++ (1) ; bccb 3133 ++ (2) ;  caac 3133 ++ (3) 

Cộng theo vế các bất đẳng thức (1), (2) và (3) ta được: 

( ) ( )

( ) 3.332

332

333

333

+++

+++++

cba

cabcabcba
 

3333 ++ cba  (đpcm)  

Bài3:    Cho 3 số thực dương  a, b, c thỏa 3333 =++ cba . CMR: 3555 ++ cba  

Giải: 

Áp dụng bất đẳng thức AM - GM cho 5 số: 3 số 5a  và 2 số 1, ta có: 

35 155 51.1523 aaa =+  (1) 

Tương tự:   

35 523 bb +  (2) ;      35 523 cc +  (3) 

Cộng theo vế các bất đẳng thức (1), (2) và (3) ta được: 

( ) ( )
( ) 3.563

563

555

333555

+++

+++++

cba

cbacba
 

3555 ++ cba   (đpcm) 

Bài 4: Cho 3 số thực dương  a, b, c thỏa 3333333 =++ accbba . CMR: 
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3777 ++ cba  

Giải: 

Áp dụng bất đẳng thức AM - GM cho 7 số: 3 số 7a  , 3  số 7b  và  số 1, ta có: 

337 212177 71.7133 bababa =++  (1) 

Tương tự:   

3377 7133 cbcb ++  (2) ;    3377 7133 acac ++  (3) 

Cộng theo vế các bất đẳng thức (1), (2) và (3) ta được: 

( ) ( )
( ) 3.736

736

777

333333777

+++

+++++

cba

accbbacba
 

3777 ++ cba  (đpcm) 

Bài 5:    Cho 2 số thực dương  a, b. CMR: abbaba ++++ 22422  

Giải: 

Áp dụng bất đẳng thức AM - GM, ta có: 

aaa 44.24 22 =+ (1);    bb 442 +  (2) ;   abba 222 +  (3) 

Cộng theo vế các bất đẳng thức (1), (2) và (3) ta được: 

abbaba 244822 22 ++++  

abbaba ++++ 22422  (đpcm) 

Bài 6:    Cho 3 số thực dương  a, b, c. CMR: abccabbcacba 222333 ++++  

Giải: 

Áp dụng bất đẳng thức AM - GM cho 6 số: 4 số 3a ,1 số 3b  và 1 số 3c ta có: 

bcacbacba 26 3312333 6..64 =++  (1) 

Tương tự:  

cabacb 2333 64 ++  (2) ;                 abcbac 2333 64 ++  (3) 

Cộng theo vế các bất đẳng thức (1), (2) và (3) ta được: 

( ) ( )abccabbcacba 222333 66 ++++  

abccabbcacba 222333 ++++  (đpcm) 
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Bài 7:    Cho các số thực dương  a, b, c, m, n. CMR:  

nmnmnmnmnmnm accbbacba ++++ +++  

Giải: 

Áp dụng bất đẳng thức AM - GM cho m+n số: m số nma +  và n số nmb +  ta có: 

( ) ( ) ( ) ( ) nmnm nnmmnmnmnm banmbanmnbma .. +=++ + ++++  (1) 

Tương tự:  

( ) nmnmnm cbnmncmb .++ ++   (2)  

            ( ) nmnmnm acnmnamc .++ ++  (3) 

Cộng theo vế các bất đẳng thức (1), (2) và (3) ta được: 

( )( ) ( )( )nmnmnmnmnmnm accbbanmcbanm ++++++ +++  

nmnmnmnmnmnm accbbacba ++++ +++  (đpcm) 

Lưu ý: Bất đẳng thức chúng ta vừa chứng minh sẽ được sử dụng trong chứng minh 

các bài toán sau này. 

 

Bài 8:    Cho 3 số thực dương  a, b, c thỏa 1=abc  . Chứng minh bất đẳng thức 

sau: 

1
1

1

1

1

1

1
333333


++

+
++

+
++ accbba

 

Giải: 

Từ kết quả bài 7 ta có nmnmnmnmnmnm accbbacba ++++ +++  

Chọn 








=

=

=

ac

n

m

1

2

  ta được:   

( ) (1)     1 do  
1

1

1

1
222233

2233

322222333

=
++

=
++

=
++


++



++

++=++++

abc
cba

c

abcabba

abc

abbaba

abbaba

aabbaaaabbaaba

 

Tương tự:  
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cba

a

cb ++


++ 1

1
33

 (2)    

 
cba

b

ac ++


++ 1

1
33

 (3) 

Cộng theo vế các bất đẳng thức (1), (2) và (3) ta được: 

1
1

1

1

1

1

1
333333

=
++

++


++
+

++
+

++ cba

cba

accbba
(đpcm) 

5.2  Bài toán 2 

Cho các số thực dương  a, b, c  thỏa mãn điều kiện 1=++ cabcab . Chứng 

minh rằng: 41010 222 ++ cba  

Giải: 

Áp dụng  bất đẳng thức AM - GM ta có: 

ac
c

a
c

a 4
2

.82
2

8
2

2
2

2 =+  

bc
c

b
c

b 4
2

.82
2

8
2

2
2

2 =+  

abbaba 42.2222 2222 =+  

Cộng theo vế 3 bất đẳng thức trên, ta có: 

( ) 41.441010 222 ==++++ cabcabcba  

Dấu “=” xảy ra 










=

==

















=

=

=



3

4

3

1

22

2
8

2
8

22

2
2

2
2

c

ba

ba

c
b

c
a

 

Đây là một lời giải ngắn gọn nhưng có vẻ hơi thiếu tự nhiên. Chúng ta sẽ 

thắc mắc tại sao lại tách được 2810 += . Nếu tách cách khác, chẳng hạn 

4610 +=  liệu có giải được không? Tất nhiên mọi cách tách khác đều không 

dẫn đến kết quả, và tách 2810 +=  cũng không phải là sự may mắn. Bây giờ ta 

sẽ tìm lí do việc tách 2810 +=  ở bài toán trên. 

Với  100  . Áp dụng  bất đẳng thức AM - GM ta có: 
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ac
c

a
c

a  2
2

.2
2

2
2

2
2 =+  

bc
c

b
c

b  2
2

.2
2

2
2

2

2 =+  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )abbaba  220101021010 2222 −=−−−+−  

Cộng theo vế 3 bất đẳng thức trên, ta có: 

( ) ( )abbcaccba  22021010 222 −++++  

Lúc này ta cân bằng điều kiện giả thuyết, tức là: 








=

=

=+−+−=−=
10

2

25

8

020041248040022202 22





  

           8=  

Khi đó ta có lời giải bài toán như trên. 

Bài 1:    Cho các số thực dương  a, b, c  thỏa mãn điều kiện 5=++ cabcab . 

CMR: : 

1033 222 ++ cba  

Giải: 

Áp dụng  bất đẳng thức AM - GM ta có: 

ac
c

a
c

a 2
2

.22
2

2
2

2
2

2 =+  

bc
c

b
c

b 2
2

.22
2

2
2

2
2

2 =+  

abbaba 2.2 2222 =+  

Cộng theo vế 3 bất đẳng thức trên, ta có: 

( ) 105.2233 222 ==++++ cabcabcba  

5.3  Bài toán 3 

Cho các số thực dương a, b thỏa mãn điều kiện 133 + ba . Tìm giá trị lớn 

nhất của biểu thức baA 4+=  
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Phân tích: 

Dự đoán A đạt GTLN khi 133 =+ ba   

Giả sử A đạt GTLN khi 




=

=





b

a
 . Ta có 133 =+   (1) 

Áp dụng bất đẳng thức AM - GM cho 3 số: 3a  và 2 số 3  ta có: 

( ) aaa 23 23333 3..32  =+    

Tương tự: 

( ) bbb 23 23333 3.32  =+    

Cộng theo vế các bất đẳng thức trên ta được: 

( ) ( ) baba 223333 332  ++++  

Đẻ xuất hiện ở vế phải ba 4+  ta chọn  ,  sao cho  

( )2    
2

1

4

1

4:3:3

2

2

22

==

=









 baba

 

Từ (1) và (2) ta có hệ: 













=

=










=+

=

3

32

3

3

1

2

1

3

3

33










 

            Khi đó ta có lời giải sau: 

Giải: 

Áp dụng bất đẳng thức AM - GM ta có: 

aaa
3

3
33

3

1

9

1
.

9

1
..3

9

1

9

1
=++    

bb
3

3

3

4

9

8

9

8
++    

Cộng theo vế các bất đẳng thức trên ta được: 

( ) ( )

( )  3333

3

33

33234

4
3

1
2

+++

+++

baba

baba
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Dấu “=” xảy ra khi 













=

=












=

=

3

32

3

3

9

8

9

1

3

3

3

3

b

a

b

a

 

Vậy GTLN của A là 3 33  

 

Bài 1:  Cho các số thực dương  a, b, c  thỏa mãn điều kiện 3=++ cba . Tìm 

GTNN của  

222 364 cbaA ++=  

Phân tích: 

Với  0,,  . Áp dụng  bất đẳng thức AM - GM ta có: 

aaa  42.424 22 =+  

bbb  62.626 22 =+  

ccc  32.323 22 =+  

Cộng theo vế 3 bất đẳng thức trên, ta có: 

cbacba  326242364 222 ++++++++  

Dấu “=” xảy ra   3
364

3

6

4

3

3

6

4

3

2

2

2

=++

















=

=

=

=++















=

=

=

=++
















c

b

a

cba

c

b

a

cba

 

Chọn  ,, sao cho  364 ==  

Ta có hệ phương trình:        

364

3
364









==

=++
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=

=

=

=







++=++















=

=

=++



3

16

3

8

4

3
3

2

3

1

2

1
 3

3.3

4

6.6

4

4

3

4

6

4

3
364


















 

Khi đó ta có lời giải bài toán như sau 

Giải:  

Áp dụng  bất đẳng thức AM - GM ta có: 

aaa 84.4244 22 =+  

bbb 8
3

6
.82

3

8
6 22 =+  

ccc 8
3

16
.32

3

16
3 22 =+  

Cộng theo vế 3 bất đẳng thức trên, ta được: 

( )

12364

248
3

16

3

8
4364

222

222

++

=+++++++

cba

cbacba
 

Dấu “=” xảy ra 















=

=

=

















=

=

=

=++



3

4

3

2

1

3

16
3

3

8
6

44

3

2

2

2

c

b

a

c

b

a

cba

 

Vậy  GTNN của A là 12 

6. Kỹ thuật cộng thêm 

Bài 1:    Cho 3 số thực dương  a, b, c. Chứng minh bất đẳng thức sau: 

cbaa

c

c

b

b

a 11
 

1
222

++++  

Giải:  
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Áp dụng bất đẳng thức AM - GM ta có: 

            
bab

a

ab

a 21
.2

1
22

=+  (1) ;      
cbc

b 21
2

+    (2);         
aca

c 21
2

+  (3)                  

Cộng theo vế các bất đẳng thức (1), (2) và (3) ta được: 

cbacbaa

c

c

b

b

a 22
 

211
 

1
222

+++++++  

cbaa

c

c

b

b

a 11
 

1
222

++++  (đpcm) 

Bài 2:   Cho 3 số thực dương  a, b, c. Chứng minh bất đẳng thức sau: 

3222

222 cba

ba

c

ac

b

cb

a ++


+
+

+
+

+
 

Giải:  

Áp dụng bất đẳng thức AM - GM ta có: 

       
3

2

9

2
.

2
2

9

2

2

22 acb

cb

acb

cb

a
=

+

+


+
+

+
 (1)  ; 

       
3

2

9

2

2

2 bac

ac

b


+
+

+
 (2) ;            

3

2

9

2

2

2 cba

ba

c


+
+

+
(3) 

Cộng theo vế các bất đẳng thức (1), (2) và (3) ta được: 

( ) ( )
3

2

9

3

222

222 cbacba

ba

c

ac

b

cb

a ++


++
+

+
+

+
+

+
 

3222

222 cba

ba

c

ac

b

cb

a ++


+
+

+
+

+
  (đpcm) 

Lưu ý:  Trong bài toán sử dụng kỹ thuật cộng  thêm hệ số, ta sẽ sử dụng kỹ thuật 

chọn điểm rơi và kỹ thuật hạ bậc để tìm hạng tử cho phù hợp. 

Ví dụ:  

• Đối với bài 1 bất đẳng thức đã cho có tính đối xứng với a, b, c  nên ta dự 

đoán dấu “=” xảy ra khi  cba == . Khi đó  
1

22 aa

a

b

a
== , ta chọn  

1

a
. 

• Đối với bài 2 bất đẳng thức đã cho có tính đối xứng với a, b, c  nên ta dự 

đoán dấu “=” xảy ra khi  cba == . Khi đó 
322

22 a

aa

a

cb

a
=

+
=

+
, muốn sử dụng 
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bất đẳng thức AM - GM để làm mất mẫu thì ta cộng thêm 
9

2 cb +
. Chọn mẫu 

là số 9 vì 
39

2

9

2 aaacb
=

+
=

+
. 

 

 

Bài 3:   Cho 3 số thực dương  a, b, c. Chứng minh bất đẳng thức sau: 

( )cba
ca

ac

bc

cb

ab

ba
++

+
+

+
+

+
2

333333

 

Giải:  

            Ta có:      

 
c

a

a

c

b

c

c

b

a

b

b

a

ca

ac

bc

cb

ab

ba 222222333333

+++++=
+

+
+

+
+

 

Áp dụng bất đẳng thức AM - GM ta có: 

ab
b

a
b

b

a
2.2

22

=+  (1);  ba
a

b
2

2

+   (2)  ; bc
c

b
2

2

+  (3) ; 

cb
b

c
2

2

+   (4) ;                 ca
a

c
2

2

+    (5)  ;  ac
c

a
2

2

+   (6)      

Cộng theo vế các bất đẳng thức từ (1) đến (6) ta được: 

           
( ) ( )

( )cba
c

a

a

c

b

c

c

b

a

b

b

a

cbacba
c

a

a

c

b

c

c

b

a

b

b

a

+++++++

++++++++++

2

42

222222

222222

 

( )cba
ca

ac

bc

cb

ab

ba
++

+
+

+
+

+
 2

333333

 (đpcm) 

Bài 4:    Cho 3 số thực dương  a, b, c. Chứng minh bất đẳng thức sau: 

cbaa

c

c

b

b

a 11
 

1
3

2

3

2

3

2

++++  

Giải:  

Áp dụng bất đẳng thức AM - GM ta có: 

            
baab

a

aab

a 31
.

1
.3

11
3

3

2

3

2

=++  (1) ;  
cbbc

b 311
3

2

++   (2);   
acca

c 311
3

2

++  (3)                  
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Cộng theo vế các bất đẳng thức (1), (2) và (3) ta được: 









++








+++++

cbacbaa

c

c

b

b

a 11
 

1
3

11
 

1
2

3

2

3

2

3

2

 

cbaa

c

c

b

b

a 11
 

1
3

2

3

2

3

2

++++  (đpcm) 

Bài 5:    Cho 3 số thực dương  a, b, c. Chứng minh bất đẳng thức sau: 

222
333

cba
a

c

c

b

b

a
++++  

Giải:  

Áp dụng bất đẳng thức AM - GM ta có: 

23 2
33

2
33

3..3 ab
b

a

b

a
b

b

a

b

a
=++  (1)  ;   

22
33

3bc
c

b

c

b
++  (2)  ;                  22

33

3ca
a

c

a

c
++   (3)                   

Cộng theo vế các bất đẳng thức từ (1), (2) và (3) ta được: 

( ) ( )222222
333

32 cbacba
a

c

c

b

b

a
+++++








++  

222
333

cba
a

c

c

b

b

a
++++  (đpcm) 

Bài 6:   Cho 3 số thực dương  a, b, c thỏa 1=abc   . Chứng minh bất đẳng thức 

sau:  

( )( ) ( )( ) ( )( ) 4

3

111111

333


++

+
++

+
++ ba

c

ac

b

cb

a
 

Giải:  

Áp dụng bất đẳng thức AM - GM ta có: 

( )( ) ( )( )
a

cb

cb

acb

cb

a

4

3

8

1
.

8

1
.

11
3

8

1

8

1

11
3

33

=
++

++


+
+

+
+

++
 (1)  ; 

( )( )
b

ac

ac

b

4

3

8

1

8

1

11

3


+

+
+

+
++

 (2)  ; 
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( )( )
c

ba

ba

c

4

3

8

1

8

1

11

3


+

+
+

+
++

 (3) 

Cộng theo vế các bất đẳng thức (1), (2) và (3) ta được: 

( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( )
( )

4

3

4

3

2

3

4

3

2

1

111111

4

3

4

3

4

1

111111

3

333

333

=−−++
++

+
++

+
++



++++++
++

+
++

+
++

abccba
ba

c

ac

b

cb

a

cbacba
ba

c

ac

b

cb

a

                                                    

(đpcm) 

 

 

Bài 7:    Cho 3 số thực dương  a, b, c. Chứng minh bất đẳng thức sau: 

cba
ab

c

ca

b

bc

a
++++

2

4

2

4

2

4

 

Giải:  

Áp dụng bất đẳng thức AM - GM ta có: 

            accb
bc

a
ccb

bc

a
4...44

2

4

2

4

=+++  (1)  

            baac
ca

b
4

2

4

+++  (2) 

            cbba
ab

c
4

2

4

+++  (3)                  

Cộng theo vế các bất đẳng thức (1), (2) và (3) ta được: 

( ) ( )cbacba
ab

c

ca

b

bc

a
+++++++ 43

2

4

2

4

2

4

 

cba
ab

c

ca

b

bc

a
++++

2

4

2

4

2

4

 (đpcm) 

Bài 8:   Cho 3 số thực dương  a, b, c. Chứng minh bất đẳng thức sau: 

( ) ( ) ( )








++

+
+

+
+

+ cbaacb

ca

cba

bc

bac

ab 11
 

1

2

1
222

 

Giải:  

Áp dụng bất đẳng thức AM - GM ta có: 
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( ) ( ) cab

ba

bac

ab

ab

ba

bac

ab 1

4
.2

4 22
=

+

+


+
+

+
  (1) 

( ) abc

cb

cba

bc 1

42


+
+

+
   (2) ;   

( ) bca

ac

acb

ca 1

42


+
+

+
   (3)     

 Cộng theo vế các bất đẳng thức (1), (2) và (3) ta được:   

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) cbacabcabacb

ca

cba

bc

bac

ab

cbaca

ac

bc

cb

ab

ba

acb

ca

cba

bc

bac

ab

11
 

1

4

1

4

1

4

1

4

1
 

4

1

4

1

11
 

1

444

222

222

++++++++
+

+
+

+
+



++
+

+
+

+
+

+
+

+
+

+
+

( ) ( ) ( )








++

+
+

+
+

+


cbaacb

ca

cba

bc

bac

ab 11
 

1

2

1
222

 (đpcm) 

 

 

Bài 9:   Cho 3 số thực dương  a, b, c thỏa 3222 =++ cba   . Chứng minh rằng: 

2

3333


+

+
+

+
+ ba

c

ac

b

cb

a
 

Giải:  

Áp dụng bất đẳng thức AM - GM ta có: 

( ) ( ) 2
33

4
.2

4
a

cba

cb

acba

cb

a
=

+

+


+
+

+
   (1) ; 

( ) 2
3

4
b

acb

ac

b


+
+

+
   (2) ;   

( ) 2
3

4
c

bac

ba

c


+
+

+
 (3) 

Cộng theo vế các bất đẳng thức (1), (2) và (3) ta được: 

)(1'   
2

222
333

cba
cabcab

ba

c

ac

b

cb

a
++

++
+

+
+

+
+

+
 

Mặt khác ta có:  nmnmnmnmnmnm accbbacba ++++ +++  

Chọn 




=

=

1

1

n

m
  ta được:   

)(2'    
22

 

222

222

cabcabcba

cabcabcba

++


++


++++

 

Cộng theo vế các bất đẳng thức (1’)và (2’) ta được: 
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222

222
222333 cabcab

cba
cbacabcab

ba

c

ac

b

cb

a ++
+++

++
+

++
+

+
+

+
+

+
  

2

3

2
  

222333

=
++


+

+
+

+
+


cba

ba

c

ac

b

cb

a
 (đpcm) 

Bài 10:   Cho 3 số thực dương  a, b, c. Chứng minh bất đẳng thức sau:     

333

2

5

2

5

2

5

cba
a

c

c

b

b

a
++++  

Giải:  

Áp dụng bất đẳng thức AM - GM ta có: 

32

2

5
2

2

5

2.2 aab
b

a
ab

b

a
=+    (1) ; 

32

2

5

2bbc
c

b
+    (2) ;   32

2

5

2cca
a

c
+  (3) 

Cộng theo vế các bất đẳng thức (1), (2) và (3) ta được: 

( ) )(1' 2 333222

2

5

2

5

2

5

cbacabcab
a

c

c

b

b

a
+++++++  

Mặt khác ta có:  nmnmnmnmnmnm accbbacba ++++ +++  

Chọn 




=

=

2

1

n

m
  ta được:   

)(2'   222333 cabcabcba ++++  

Cộng theo vế các bất đẳng thức (1’)và (2’) ta được: 

( ) 222333333222

2

5

2

5

2

5

2 cabcabcbacbacabcab
a

c

c

b

b

a
+++++++++++++  

333

2

5

2

5

2

5

cba
a

c

c

b

b

a
++++  (đpcm) 

Bài 11:   Cho 3 số thực dương  a, b, c. Chứng minh bất đẳng thức sau:     

( )222
333

3

1

222
cba

ac

c

cb

b

ba

a
++

+
+

+
+

+
 

Giải:  

Áp dụng bất đẳng thức AM - GM ta có: 
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( ) ( ) 2
33

3

2

9

2
.

2
2

9

2

2
a

baa

ba

abaa

ba

a
=

+

+


+
+

+
   (1) ; 

( ) 2
3

3

2

9

2

2
b

cbb

cb

b


+
+

+
   (2) ;   

( ) 2
3

3

2

9

2

2
c

bcc

bc

c


+
+

+
 (3) 

Cộng theo vế các bất đẳng thức (1), (2) và (3) ta được: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) )(1'   
9

5

9

2

222

3

2

9

2

9

1

222

222
333

222222
333

cbacabcab
ac

c

cb

b

ba

a

cbacabcabcba
ac

c

cb

b

ba

a

+++++
+

+
+

+
+



++++++++
+

+
+

+
+  

Mặt khác ta có:  nmnmnmnmnmnm accbbacba ++++ +++  

Chọn 




=

=

1

1

n

m
  ta được:   

( ) ( ) )(2' 
9

2
   

9

2

 

222

222

cabcabcba

cabcabcba

++++

++++

 

Cộng theo vế các bất đẳng thức (1’)và (2’) ta được: 

( ) ( ) ( ) ( )cabcabcbacbacabcab
ac

c

cb

b

ba

a
+++++++++++

+
+

+
+

+ 9

2

9

5

9

2

9

2

222

222222
333

 

( )222
333

3

1

222
cba

ac

c

cb

b

ba

a
++

+
+

+
+

+
  (đpcm) 

Bài 12:   Cho 3 số thực dương  a, b, c. Chứng minh bất đẳng thức sau: 

cbac

ba

b

ac

a

cb 22
 

2
222

++
+

+
+

+
+

 

Giải:  

Áp dụng bất đẳng thức AM - GM ta có: 

             
44

.2
4

22 acba

cb

cba

cb
=

+

+


+
+

+
    (1)  ;      

 
44

2 bacb

ac


+
+

+
  (2)  ;       

44
2 cbac

ba


+
+

+
  (3)   

Cộng theo vế các bất đẳng thức (1), (2) và (3) ta được: 

)(1'         
44

 
4444

222 cbaaccbbac

ba

b

ac

a

cb
++

+
+

+
+

+
+

+
+

+
+

+
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Mà ta có: 

)(2'  
4

2

41
.

1
2

11

baabbaba +
=+  ; 

)(3'     
411

cbcb +
+ ;                     )(4'     

411

acac +
+  

Cộng theo vế các bất đẳng thức (1’), (2’), (3’) và (4’) ta được: 

 
444

  
44

 
4

 
22

 
2444

222 accbbacbacbaaccbbac

ba

b

ac

a

cb

+
+

+
+

+
++++++

+
+

+
+

+
+

+
+

+
+

+

cbac

ba

b

ac

a

cb 22
 

2
222

++
+

+
+

+
+

  (đpcm) 

 

Bài 13:   Cho 3 số thực dương  a, b, c. Chứng minh bất đẳng thức sau: 

ba
a

c

c

b

b

a
3

4 222

+++  

 

Dấu “=” của bất đẳng thức xảy ra khi  2cba ==  

Giải:  

Áp dụng bất đẳng thức AM - GM ta có: 

ab
b

a
b

b

a
2.2

22

=+  (1);    bc
c

b
44

2

+  (2) ;      ca
a

c
4

4 2

+    (3)   

Cộng theo vế các bất đẳng thức từ (1), (2) và (3) ta được: 

           cbacba
a

c

c

b

b

a
4424

4 222

+++++++  

ba
a

c

c

b

b

a
3

4 222

+++  (đpcm) 

Bài 14:   Cho 3 số thực dương  a, b, c. Chứng minh bất đẳng thức sau: 

( )bac
ba

c

ac

b

cb

a
−−

+
+

+
+

+
64

9

116 222

 

 

Dấu “=” của bất đẳng thức xảy ra khi  2cba ==  

Giải:  
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Áp dụng bất đẳng thức AM - GM ta có: 

( )
3

4

9

42 acb

cb

a


+
+

+
 (1);    

( )
3

4

9

42 bac

ac

b


+
+

+
 (2) ;      ( ) cba

ba

c
8

16 2

++
+

   (3)   

Cộng theo vế các bất đẳng thức từ (1), (2) và (3) ta được: 

           ( ) ( ) cbacba
ba

c

ac

b

cb

a
8

3

4

9

8

9

1316 222

+++++
+

+
+

+
+

 

( )bac
ba

c

ac

b

cb

a
−−

+
+

+
+

+
 64

9

116 222

 (đpcm) 

7. Kỹ thuật AM - GM ngược dấu 

Xét bài toán sau:  

Bài toán:    Cho 3 số thực dương  a, b, c có tổng thỏa điều kiện : 3=++ cba . 

Chứng minh bất đẳng thức sau: 

                                
2

3

1

1

1

1

1

1
222


+

+
+

+
+ cba

 

Phân tích và giải:  

Ta không thể dùng trực tiếp bất đẳng thức AM - GM với mẫu vì bất đẳng 

thức sau đó sẽ đổi chiều: 

          
2

3

2

1

2

1

2

1

1

1

1

1

1

1
222

++
+

+
+

+
+ cbacba

            



















=
++

=++
2

3

3

1

2

31

2

3

2

1
.

2

1
.

2

1
3

2

1

2

1

2

1
     Do

3
3

cbaabccbacba
 

 Đến đây chúng ta sẽ bị  lúng túng trong cách giải. Ở đây ta sẽ sử dụng lại bất 

đẳng thức AM - GM theo cách khác: 

   (1)   
2

1
2

1
1

1
1

1 2

2

2

2

a

a

a

a

a

a
−=−

+
−=

+
 

 Tương tự ta có: (2)    
2

1
1

1
2

b

b
−

+
;    (3)     

2
1

1

1
2

c

c
−

+
 

 Cộng theo vế  (1), (2), (3) ta được: 

2

3

2
3

1

1

1

1

1

1
222

=
++

−
+

+
+

+
+

cba

cba
   (đpcm) 
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Nhận xét:  Kỹ thuật AM - GM ngược dấu có thể hiểu là ta lấy nghịch đảo hai 

vế của bất đẳng thức AM - GM sau đó nhân hai vế với -1. Khi đó dấu của bất 

đẳng thức ban đầu sẽ không đổi chiều. 

Bài 1:   Cho 3 số thực dương  a, b, c có tổng thỏa điều kiện : 3=++ cba .  

             Chứng minh bất đẳng thức sau: 

2

3

1

1

1

1

1

1


+
+

+
+

+ cabcab
 

Giải:  

Ta có: 

(1)   
2

1
2

1
1

1
1

1 ab

ab

ab

ab

ab

ab
−=−

+
−=

+
  

 Tương tự ta có:  (2)    
2

1
1

1 bc

bc
−

+
;        (3)     

2
1

1

1 ca

ca
−

+
 

Cộng theo vế  (1), (2), (3) ta được: 

( )

2

3

2

3
3

2
3

2222

1
3

2

1
3

1

1

1

1

1

1

=−=
++

−=






 +
+

+
+

+
−

++−
+

+
+

+
+

cbaaccbba

cabcab
cabcab

           

(đpcm)                                

 

Bài 2:   Cho 3 số thực dương  a, b, c có tổng thỏa điều kiện : 3=++ cba .  

             Chứng minh bất đẳng thức sau: 

2

3

111 222


+
+

+
+

+ a

c

c

b

b

a
 

Giải:  

Ta có: 

(1)   
2211

2

2

2

2

ab
a

b

ab
a

b

ab
a

b

a
−=−

+
−=

+
  

Tương tự ta có:  (2)    
212

bc
b

c

b
−

+
;        (3)     

212

ca
c

a

c
−

+
 

           Cộng theo vế  (1), (2), (3) ta được: 
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  )(1'      
2111 222

cabcab
cba

d

d

c

b

b

a ++
−++

+
+

+
+

+
   

           Mặt khác ta có: 

( ) ( )

( )
)(2'         3

3
 

2
22

  
2

     

2

2222
222222

=
++

++

++++=++=
+

+
+

+
+

++

cba
cabcab

 cabcab- cbacba
accbba

cabcab

    

Từ (1’) và (2’) ta có:  

    
2

3

2

3
3

111 222
=−

+
+

+
+

+ a

c

c

b

b

a
         (đpcm) 

 Lưu ý: Ta sẽ sử dụng kết quả  
( )

  3
3

 

2

=
++

++
cba

cabcab  trong chứng minh các 

bài  toán khác. 

Bài 3:   Cho 3 số thực dương  a, b, c  có tổng thỏa điều kiện : 3=++ cba .  

             Chứng  minh bất đẳng thức sau: 

                                              3
1

1

1

1

1

1
222


+

+
+

+

+
+

+

+

a

c

c

b

b

a
 

Giải:  

Ta có: 

  
( ) ( )

(1)   
2

1
2

1
1

1

1
1

1

1 2

2

2

2

bab
a

b

ba
a

b

ba
a

b

a +
−+=

+
−+

+

+
−+=

+

+
 

Tương tự ta có: (2)    
2

1
1

1
2

cbc
b

c

b +
−+

+

+
 ;  (3)     

2
1

1

1
2

aca
c

a

c +
−+

+

+
 

            Cộng theo vế  (1), (2), (3) ta được: 

                

( )

   3
2

3
-3

2

3
  

2

3-3
2

3

 
2

3
2

2
3

1

1

1

1

1

1

2

222

=+=

++

+

++
−+

++


+++++
−+++

+

+
+

+

+
+

+

+

cba

cabcabcba

cabcabcba
cba

a

c

c

b

b

a

        

 Vậy 

                   3
1

1

1

1

1

1
222


+

+
+

+

+
+

+

+

a

c

c

b

b

a
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Bài 4:   Cho 3 số thực dương  a, b, c . Chứng   minh bất đẳng thức sau: 

                                
222

3

22

3

22

3 cba

ac

c

cb

b

ba

a ++


+
+

+
+

+
 

Giải:  

 Ta có: 

(1)   
22

2

22

2

22

3 b
a

ab

ab
a

ba

ab
a

ba

a
−=−

+
−=

+
 

 Tương tự ta có: (2)    
222

3 c
b

cb

b
−

+
; (3)     

222

3 a
c

ac

c
−

+
 

Cộng theo vế  (1), (2), (3) ta được: 

 
2222

3

22

3

22

3 cbacba
cba

ac

c

cb

b

ba

a ++
=

++
−++

+
+

+
+

+
                          

                                                           (đpcm) 

Bài 5:   Cho 3 số thực dương  a, b, c có tổng thỏa điều kiện : 3=++ cba .  

             Chứng   minh bất đẳng thức sau: 

                                              2
111 222


+
+

+
+

+ ba

c

ac

b

cb

a
 

Giải:  

            Ta có: 

          

( ) ( )

( ) (1)          abcaba
cb

a

acab
a

acab
a

cab
a

cb

cab
a

cb

cab
a

cb

a

+−
+



+
−−=−=−

+
−=

+

4

1

1
                  

42
  

2211

2

2

2

2

2

 

            Tương tự ta có: 

( ) (2)    
4

1

12
abcbcb

ac

b
+−

+
;      ( ) (3)     

4

1

12
abccac

ba

c
+−

+
 

             Cộng theo vế  (1), (2), (3) ta được: 

            
4

- 
4

  3
4

- 
4111 222

abccabcababccabcab
cba

ba

c

ac

b

cb

a ++
−=

++
−++

+
+

+
+

+
 (1’)  

Mặt khác ta có: 
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( )
   

3
3

2

cabcab
cba

++
++

=
44

3 cabcab ++
  (2’) 

44

1
33 3 abc

abccba ++=  (3’) 

Cộng theo vế  (1’), (2’), (3’) ta được: 

3
4

1

4

3

111 222
++

+
+

+
+

+ ba

c

ac

b

cb

a
 

2
111 222


+
+

+
+

+


ba

c

ac

b

cb

a
    (đpcm) 

 

Bài 6:   Cho 3 số thực dương  a, b, c có tổng thỏa điều kiện 3=++ cabcab . 

Chứng   minh bất đẳng thức sau: 

1
121212 333


+
+

+
+

+ a

c

c

b

b

a
 

Giải:  

Ta có: 

  (1)   
3

2

31

2

12 2

3

33

3

3

ab
a

b

ab
a

bb

ab
a

b

a
−=−

++
−=

+
 

 Tương tự ta có: (2)    
3

2

12 3

bc
b

c

b
−

+
;     (3)     

3

2

12 3

ca
c

a

c
−

+
 

             Cộng theo vế  (1), (2), (3) ta được: 

                    
( )

)(1'      2
3

2

121212 333
−++=

++
−++

+
+

+
+

+
cba

cabcab
cba

a

c

c

b

b

a
   

 Mặt khác ta có: 

             

( )

( ) )(2'  3 3 

  
3

    

2

=++++

++
++

cabcabcba

cabcab
cba

 

    Cộng theo vế (1’) và (2’) ta được:  

           1
121212 333

++++++
+

+
+

+
+

cbacba
a

c

c

b

b

a
      

            1
121212 333


+
+

+
+

+


a

c

c

b

b

a
 (đpcm) 
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Bài 7:   Cho 3 số thực dương  a, b, c . Chứng minh rằng: 

                                
322

3

22

3

22

3 cba

acac

c

cbcb

b

baba

a ++


++
+

++
+

++
 

Giải:  

 Ta có: 

               
( )

(1)   
3

2

3322

22

22

3 baba
a

ab

baab
a

baba

abba
a

baba

a −
=

+
−=

+
−

++

+
−=

++
 

 Tương tự ta có: 

   (2)    
3

2
22

3 cb

cbcb

b −


++
;      (3)     

3

2
22

3 ac

acac

c −


++
 

              Cộng theo vế  (1), (2), (3) ta được: 

  
322

3

22

3

22

3 cba

acac

c

cbcb

b

baba

a ++


++
+

++
+

++
        (đpcm) 

Bài 8:   Cho 3 số thực dương  a, b, c có tổng thỏa điều kiện 3=++ cba . 

Chứng minh bất đẳng thức sau: 

                                              1
222 2

2

2

2

2

2


+

+
+

+
+ ac

c

cb

b

ba

a
 

Giải:  

 Ta có: 

 ( ) (1)  
3

2

3

22

2

3 2

3 4

2

22

2

2

2

 aba
ab

ab
a

bba

ab
a

ba

a
−=−

++
−=

+
 

 Tương tự ta có: 

 ( ) (2)    
3

2

2

3 2

2

2

 bcb
cb

b
−

+
; ( ) (3)     

3

2

2

3 2

2

2

 cac
ac

c
−

+
 

             Cộng theo vế  (1), (2), (3) ta được: 

              
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )          
3

2
3

3

2

222

222

222

2

2

2

2

2

2

 (*) 333

333





 ++−





 ++−++

+
+

+
+

+

cabcab

cabcabcba
ac

c

cb

b

ba

a

   

 Mặt khác ta có:  
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( )
3

..32 baba
babaab

++
=3  (1’) 

Tương tự: 

 ( )
3

2 cbcb
bc

++
3    (2’) ;                  ( )

3

2 acac
ca

++
3   (3’) 

   Cộng theo vế (1’), (2’) và (3’) ta có 

   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

 3
3

3
.

3

1
3.

3

2

3
.

3

1

3

2

3

1

3

2

22

222

=+=
++

+++

+++++++

cba
cba

cabcabcbacabcab 333

 

  ( ) ( ) ( ) (**)   333 23
3

2

3

2 222
-.cabcab =−





 ++−  

  Từ (*) và (**) ta có:  

         123
222 2

2

2

2

2

2

=−
+

+
+

+
+ ac

c

cb

b

ba

a
  (đpcm) 

Bài 9:   Cho 3 số thực dương  a, b, c thỏa điều kiện 3=++ cba . Chứng   minh 

bất đẳng thức sau: 

1
222 3

2

3

2

3

2


+

+
+

+
+ ac

c

cb

b

ba

a
 

Giải:  

 Ta có: 

  (1)   
3

2

3

22

2

3 2

3 6

3

33

3

3

2

aba
ab

ab
a

bba

ab
a

ba

a
−=−

++
−=

+
 

Tương tự ta có: 

 (2)    
3

2

2

3 2

3

2

bcb
cb

b
−

+
 ;    (3)    

3

2

2

3 2

3

2

cac
ac

c
−

+
 

            Cộng theo vế  (1), (2), (3) ta được: 

            
( )

( )         
3

2
3

 
3

2

222

3 23 23 2

3 23 23 2

3

2

3

2

3

2

(*)cabcab

cabcabcba
ac

c

cb

b

ba

a

++−

++−++
+

+
+

+
+                           

              Mặt khác ta có: 
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3

2

3

12

3

1
1.. 33 2

)(1'          
baba

b
aa

baabab
+

=






 +
=







 ++
=

 

             Tương tự ta có: 

  )(2'          
3

23 2 cbc
bc

+
 ;   )(3'           

3

2
 3 2 aca

ca
+

  

             Cộng theo vế  (1’), (2’), (3’) ta được: 

                
( ) ( )

( )
(**)         3

3
.

3

2

3

3

2

3
 

2

3 23 23 2

=
++

+
++



+++
++

++

cbacba

 cabcab
cba

cabcab

 

            Từ (*) và (**) ta có:      1
222 3

2

3

2

3

2


+

+
+

+
+ ac

c

cb

b

ba

a
      (đpcm)     
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B.   MỘT SỐ KỸ THUẬT SỬ DỤNG BẤT ĐẲNG THỨC 

BUNYAKOVSKI   

I. BẤT ĐẲNG THỨC BUNYAKOVSKI  

1. Cho 2n số thực bất kì nn bbbaaa ,...,,,,...,, 2121  1,  nZn , ta luôn có: 

( ) ( )( )22

2

2

1

22

2

2

1

2

2211 ......... nnnn bbbaaabababa +++++++++  

Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi 
n

n

b

a

b

a

b

a
=== ...

2

2

1

1 (quy ước 0=ib thì 0=ia ) 

2.  

II.  MỘT SỐ KỸ THUẬT SỬ DỤNG BẤT ĐẲNG THỨC 

BUNYAKOVSKI 

1. Kỹ thuật tách ghép bộ số 

Bài 1: Cho các số thực dương  a, b, c thỏa 1=++ cba . CMR 9
11

 
1

++
cba

 

Giải: 

Áp dụng bất đẳng thức Bunyakovski : 

( ) 9
1

.
1

.
1

.
11

 
111

 
1

2

=







++








++++=++

c
c

b
b

a
a

cba
cba

cba
 

Vậy   9
11

 
1

++
cba

 

Bài 2: Cho các số thực dương  a, b,c. CMR : 

6
++

+
+

++

+
+

++

+

cba

ac

cba

cb

cba

ba
 

Giải: 

Áp dụng bất đẳng thức Bunyakovski : 



HSG TOÁN 8  LỚP TOÁN THẦY NAM 

 

ĐÀO VĂN NAM 41 [P]: 0988.624.083 

               

( ) 6111                222

2

=








++

+
+

++

+
+

++

+
++















++

+
+

++

+
+

++

+

cba

ac

cba

cb

cba

ba

cba

ac

cba

cb

cba

ba

                 

           6
++

+
+

++

+
+

++

+


cba

ac

cba

cb

cba

ba
 

Bài 3:    Cho các số thực dương  a, b, c thỏa 4=++ cabcab . CMR:  

3

16444 ++ cba  

Giải: 

Áp dụng bất đẳng thức Bunyakovski, ta có : 

( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) 16

.1.1.1111 2222222222444222

=++++

++++=++++++

cabcabcabcab

acbcbacbacba
 

3

16444 ++ cba   (đpcm) 

Bài 4:    Cho các số thực dương  a, b. CMR ba
a

b

b

a
++  

Giải: 

Áp dụng bất đẳng thức Bunyakovski, ta có : 

( ) ( )

( )
a

b

b

a
ba

ba
a

b

b

a
a

a

b
b

b

a
ba

++

+







+














+=+ ...

2

4

4

4

4

2

 

                (đpcm)  

Bài 5:  Cho các số thực dương a, b. CMR 








+
+

+
+

+
++

ba

c

ac

b

cb

a
cba

222

2  

Giải: 

Ta có: 

ba
ba

c
ac

ac

b
cb

cb

a
cba +

+
++

+
++

+
=++  

Áp dụng bất đẳng thức Bunyakovski : 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) cba
ba

c

ac

b

cb

a

baaccb
ba

c

ac

b

cb

a
cba

++








+
+

+
+

+






 +++++




















+
+









+
+









+
++

2
222

222
222

2










+
+

+
+

+
++

ba

c

ac

b

cb

a
cba

222

2 (đpcm) 

Bài 6:    Cho các số thực dương  a, b thỏa 122 =+ ba . Tìm GTLN của  

bbaaA +++= 11  

Giải: 

Áp dụng bất đẳng thức Bunyakovski : 

               
( )( )

( )( ) 22211

21111

2222

22

+=+++

++=+++++++=

ba

babababbaaA
                 

           Dấu “=” xảy ra 
2

2

11

11

122

==















=

+
=

+

=+

 ba

ba

b

b

a

a

ba

 

           Vậy GTLN của A là 22 +  

Bài 7:    Cho số thực  a, b  thỏa 91636 22 =+ ba . Tìm GTLN và GTNN của  

52 ++−= baA  

Giải: 

Áp dụng bất đẳng thức Bunyakovski : 

               

( ) ( )

( )

4

25
52

4

15

4

5
2

4

5

16

25
2

2
4

1
.4

3

1
6

4

1

3

1
1636

2

2

222

22

++−

+−−

+−

+−=







+








−




















+








−+

ba

ba

ba

bababa

           

             Ta có:       
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             GTNN của A là 
4

25
−   khi










−=

=



















−=+−

=

−

=+



20

9

5

2

4

5
2

4

1

4

3

1

6

9936 22

b

a

ba

ba

ba

 

              GTLN của A là 
4

25
  khi










=

−=



















=+−

=

−

=+



20

9

5

2

4

5
2

4

1

4

3

1

6

9936 22

b

a

ba

ba

ba

 

 

Bài 8:    Cho các số thực dương  a, b, c. CMR:  

444

444

4

3

4

3

4

3







 +
+







 +
+







 +
++

accbba
cba  

Giải: 

Áp dụng bất đẳng thức Bunyakovski, ta có : 

( )
2

2222

2
24

16

1

16

1

16

1

16

1

44444

3








+++








+++




















+++=







 +
bbba

bbbaba
 

                                                       
( )

( )( )4444

22222

1111
16

1

16

1

bbba

bbba

++++++

+++

 

(1)     
4

3

4

3 444
baba +








 +
    

Tương tự: 

(2)     
4

3

4

3 444
cbcb +








 +
  

(3)     
4

3

4

3 444
acac +








 +
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 Cộng theo vế  (1), (2), (3) ta được: 

444

444

4

3

4

3

4

3
cba

accbba
++







 +
+







 +
+







 +
       (đpcm) 

Bài 9:    Cho ( )1,0,, cba . CMR ( )( )( ) 1111 −−−+ cbaabc  

Giải: 

Áp dụng bất đẳng thức Bunyakovski : 

          
( )( )( )( ) ( )  ( )( )  ( )( )

( )( )( ) ( )( ) ( )( )cbbccbbccbaabc

cbbccbbcaacbaabc

−−+−−+−−−+

−−+=−−+−+−−−+

1111111

11111111
2

 

         Mà 

             
( )( )( ) ( )  ( ) 

( )( ) 111

11111
2

−−+

=−+−+−−+

cbbc

ccbbcbbc
 

         Vậy ta có: 

                        ( )( )( )( ) 1111
2

−−−+ cbaabc  

          hay 

                          ( )( )( ) 1111 −−−+ cbaabc  

          Lưu ý:  Trong cách chứng minh trên ta đã sử dụng bất đẳng thức 

                                 ( )0   ++ x,yyxyx  

                        Dễ dàng chứng minh tính chất này, ta có: 

                              
( ) ( )

   

0         2
2

yxyx

x,yyxxyyxyx

++

+++=+
          

Bài 10:    Cho các số thực dương  a, b, c. CMR  

( ) ( ) ( ) ( )cbaba

c

ac

b

cb

a

++


+
+

+
+

+ 4

9
222

 

Giải: 

            Ta có: 



HSG TOÁN 8  LỚP TOÁN THẦY NAM 

 

ĐÀO VĂN NAM 45 [P]: 0988.624.083 

        

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

222

222

222

              










+
+

+
+

+






























+
+















+
+















+



 ++=










+
+

+
+

+
++

ba

c

ac

b

cb

a

ca

c

ac

b

cb

a
cba

ba

c

ac

b

cb

a
cba

 

                  Mà ta có:  

                       
2

3


+
+

+
+

+ ba

c

ac

b

cb

a
 

                        (bất đẳng thức Nesbit, đã chứng minh trong phần trước) 

                         
4

9
2










+
+

+
+

+


ba

c

ac

b

cb

a
 

                         

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )đpcm     

4

9

4

9

222

222

cbaba

c

ac

b

cb

a

ba

c

ac

b

cb

a
cba

++


+
+

+
+

+











+
+

+
+

+
++

 

2. Kỹ thật chọn điểm rơi 

Bài  1: Cho các số thực dương  a, b,c thỏa 6++ cba . Tìm giá trị nhỏ nhất 

(GTNN) của 

                        
1

 
1

 
1

2

2

2

2

2

2

a
c

c
b

b
aA +++++=  

. Phân tích: 

Chuyển đổi một biểu thức trong căn thành một biểu thức ngoài căn. Giả sử 

với các số  ,  ta có: 
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( )

( )

( )

( ) 















+++++

+


























+

+
+








+

+
=+









+

+
+








+

+
=+









+

+
+








+

+
=+

cba
cbaA

a
c

a
c

a
c

c
b

c
b

c
b

b
a

b
a

b
a

1111

 
1

.
1

.
11

 
1

.
1

.
11

 

1
.

1
.

11

22

22

22

2

2

222

2

22

22

2

2

222

2

22

22

2

2

222

2




























 

Do A là biểu thức đối xứng với a, b, c  nên ta dự đoán GTNN của A đạt tại  

                                                   2=== cba  

Sơ đồ điểm rơi: 

    
1

4

1

1

1

2 ====















=

=

=

=== cabcab

a

c

c

b

b

a

cba










 , chọn 




=

=

1

4




  

Kết hợp với “ kỹ thuật chọn điểm rơi trong bất đẳng thức AM - GM” ta có lời 

giải: 
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Giải:

( )

( )

( )

( ) ( )

2

1731
.

1
.

1
.

4
.

4
.

4
.66.

4

15

17

1
        

111

4444

15

17

1111
4

17

1

 
1

4
14

1
14.

1
.

17

11

 
1

4
17

1
14.

1
.

17

11
 

1
4

17

1
14.

1
.

17

11

6

22

22

2

2

2

2

22

2

2

2

2

22

2

2

2

2

=













+

















++++++++=
















+++++

























+

+
+








+=+









++








+=+









++








+=+

cba

cba

cba

cba
cba

cba
cbaA

a
c

a
c

a
c

c
b

c
b

c
b

b
a

b
a

b
a

 Dấu 

“=” xảy ra 2

1

4

1

4

1

4

===















=

=

=

 cba

a

c

c

b

b

a

 

     Vậy GTNN của A là 
2

173
 

Bài  2: Cho các số thực dương  a, b,c thỏa 6++ cba .. Tìm GTNN của 

                        
1

 
1

 
1 222

ba
c

ac
b

cb
aA

+
++

+
++

+
+=  

. Phân tích: 

Chuyển đổi một biểu thức trong căn thành một biểu thức ngoài căn. Giả sử 

với các số  ,  ta có: 

( )

( ) 
















+
+

+
+

+
+++

+




























+
+

+


+
+










+
+

+


+
+










+
+

+
+























+
+

+
=

+
+

accbba
cbaA

ba
c

ba
c

ac
b

ac
b

cb
a

cb
a

cb
a

1111

 
11

 
11

 

1
.

1
.

11

22

22

2

22

2

22

22

2

2

22

2
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Do A là biểu thức đối xứng với a, b, c  nên ta dự đoán GTNN của A đạt tại  

                                                   2=== cba  

Sơ đồ điểm rơi: 

    
1

4

1

1

1

2 ====















=

=

=

=== cabcab

a

c

c

b

b

a

cba










 , chọn 




=

=

1

4




 

Kết hợp với “ kỹ thuật chọn điểm rơi trong bất đẳng thức AM - GM” ta có lời 

giải: 

Giải 

( )

( )

( )

( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) 

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) 2

173

62

9
.

62

9
.

8

1
36.

8

31

17

1
       

62

9

62

9

8

1

8

31

17

1
       

6

9
4

17

1
       

111

9
4

17

1
        

9
4

17

1
        

1
.

1
.

1
.34

17

1
        

111
4

17

1

 
1

4
14

11

 
1

4
17

11
 

1
4

17

1
14.

1
.

17

11

3

222

3

22

2

2

2222

=












++++
+++










++
+

++
++++++















++
+++










+++++++
+++










+++++
+++















+++
+++


















+
+

+
+

+
+++


























+
+

+


+
+










+
+

+
+










+
++









+
+=

+
+

cbacba
cba

cbacba
cbacba

cba
cba

accbba
cba

acbaba
cba

acbaba
cba

accbba
cbaA

ba
c

ba
c

ac
b

ac
b

cb
a

cb
a

cb
a

  

     Với 2=== cba  thì  GTNN của A là 
2

173
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Bài  3: Cho các số thực dương  a, b,c thỏa 102 +++ abccba . Tìm GTNN của 

                        
42

98
 

42

98
 

42

98 222

2

222

2

222

2

cba

c

bac

b

acb

a
A ++++++++=  

Do A là biểu thức đối xứng với a, b, c  nên ta dự đoán GTNN của A đạt tại  

                                                   2=== cba  

Sơ đồ điểm rơi: 

    
1

4

1

1

1

2 ====















=

=

=

=== cabcab

a

c

c

b

b

a

cba










 , chọn 




=

=

1

4




 

Kết hợp với “ kỹ thuật chọn điểm rơi trong bất đẳng thức AM - GM” ta có lời 

giải: 

Giải  

     

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

66
24

72

722612               

6222222.
4

2.
4

2.
4

2               

6222
444

               

9
444

.24 

 9
4

42

98
4182

  9
4

42

98
4182

 9
4

42

98
4182

222

2

222

2

222

2

=

++++

++++++++++

+++++++++







++








++








+

++++++







++

















++++++

++++++

++++++

A

abccba

cbaabcabcabcc
c

b
b

a
a

cbaabcacbbcac
c

b
b

a
a

cabcabcba
cba

A

cab
a

cba

c

cab
b

bac

b

cab
a

acb

a

 

Với 2=== cba  thì  GTNN của A là 66  
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