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= CAC BAI TOAN SU DUNG
E: NGUYEN LY CUC HAN

A. Kién thiic can nhé

1. Nguyén ly cuc han.

Nguyén li cec han duoc phat biéu don gian nhu sau:

Nguyén 1i 1: Trong mot tap htru han va khac rSng cac so thuce ludn ludn cd thé chon dwoc
s0 bé nhat va sO 16n nhat.

Nguyén li 2: Trong moét tap khac réng cac sO tw nhién luon ludn cd thé chon dwoc so bé
nhat.

Nho nguyén ly nay ta cd thé xét cac phan tr ma mot dai lwong nao dé cé gia tri 16n nhat
hodc nho nhat, Chéng han :

- Xét doan théng 16n nhat (hodc nho nhat) trong mot s6 httu han doan thfmg

- Xét goc 16n nhat (hodc nhé nhat) trong moét sd hitu han goc.

- Xét da gidc co dién tich hodc chu vi nhé nhét ( hodc 16n nhat) trong moét s6 hitu han da giac

- Xét khoang cach 16n nhat (hodc nho nhat) trong mét sd hitu han khoang cach gitra hai
diém hodc khoang cach tir mot diém dén mot duong thang

- Xét cac diém la dau mut ctia mot doan thang, xét cac diém & phia trai nhat hodc phai
nhat ctia mot doan thang( gia thiét 1a doan thang nam ngang).

Nguyén 1i cyc han thuwong duoc st dung két hop véi cac phuong phap khac, ddc biét la
phuong phap phan ching, duwgc van dung trong trong treong hop tap cac gia tri can khao
sat chi tap hop httu han( nguyén 1i 1) hoac c6 thé c6 vé han nhung ton tai mot phan ti 16n
nhdt hodc nhé nhét (nguyén li 2).

2. Cac budc ap dung nguyén ly cuc han khi giai toan

Khi van dung nguyeén li nay, ta phai tién hanh cac budc sau:

e Budc 1. Chiing minh rang trong tat ca cdc gid tri can khao sat ludn ton tai gid tri 1én nhat
hodc gia tri nhé nhat.

e Budc 2. Xét bai toan trong trueong hop riéng khi né nhan gia tri nay (nho nhat hodc 1on
nhat)

e Budc 3. Chi ra mot mau thuan, chi ra mot gia tri con nhé hon (hay 16n hon) gid tri ta dang
khao sét .

Theo nguyén li ciia phwong phép phan ching, ta sé suy ra diéu phai chttng minh.
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B. BAI TAP VAN DUNG

Bai toan 1. Ton tai hay khong ton tai 100 diém sao cho véi bat ki hai diém A; B nao
trong 100 diém dé clng ton tai moét diém C trong cac diém con lai ma goc

ACB < 60°

Hudng dan gidi
C Gia st ton tai 100 diém c6 tinh chat nhw
dé bai. Goi A; B la hai diém c6 khoang
cach 16n nhat trong 100 di€ém nay va ton
tai diém C ma géc ACB < 60°
Diém C khong thé thudc duong thang
AB

Xét tam giac ABC c6 canh AB 16n nhat
nén goc C la 16n nhat ma gobc

ACB <60°nén goc A va B ciing < 60°

Do d6 A+B+C <180° v ly nén khong ton tai 100 diém trén

Bai toan 2. Cho 10 duong thang trong d6 khong c6 hai duong nao song song. Biét
qua giao diém ctia 2 duong thang bat ki trong 10 duong thang d6 cé it nhat mot
duong thang trong cac duong thang con lai di qua. Chting minh 10 duong thing
dé dong qui.

Hudng dan gidi
A Gia sit 10 duwong nay khong dong qui.
Xét duong thang d, c6 1 hoéc nhiéu giao
diém cta 2 duong thang da cho nam
ngoai d, ta goi A 1a diém nam gan d nhat

Theo gia thiét c6 it nhat 3 duong thang

qua A.
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do khong c6 hai deong thang nao // nén ba dwong thang nay cat d tai 3 diém khéac nhau
B; C; D va gia sit C nam gitta B va D
Ciing theo gia thiét qua C con c6 modt duong thang nita, duong thang nay cit doan AB,
ADtaiE; F, chéng han cit AB tai E ndm gitta A va D, khi d¢ dé thay khoang cach tir E dén
d <khoang cach tir A dén d, diéu nay trai v6i cach chon diém A va dwong thang d

Vay 10 duong thang nay dong qui.

Bai toan 3. Cho mot da giac 16i n canh ( n > 3). Chitng minh rang ton tai mot tam giac co
dinh 1ay tir dinh da giac da cho ma duong tron ngoai ti€p tam giac chita tat ca cac dinh

con lai cua da giac

Hudng dan gidi
Véi da giac AA,..A, , xét tat ca cac gobc AAA, (V6iitlr 3 dén n) ta chon gbc ¢ s6
do nho nhat AA A, dudng tron ngoai ti€p tam gidc AA A, chitra tat ca cac dinh khéc cua
da giac.
Thét vay néu c6 dinh Aj (j tir 3 dén n) ma & ngoai duong tron thi AA A, < AAA,

Mau thuan, vay bai toan dwoc chitng minh.

Bai toan 4. Mot nuede c6 80 san bay, ma khoang cach gitra hai san bay nao cling khac nhau.
Mdi may bay cat canh tir mot san bay va bay dén san bay nao gan nhat. chiing minh rang,

trén bat ky san bay nao cling khong thé c6 qua 5 may bay bay dén.

Hudng dan gidi
Tt gia thiét suy ra néu cac mdy bay bay tir cac san bay M va N dén san bay O thi
khoang cach MN la 16n nhét trong cac canh ctia tam gidc MON, do do MON > 60°.

Gia st rang cdc mday bay bay tir cac san bay M;,M,,...,M  dén san bay O thi mot

ot A AR LA . 360°
trong cac goc M;,OM; khong I6n hon .

(i,j,n=12,3,..80) vitdng cac goc da cho

360°
n

bang 360°. Vay: >60° = n<6; suy ra diéu phai chtrng minh.

Bai toan 5. Trong tam giac ABC c6 ba goc nhon. 1ldy mot di€ém P bat ky; chiing minh
khoang cach 16n nhat trong cac khoang cach tir diém P dén cac dinh A, B, C ctuia tam giac

khong nho hon 2 Ian khoang cach bé nhat trong cac khoang cach tir diém P dén cac canh
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cta tam giac do.

Huéng dan gidi
Dung PA, PB,, PC, trong ttng vudng goc vai cac canh BC, CA, AB. Vi tam gidc ABC c6
ba géc nhon nén cac diém A, B,,C, tuong ting nam trong doan BC, CA va AB. N&i PA,
PB, PC ta co:

o — — e~~~

thé nho hon 60°. Khong mat tinh tong quét, ta gia st goc APC, la 16n nhat, khi d6

APC, >60°. Xét AAPC, vudng tai C,, ta co: 2\% = cos APC, <60° = % Tk d6 ta cd:
AP > 2PC,. Néu thay PA bang khoang cach 16n nhét trong cac khoang cach tit P dén
cac dinh va thay PC, bang khoang cach ngan nhat trong cac khoang cach tir P d&én cac

canh thi bt dang thttc cang dwoc thoa man.

Bai toan 6. Chiing minh rang: Néu tat ca cic canh ctia tam giac déu nho hon 1 thi dién tich

3

tam gidc nho hon e

Huéng dan gidi

Goi A la gbc nho nhat ctia tam gidc ABC, suy ra: A<60°. Ta co:

1 1 1 11£\/§
2

Syec =5 BH.AC =~ ABSiN AAC. Do d6: Sy < AB.ACSiN60° <1,

4

Bai todn 7. Chiing minh rang bon hinh tron duong kinh 1a bdn canh ctia mot tu gidc 16i thi phu

kin mién t& giac ABCD.

Huéng dan gidi
Lay M la mot diém tuy y cua t& giac 16i ABCD. C6
hai kha nang xay ra:
e Néu M nam trén bién ctia da gidc (ttc M nam trén mot
canh ctia tt giac ABCD). Khi d6 M nam trong hinh tron c6
duong kinh 1a canh &y. Trong truong hop nay két luén cta

bai toan hién nhién dung.
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¢ Né&u M nam bén trong ti gidc 16i ABCD .

— — —

Khi d6 ta c6 AMB+BMC + CMD + DMA = 360"

———

Theo nguyén 1i ciec han thi trong cac goc AMB, BMC,CMD, DMA 1udn ton tai mot goc co

sO do 16n nhat.

—_——

Gia stt MaxBMC = {AMB, BMC, CMD, DMA} . Khi d6 BMC > 90°

Tt d6 suy ra M nam trong (hodc ciing 1am la nam trén) duong tron duong kinh BC. Vay
di nhién M bi phu boi duwong tron nay. Nhu thé do M la diém tuy y caa t& giac ABCD, ta

suy ra bon hinh tron noéi trén phu kin t& giac 16i da cho. Vay ta c6 diéu phai chitng minh.

Bai toan 8. Trén m4t phang cho 2x2000 diém; trong d6 khong c6 bat ky 3 diém nao thang
hang. Nguoi ta td 2000 diém bang mau do va td 2000 diém con lai bang mau xanh. Ching
minh rang; bao gio cling ton tai mot cach noi tat ca cac di€m mau do voi tat ca cac diém

mau xanh bdi 2000 doan thang khong cé diém nao chung.

Hudng dan gidi
Xem t4t ca cac cach ndi 2000 cp diém ( do véi xanh) bang 2000 doan thang. Cac cach ndi
nhu vay ludn ludn ton tai va do chi c6 2000 cap di€m nén so tat ca cac canh noi nhuw vay la
huwo han.

Do d6, at tim duoc mot cach ndi c6 tdng dd dai cac doan thang 1a ngan nhat. Ta chiing
minh rang day la cdch ndi phai tim.

That vay; gia st ngroc lai ta c6 hai doan théng AX va BY ma cit nhau tai di€m O ( Gia
st A va B t6 mau do, con X va Y t6 mau xanh). Khi d6, néu ta thay doan théng AX va BY
bang hai doan thang AY va BX, cac doan khac giit nguyén thi ta c6 cach ndi nay cé tinh
chat:

AY +BX < (AO+0Y)+(BO +0X) = (AO + OX) + (BO+0Y) = AY +BX < AX + BY

Nhu vay; viéc thay hai doan thang AX va BY bang hai doan thang AY va BX, ta nhan
duoc mot cach ndi méi c6 tong do dai cac doan thang 1a nhé hon. V6 ly, vi trai véi gia thiét
la da chon mot cach néi ¢6 tong cac do dai 1a bé nhat. Diéu vo ly do6 chiing to: Cach néi ¢o

tong d6 dai cac doan thang 1a nang nhat 1a khong c6 diém chung.
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Bai toan 9. Cho 2000 duong thang phan biét, trong d6 ba duong thang bat ky trong s&
ching dong qui. Chiing minh réng: ca 2000 duwong thang da cho dong qui tai mot diém.

Huéng dan gidi

A Bang phuong phép phan ching: Gia st
nguoc lai cac duong thang da cho khong
di qua mot diém. Xét cac giao diém tao

P nén boi 2000 duwong thang da cho. Xét tat

| ca cac khoang cach khac 0 ha ttr cac giao

diém nay dén céc dwong thing da cho
Gia st A la moét giao diém trong s6 d6 Va goi AQ la khoang cach nho nhat trong s6 d6 vé
tit A dén duong thang 1 trong s§ 2000 duong thang. Qua A theo gia thiét, phai c6 it nhat
ba duong thang nay cat 11an lwot tai B, C va D.

Vé AQ LI, thi hai trong ba diém B, C, D phai nam vé cting mot phia ctia diém Q, chang
hanla CvaD.

Gia st QC <QD; v& CP L AD,QK L AD = CP <QK < AQ. V5 Ii, vi trdi véi gia st AQ la
khoang cach bé nhat. Diéu vo 1i d6 chiing to 2000 duong thang da cho dong qui tai mot

diém.

Bai toan 10. Trén mit phang da cho 2000 diém, khoang cach giita ching d6i mot khac
nhau. N&i mbi diém trong s6 2000 diém nay véi diém 6 gan nhat. Chirng minh rang, véi

cach noi d6 khong thé nhan duoc mot duong gap khic khép kin.

Huéng dan gidi
Gia st nguoc lai, chung ta nhan duoc mot duwong gap khac khép kin. Goi AB la mét 16n
nhat cta duwong gap khac khép kin nay.
Gia st AC va BD la hai mat ké véi mat AB, ta cé:
e AC < AB nén B khong la diém ngéan nhat ctia A.

e BD < ABnén A khong la diém ngan nhat ctia B. Chiing t6 rang Ava B khong dugc
ndi voi nhau. Vo li! Biéu vo i nay ching to khéong nhan duwoc mot duong gap khuc khép

kin v6i cach n6i nhu vay.
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Cich khdc: Néu c6 doan ndi AB thi B la diém ngan nhat ctia A ( cac khoang cach khéc
nhau ) Vay khong ton tai doan ndi A véi 1998 diém con lai. nhu thé cac doan ndi khong

thé tao thanh duong gap khuc ( dwong ap khac khon ton tai ké ca khi c6 hai doan).

C. BAI TAP AP DUNG
Bai 1:Bén trong duon tron tim O bén kinh R = 1 ¢6 8 diém phan biét, chiing minh rang:
Ton tai it nhat hai diém tron s6 chiing ma khoang cach gitta hai di€ém nay nho hon 1.

Bai 2. Trén cac canh cta tam giac ABC lay diém C,, A, B, lan luot thudc AB,BC,CA. Biét

rang, do dai cac doan thang AA, BB, CC, khong 16n hon 1. Chitng minh rang: S . < =

V3

(don vi dién tich).

Bai 3: Trong hinh vudéng ma d6 dai méi canh 1a 4 cho trude 33 diém phan biét, trong d6
khong c6 ba diém nao thang hang. Nguoi ta vé cic duong tron cd ban kinh déu bang V2,
c6 tam la cac diém da cho. Hoi c¢6 hay khong ba diém trong s6 cac diém ndi trén sao
ching déu thudc vao phan chung ctia ba hinh tron cé cac tam ciing chinh la ba diém d6?
Bai 4. Trén mat phang cho 2000 diém khong thang hang. Chitng minh rang ton tai mot
duong tron di qua ba trong s6 2000 diém da cho ma duong tron nay khong chira bat ki

diém nao trong s6 1997 diém con lai.

Bai 5. Cho tt giac ABCD ngoai tiép duong tron tam O. Chitng minh rang cac dwong chéo
AC,BD giao nhau tai O thi tit gidc ABCD 1a hinh thoi.

Bai 6. Cho 19 diém trong d6 khong c6 ba diém nao thang hang, nam trong mot hinh luc gidc déu

c6 canh bang 1. Chting minh rang ludn ton tai mot tam giac ma dinh 1a ba trong 19 diém trén c6 it

nhat mot goc khong 1én hon 45° va nam trong duong tron ban kinh nho hon % :

Bai 7. Cho tit gidc ABCD thoa man: ban kinh cac duong tron néi tiép bon tam giac ABC,
BCD, CDA va DAB bang nhau. Chitng minh rang: ABCD Ia hinh chit nhat.

Bai 8. Cho 2000 duong thang phan biét; trong d6 c6 ba duong thang bat ki trong s6 chung
thi dong quy. Chitng minh rang ca 2000 dwong thang da cho dong quy tai mot diém.

Bai 9. Trén mat phang da cho 2000 diém, khoang cach gitta chiing d6i mot khac nhau. N&i
moi diém trong sd 2000 diém nay véi diém & gan nhat. Chiing minh rang véi cach ndi do

khong thé nhan duoc mot duong gap khuc khép kin.
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Bai 10. Trén m4t phang cho 2000 diém thoa man ba diém bat ki trong s& chting déu thang
hang. Chiing minh rang 2000 diém da cho thang hang.

Bai 11. Cho t& giac 16i ABCD c6 hai duong chéo AC va BD cat nhau tai E. Chiing minh
rang néu cdc ban kinh ctia 4 duong tron ndi tiép cac ram gidc EAB, EBC, ECD, EDA ma
bang nhau thi t gidc ABCD 1a hinh thoi.

( Dé thi hoc sinh gidi qudc gia 16p 9 nam 1986 — 1987 Bang A)

Bai 12. Trong tam gidc ABC c6 ba goc nhon. Lay mot diém P bat ki, chtiing minh réng
khoang cach 16n nhat trong cac khoang cach tir diém P dén cac dinh A, B,C cta tam giac
khong nho hon 2 lIan khoang cach bé nhat trong cac khoang cach tir diém P dén cac canh
cta tam giac do.

(Thi cho hoc sinh gioi 16p 9 qudc gia nam 1991 — 1993 bang B)
Bai 13. Chiing minh rang b&n hinh tron duong kinh 1a bon canh ctia mdt t gidc thi phu
kin mién t gidac ABCD.

Bai 14. Goi O la giao diém ctia t gidc 16i ABCD. Chitng minh rdng néu cic tam gidc
AOB, BOC, COD, DOA co chu vi bgmg nhau thi tit gidc ABCD Ia hinh thoi.

Bai 15. Bén trong hinh vudng canh 1 cho n diém. Chttng minh rang ton tai mot tam gidc co

dinh tai cac diém da cho hodc dinh ctia hinh vudng sao cho dién tich S ctia né thoa man

b4t dang thikc S <
2(n+1)

Bai 16. Trong mit phang cho n duong thang ma d6i mot khong song song véi nhau, sao

cho qua giao diém ctia mdi cip duong thang thi cé mot dreong thang thit ba. Chiing minh

rang tit ca n duong thang da cho dong quy.

Bai 17. Trén mit phang cho n diém phan biét. Chting minh rang ton tai mot duwong gap

khtic véi cac dinh 1a n diém da cho ma chiing khong tw cit nhau.

Bai 18. Trong day s6 gom 6 s6 nguyén duong sap theo thit tu tang dan théa man s6 ding
sau 1a bdi cta s6 dung tredc nd va tong cua sau sd do6 1a 79. Tim day sd ma sd tht sdu cd

gia tri 1on nhat.
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Bai 19. Cho 21 s0 nguyén d6i mot khdc nhau thoa man diéu kién tong ctia 11 s6 nguyén
tlly y trong ching 16n hon tdng ctia 10 s8 nguyén con lai. Biét rang trong 21 s6 d6 c6 mot

sO 1a 101 va s6 16n nhat 1a 2014. Tim 19 s0 con lai.

Bai 20. Chon 100 s8 tu nhién khac nhau bat ki sao cho mdi s6 déu khong vuot qua 2015 va
mdi s6 déu chia 17 dw 10. Chting minh rang trong 100 s6 trén ludn chon dugc ba s6 c6

tong khong 16n hon 999.
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CHU PE9. SUDUNG NGUYEN LY CUC HAN TRONG SO HOC

Bai 1: Nhan xét: it nhat 7 diém trong sd 8 diém da cho 1a khac tam O.

Goi cac difm do 1a A, A, AL AL ALALA LA,

Ta c6 goc nho nhat trong sd cac goc AOA (i#k,1<ik<8)

12 khong 16n hon 220 < 60°.

Gia sit AOA, 1a bé nhat.

Xét AAOA,, vi AOA, <60°

nén @2 >60° hodc CTQZ\A1 > 60°

Suy ra, hodc OA, > AA, hodc OA > AA,
Ma OA <1 hoac OA, <1= AA, <1.

Bai 2. Khong mat tinh tng quat, gia st C < B < A. Xét hai B

treong hop: C. .
1

TH1: Tam gidc ABC c6 ba goc nhon, khi d6: A>60° va
A<90°. A

B:

Taco: h <BB <1, h <CC <1

s lepihh 1 1 o 1
ABC 27 2'sinAT 2sin60° 3 0 T3

TH2: Tam gidc ABC khong la tam gidc nhon, khi do: A>90°

= AB<BB, <1, AC<CC, <1= S, S%AB.AC s%<i

V3

Bai 3: Chia hinh vuong da cho thanh 16 hinh vudng, mdi hinh vuong c6 canh bang 1; vi c6
33 diém chtta trong 16 hinh vuong, do d6 theo nguyén tac Dirichlet at phai c6 it nhat la
mot hinh vudng chira khong it hon ba diém.

Khoang cach gitra hai diém bat ky tron hinh vuong don vi da cho khong thé vuot qua do

dai dudng chéo ctia né bang /2 .
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Goi 0,,0,,0,1a ba diém cling nam trong mdt hinh vudng don vi nao dé. Vé ba duon tron
tam O,,0,,0, ciing ban kinh 14 +/2. Chic chin ca ba diém O,,0,,0, déu ndm trong ca ba

duong tron nay, nghia 1a ching ndm trong phan chung ctia ba hinh tron c6 tam tai chinh

cac diém O,,0,,0,.

Bai 4. NGi hai diém bat ki trong s 2000 diém da cho bang 1 doan thang. Ta c6 tat ca
1999000 doan thang nhw vay. Goi AB la doan thang c6 d6 dai bé nhat.

Vé duong tron tam O duong kinh AB = 1998 diém con lai nam ngoai duong tron tam O.
Goi C la diém trong sd 1998 diém con lai thoa man goc ACB 1a 16n nhat trong sd cac goc
nhin 2 diém A va B.

Xét AABC. Ta c6 duong tron ngoai tiép AABC khong chira diém nao trong s6 1997 diém

con lai.
Bai 5. Khong mat tinh tong quat, ta gia st: OC < OA, OB <OD
Goi B, C, Ian luot la cac diém d6i xting cua B va C qua O.

— OB =0B,, OC =0C,

A
Boi vi BC la tiép tuyén cua (O)
nén B,C, ciling ti€p xtc véi (O) B 5 D
Mat khéc, AD ciing tiép xuc voi (O)
= A=C, D=8 C

= O0A=0C,0B=0D

= ABCD Ia hinh binh hanh.

Mit khac, ABCD ngoai tiép (O)
= AB+CD =AD+BC = 2AB=2AD = AB=AD = ABCD Ia hinh thoi.
Bai 6. Vé cac duong chéo cta luc giac déu. Cac duong chéo nay chia luc gidc déu thanh 6
tam giac bang nhau mdi canh tam giac cé d6 dai bang 1. Theo nguyén li Dirichlet thi trong

19 diém luodn ton tai bon diém nam tron mot tam gidc déu.

Gia st bdn diém cung nam trong mot tam gidc déu la A, B, C, D. Ta xét cac vi tri ctia bon

diém A, B, C, D theo cac truong hop sau:
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e Truwong hop 1: Bon diém A, B, C, D tao thanh mét t& giac 16i.
Khi d6 ta c6 A+B+C+D=360".
Nhu vay trong b&n goc trén ton tai mot géc nhé hon hodc bang
90°, gia str d6 la goc A. Khi d6 ta c6 DAC+CAB<90° nén mot
trong hai goc DAC;CAB c6 mot goc khong 16n hon 45°.
Nhu vay mot trong hai tam gidc ADC va ABD c6 mot goc
khong 16n hon 45°.
e Trudng hop 2: Trong bon diém A, B, C, D ¢c6 mot diém nan trong tam giac c6 ba dinh 1a

ba diém con lai. Gia st diém D ndm trong tam giac ABC.

+Né&u BDC >90° thi ta dwoc DBC +DCB <90° nén mot A

trong hai géc DBC; DCB khong 16n hon 45 Suy ra tam

giac BCD thoa man yéu cau bai toan.

D
+Né&u BDC <90° thi ta dwoc BAC <90°, do d6
CAD +BAD < 90"
B C

Tt d6 ta duwgc mot trong hai goc C/AT) ; B/AT) khong 16n
hon 45° hay mdt trong hai tam giac ADC va ADB thoa

man yéu cau bai toan.

Mat khéc ta giac déu cé canh bang mot nén ban kinh dwong tron ngoai tiép tam giac déu

V3 \f

la — Ma —< g nén ta c6 diéu phai chiing minh.

Bai 7. Gia str: I =Tlyep = lepp = Mops B B

Vé cac hinh binh hanh ABB'C, ADD'C suy ra t&
giac BB'D'C la hinh binh hanh. A

Do d6: AABC =AB'CB; AADC =AD'CD
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= Tagc = Tercer Tanc = Morep

Mat khac: AABD =ACB'D'(C.C.C) = Iy = I

Theo gia thiét:

Fasc = Teco = Feoa = Tore = Terce = fee'n = Moep = eep

Goi E la giao diém ctia BD' va DB'. Ta chttng minh C=E.

Gia st C khac E = E thudc vao mot trong 4 tam giac EBD,EBB',EB'D',ED'D.
Gia sit C thudc vao mién tam giac BDE = Iy = laep = lgep = legp (VO 1y).

Diéu vo li chting to E trung véi C = B,C,D' thang hang va D,C,B' thang hang.
Tacé: D'C// AD = BC// AD

Vi: CB'//AB= DC// AB

Suy ra ABCD Ia hinh binh hanh.
X6t Ep: S0 = Spoe = % S,ec (vi ABCD 13 hinh binh hanh).

@rABD.AB+BZD+DA=rADC.AD+D2C+CA@AB+BD+ DA = AD +DC +CA < BD =CA

Vay ABCD la hinh chit nhat.

Bai 8. Bang phuong phép chiing minh phan chiing:
Giai st ngueoc lai cac dwong thang da cho khong di
qua mot diém. Xét cac giao di€ém tao nén bai 2000
duong thang da cho. Xét tat ca cac khoang cach khac
0 ha i giao cac giao diém nay dén cac duong thing =

da cho. Gia st A la mét giao di€ém trong s6 do6 va goi

AQ 1a khoang cach nho nhat trong s6 do vé tir A dén | B Q C
1 duong thang | trong s& 2000 dwdng thang.

Qua A theo gia thiét, phai c6 it nhat 1a 3 duong thang nay cat | Tan luot tai B, C va D.

Vé AQ L1, thi hai trong ba di¢ém B, C, D phai ndm vé ciing mot phia véi diém Q, chang
hanla C vaD.

Gia stt QC <QD; v& CP L AD, vé QK L AD.
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Suy ra: CP <QK < AQ. Vo li, vi trai vdi gia sit AQ la khoang cach bé nhét. bBiéu vo li dé
chting to 2000 dudng thang da cho dong quy tai 1 diém.

Cach khéc: L4y hai duong thang bat ki a,b cat nhau tai M thi bat et dwong thang tuy y
nao ciing phai qua M. Vay 2000 duong thang trén sé dong quy.

Bai 9. Gia st nguoc lai v6i cach ndi d6, chting ta nhan

dugc mot duong thang gap khiic khép kin.

Goi AB la mét 16n nhat ctia duong gdp khiic khép kinnay. A
Gia st AC, BD la hia mat ké véi mat AB.

Ta co:

¢ AC<ABnén B khong la diém gan nhat cua A.
e BD < ABnén A khong la di€ém gan nhat cta B.

Chting t6 rang A va B khong dugc ndi véi nhau. Vo 1i!

biéu vo6 li nay chiing to khong thé nhan duwgc mot duong gap khiic nao khép kin véi cach

ndi nhw vay.

Cich khic: Néu c6 doan ndi AB thi B la di€ém gan nhat cua A (cac khoang cach khac nhau).
Vay khong ton tai doan n6i A véi 1998 diém con lai. Nhw vay cac doan n6i khong thé tao
thanh duong gap khuc (duong gdp khiic khong ton tai ké ca khi c6 2 doan).

Bai 10. Gia stt nguoc lai 2000 diém da cho khong thang hang.

Dung qua mdi cip hai diém trong s 2000 diém nay mot duong thang. S8 cac duong
théng dugc ndi nhu vay la hoan toan xac dinh, httu han. Xét cac khoang cach khac 0 nho
nhat tir 2000 diém da cho dén cac duong thang vira dung. S8 cac khoang cach nhu vay

ton tai va httu han.

Goi khoang cach tit A dén duwong thang BC la bé nhét (A, B, C 1a ba diém trong s 2000
diém da cho). Theo gia thiét, trén BC con ¢ 1 diém that 3 1a D khac B va C.

Vé AQ L BC, khoang cach AQ la bé nhat (theo gia st), ta c6 trong ba diém B, C, va D
phai c6 it nhat 2 ¢iém ndm vé cting mot phia véi ctia diém Q, gia st 1a C va D.

Gia sit CQ < DQ; vé& CR L AD, dé thay CR < AQ (vo li).

Diéu v6 li chiing to 2000 diém da cho thang hang.

Cach khéc: Lay hai diém ¢d dinh A, B bat ki thi mot trong s6 1998 diém con lai cling déu

nam trén duong thang AB. Vay 2000 diém da cho thang hang.
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Bai 11. Khong mat tinh tong quat, ta gia st rang: CE < AE, BE < DE.

Goi By, C, twong ting la cac diém d6i xtiing ctia B va C qua tam E, ta c6 cam giac C,EB

nam trong mién tam giac AED.

Gia stt doan thang AD khoéng trung véi doan thang C,B,.

Khi d6 duong tron noi tiép tam gidc C,EB, nam bén trong

duong tron noi ti€p tam giac AED, dong dang (phdi canh)

véi duong tron nay voi tam dong dang E, hé sd dong
dang I6n hon 1. A

Nhu vay: r,., > Iees (Magp 1a ban kinh duwong tron nodi

ClEBl -

tiép tam gidc AED); vO i vi trai vdi gia thiét r, = e, diéu d6 ching to A=C,, D=B,.
Khi d6 OA=0C, OB=0D= ABCD la hinh binh hanh.

Trong hinh binh hanh ABCD c6 p,r =S, = Sgec = pif (trong do, p,, p, la ntta chu vi cua
cac tam gidc AEB,BEC).

Suy ra: p, = p, < AB+BZE+EA:BC+CZE+EBC>AB:BC (Vi AE =CE)

Hinh binh hanh ABCD ¢4 AB =BC nén ABCD la hinh thoi.

Bai 12. Dung PA, PB,, PC, twong ttng vudng goc vdi cac canh BC, CA, AB. Vi tam giac
ABC c6 ba gbc nhon nén cac diém A, B, C, twong ting ndm trong doan BC, CA, AB. N&i
PA, PB, PC ta co:

— — — e~

APC +C,PB+BPA + APC +CPB, + B,PA =360°

Suy ra goc 16n nhat trong cac goc nay khong thé nho hon 60°.
Khong mat tinh tong quat, ta gia st APC, 1a goc 16n nhat, khi
do: ﬁ:’a >60°. Xét tam giac APC, vudng tai C, ta co:

PCF:: = cos,(P\C1 <€0s60° =—

Tir d6 ta c6: AP > 2PC, .

Néu thay PA bang khoang cach 16n nhat trong cac khoang
cach tir P dén cac dinh va thay PC, bang khoang cach nhé
nhat trong cach khoang cach tir P dén cic canh thi bat dang
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thitc cang dugc thoa man.
Bai 13. Goi M la mét diém bat ki bén trong ti giac ABCD.
Ta c6: AMB +BMC + CMD + DMA = 360°

Do d6 gbc 16n nhat trong bo gdc nay khong nho hon 90°. Khong mat tinh tong quat, gia
stt goc BMC 16n nhat.

— BMC >90° = M nim trong dudng tron dwong kinh BC .
Bai 14. Khong mat tinh tong quat, ta gia sa: AO >CO, DO > BO.
Goi B, C, twong ting la cac diém do6i xing ctia B va C qua O

= 0B =0B,, OC =0C,

Tam gidc B,OC, nam trong tam gidc AOD .

Ta co: chu vi (AAOD) > chu vi (AB,OC,) = chu vi
(ABOC )= chu vi (AAOD). A

Dédu “=" xay ra < B, =D, C, = A.
Khi d¢, tir gidc ABCD c6: OA=0C,0B=0D = ABCD la hinh binh hanh.
M3t khéc: Chu vi (AAOB )= AB + BO + OA, chu vi (ABOC) = BC + BO +OA.

Suy ra AB=BC. Vay ABCD la hinh thoi.

Bai 15.
B C B C B C
. An
A A A
. Ay
Ax
As A,
Ay
A D A D A D

Goi A, B, C, D la bon dinh hinh vudng va A;A,;..;A_lan diém nam trong hinh vuong.

No6i A, véi4 dinh A, B, C, D. Khi d6 ta duoc 4 hinh tam gidc.
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+Néu A, ndm trong mot trong 4 tam giac d6 (gia st A,nam trong tam gidc ADA,) Ta ndi
A, v6i A, Dva A, . Sau khi n6i xong thi s6 tam gidc tang thém 2.

+Néu A, ndm trén canh chung nSi A, véi A va C. Khi d6 s6 tam giac ciing tang thém 2.

Nhu vay trong moi treong hop, s6 tam gidc sé tang thém 2. Véi cac diém A;A,;..;A_ta
lam twong tw.

Cudi cling s tam gidc dwoc tao thanh 1a 4+2(n—-1)=2n+2 tam gidc. C4c tam gidc trén
déu c6 dinh la dinh cta hinh vudng hoac n diém da cho. Khi d¢, tong dién tich ctia 2n+2
tam giac nay bang dién tich hinh vudng(bang 1).

Theo nguyén ly cwc han thi ton tai tam giac c6 dién tich nho nhéat trong 2n+2 tam giac dy.

Goi dién tichnay la S thi S<

. Ta c6 diéu can chitng minh.
2(n+1)

Bai 16.

Gia st tit ca cdc duong thang da cho

khong dong quy tai mot diém. Xét giao

diém A ctia hai duong thang tly y trong p d

n dwong thang da cho. Ki hiéu hai £

duong thang nay 1a d, va d,. Véi mbi B c 4

duong thang d, khong di qua diém A ta d A: .
2 s

xét khoang cach tir diém A dén duong
thang d,. Trong s8 cc cip diém A va
duong théng d, nhu vay ta chon cap
diém A va duong thang d, ma khoang

cach tir A dén d, la nho nhat.

Gia str duong thang d, cat hai duong thang d, va d, Ian luot tai B va C. Theo gia thiét

ctia bai toan thi ton tai duong thang d, di qua A va cat dwong thang d, lai D. Khong mat
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tinh tong quat ta cd thé gia st D thudc doan BC. Qua D t6n tai duong thang d, cat phan
trong ctia doan thang AB hodc AC. Gia stt duwong thang d. cat AC tai E ndm trong doan
AC. Khi d6 khoang cach tit E dén duong thang d, nhé hon khoang cach tir A dén duong
théng d,, diéu nay mau thuan véi khoang cach tir A dén d, 1a nho nhat.

Vay tat ca cdc duong thang da cho dong quy tai mot diém.
Bai 17.
Xét hé tat ca cac duong gap khuc khép kin gom c6

n khtic vdi n dinh chinh 1a n diém da cho. Vi s6

duong gap khic la hiru han nén ton tai mot duwong

co6 tong do dai bé nhat. Goi duong gap khuc co
tong do dai bé nhatla AA,...A A, .Khid6no
chinh la mét duong gdp khtic can tim va khong cé

hai canh nao ctia duong cat nhau.
That vay, ta gia st hai canh ctia duong gap khiic cat nhautaiOla A A, va AA .

i® it T T+
Terdotacd AA,,+AA  >AA +A A, . Theobat ding thitc tam gidc thi duong gap

khtc nhay khép kinva A/A,.LAAA LA A A A A c6tdng doi dai ngan hon

duong gap khtic da chon. Diéu nay mau thuan. Do d6 bai toan dwoc chiing minh.

Bai 18. Gia sit sau s6 nguyén duong a;a,;a,;a,;a ;a, thoéa man thoa man yéu cau bai

toan

Tacd a, <a,<a,<a,<a,<a, vaa,+a,+a,+a,+a,+a, =79

Ta c6 nhan xét, néu a, >12 thi a, >2a, =24 va a, >2a, =48.

Khi d6 a, +a,+a,+a, +a,+a, >12+24+48 >79 khong thoa man yéu cau bai toan.

Do d¢6 ta duoc a, <12.
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D€'y 1a trir s6 dau tién thi cac s6 con lai trong day sd trén la boi cua s6 ding trude no, do

d6 ta c6 mot cach chon bon s6 dau tién la a, =1;a, =2;a, =4;a, =8.

Tacod a, =ma, =8m va a, =na, =8mn vdi m, n la cac s6 nguyén duwong 16n hon 1.

Mat khac ta lai c6 a, +a, +a, +a, +a, +a, =79. Tte d¢ ta duoc
1+2+4+8+8m+8mn=79=m(1+n)=8

Giai phuong trinh nghiém nguyén trén két hop véi diéu kién so thit sau cta day 1on nhat
ta dwoc m =2;n =3 nén ta dwoc a, =48.

Vay day s6 can tim 1a 1; 2; 4; 8; 16; 48.

Khéng mat tinh tong quat ta gia s

Bai 19. Goi 21 sd d6 la a;;a,;ag;..;ay.

a, <a, <a, <..<a, .Khiddtaduoc a, =2014.
Theobairataco a,+a,+a,+...+a, >a,, +a,; +...+a,,
Nén ta duoc a, >(a,, —a, )+(a,, —a,)+..+(a, —a,, ).

Do a a,;a,;...;a, la2ls0 guyén doi mot khacnhauva a, <a, <a, <...<a, néntasuy ra

>10.

dwoc a,,-a,>10; a,;-a,2>10; ..; a =

21”4

Do d6 ta dwgc a, >100 nén suy ra a, >101. Theo bai ra trong 21 s6 trén c6 mot s6 la 101

nén tir cac két qua trén ta suy ra dwoc a, =101.

Vatacé 101> (a12 —a2)+(a13 —a3)+...+(a21 —an)

Do do6 100 > (a12 —a2)+(a13 —a?’)+...+(a21 —all) nén a,-a,=a;,—a, =..=a, —a; =10
Tir d6 ta dwoc a,, =a,, —10=2014-10 =2004 .

Tl a,, =2004 dén a,, =2014 c6 11 s6 nguyén khac nhau nén ta duoc

a, =2005;a,, =2006;...;a,, = 2013
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Tt d6 ta dwoc a, =a,, —10=2005-10=1995;a, =a,, —10 =2006-10 =1996;...;a,, = 2004
Vay 19 s6 can tim la 19 s& nguyén lién tiép tir 1995 dén 2013.
Bai 20. Gia st n la s0 tu nhién chia 17 du 10, khi d6 n#0 va n ¢6 dang n=17k+10 véi
keN.

Goi 100 s8 ty nhién duoc chon la 17k, +10;17k, +10;17k, +10;..;17k,,, +10.
Khong mat tinh tong quat ta gia st k, <k, <k, <..<k,,.

Néu k,,, >118 thikhi dé 17k, ,, +10>17.118 +10 = 2016 . Do d6 k

100 —

<117.

100

Ta sé chttng minh k, <20. That vay, gia st k, > 21.

Khi d6 tir k, <k, <k, <..<k,, suyra k, >k, +L;k, 2k, + Lk, 2k, +T;..; Kk, 2k, +1

100 —

Nén tir k, >21 suy ra k, >21+1=22;k, >22+1=23;k, >23+1=24;..;k,,, >117+1=118,

777100

diéu nay trai véi k,,, >118. Do d6 k, <20. Vi k, <20 nénsuy ra k, <19;k, <18.

100

Vi két qua trén ta chon ba s6 nhé nhat trong 100 s0 trén 1a 17k, +10;17k, +10;17k, +10.
Khi @6 ta duwoc

17k, +10+17k, +10+17k, +10 <(17.18+10) +(17.19+10) +(17.20 + 10) = 999

Vay ta ludn chon duoc ba s6 ¢é tdng khong 16n hon 999. bai toan dwoc chiing minh.
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