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PHEP DOI HINH
VA PHEP DONG DANG
TRONG MAT PHANG

< Phép tinh tién, phép dal xing true, phép dol xing
tam va phép quay

¥ Khal nlém vé phép dél hinh va hal hinh biing nhau

< Phép vi ty, tam vij ty cla hai duding tron

© Khai nidm vé phép dédng dang va hai hinh déng dang

Nhin nhiing t&m bén d Viét Nam trén déy ta théy dé &
nhiing hinh giéng nhau cling n8m trén mét mét phing.

Hai hinh . va & giéng nhau c& vé hinh dang va kich
thudc, ching chi khac nhau vé vi iri trén mat phing. Hai
hinh &8 va & gifing nhau vé hinh dang nhung khéc nhau

v8 kich thubc va vi trl. Ta goi.« va & 14 hai hinh biing

nhau, con &8 va € 1a hai hinh déng dang véi nhau. Vay

thé& nao 14 hai hinh baing nhau hay déng dang vdi nhau ?
Trong chuong nay ta s8 nghién c{fu v& nhiing van dé db.




§1. PHEP BIEN HINH

A1 Trong mat phang cho dqmg thdng d va diém M. Dung hinh chiéu vuong goc M’
cla diém M lén dudng thang d.

M
Ta di bi€t rang v6i moéi diém M c6 mot
diém M’ duy nhét la hinh chi€u vuéng géc
cua diém M trén dudng thang d cho trude
h.1.1).
(h.1.1) L d
Ta c6 dinh nghia sau. M’

Hinh 1.1

Pinh nghia

Quy tdc ddt tuong iing méi diem M ciia mdt phang véi mot
diém xdc dinh duy nhdt M’ ciia mdt phdng dé dwoc goi la
phép bién hinh tron g mdt phdng.

Né&u ki hiéu ﬁhép bi€n hinh la F thi ta vi€t F(M) = M’ hay M" = F(M) va goi

diém M’ 1a anh cua diém M qua phép bién hinh F.

Néu # 12 mot hinh nio d6 trong mat phang thi ta ki hiéu " = F(JH) la tap

cic diém M’ = F(M), v6i moi diém M thudc . Khi d6 ta néi F bién hinh J€

thanh hinh €, hay hinh JE€” la dnh ciia hinh € qua phép bién hinh F.

Phép bién hinh bi€n méi di€ém M thanh chinh né duoc goila phép déng nhat.
Az Cho trudc s6 a duong, véi méi diém M trong mat phéng, goi M’ la diém sao cho

MM’ = a. Quy tic dat tuong (ng di€ém M véi diém M’ néu frén co phai la mot phép
bién hinh khong ?

$2. PHEP TINH TIEN

Khi ddy mét canh cilia truct sao cho chét cira
dich chuyén tir vi tri A dén vi tri B ta thiy ting
diém cta cdnh ctia ciing duoc dich chuyén
moét doan bang AB va theo huéng tir A dén B
(h.1.2). Khi d6 ta néi cdanh cua duoc tinh tién

theo vecto AB.




I. PINH NGHIA
Pinh nghia

Trong mdt phdng cho vecto V. Phép bién hinh bién méi diém
M thanh diém M’ sao cho MM' =¥ dwoc goi la phép tinh tién
theovecto Vv (h.1.3).

Phép tinh ti€n theo vecto V thudng duoc ki / M
hi¢u Ia T, ¥V dwgc goi lavecto tinh tién.

M
Nhu vay

LM=M < MM' =V. Hinh 1.3

Phép tinh tién theo vecto - khong chinh la phép dong nhdt.

Vi du

a) Phép tinh ti€n T bién cdc diém A, B, C twong tng thanh cic di€ém A’, B’, C
(h.1 4a).

b) Phép tinh ti€n T bi€n hinh ¢ thanh hinh £~ (h.1 4b).

B A
=N
ALET T B Noi
- = \:'. - =1" T
B C S
L2
__.-r
a) b)
Hinh 1.4 L
B
&1 Cho hai tam giac déu ABE va BCD bang nhau D
trén hinh 1.5. Tim phép tinh tién bién ba diém A, B,
E theo tht tu thanh ba diém B, C, D. A
E
Hinh 1.5



V& nhitng hinh giéng nhau c6 thé 14t kin mat phang 1a hitng thi clia nhiéu hoa
si. Mot trong nhitng ngudi néi tiéng theo khuynh huéng dé 1a Mé-rit Cooc-ne-li
Et-se (Maurits Cornelis Escher), hoa si nguoi Ha Lan (1898 — 1972). Nhirng
bitc tranh cla 6ng duoc hang triéu ngudi trén thé gidi wa chudng vi chang
nhitng rit dep ma con chita dung nhitng ndi dung todn hoc sau sac. Sau day la
mot s6 tranh cua 6ng.

IL. TINH CHAT
Tinh chét 1

Néu T.(M)=M', T,(N) = N"thi M'N'= MN va tir dé suy ra
 M'N'=MN.

—.
v

Y

That vay, d€ y rang MM'= NN' =7

va M'M = -7 (h.1.6). ta c6 e

M'N'= M'M+MN + NN' / 4 /
v
—_— —_— N

=—V+MN+V=MN.

Hinh 1.6
Tir d6 suy ra M'N" = MN.

N6i ciach khac, phép tinh ti€n bao toan khoang cach gitra hai diém bat ki,

Tir tinh chét 1 ta chitng minh dugc tinh chét sau.

Tinh chéat 2

Phép tinh tién bién duong thang thanh duong thiang song song
hodc triing véi nd, bién doan thang thanh doan thdng bding
né, bién tam gidc thanh tam gidc bang né, bién duong tron
thanh duong tron cé6 cung ban kinh (h.1.7).




Hinh 1.7
Az Néu cach xac dinh anh clia duong thang d qua phép tinh tién theo vecto 7 .

S . % ¥
II1. BIEU THUC TOA PO
Trong mat phang toa d6 Oxy cho
vecto V= (a ; b) (h.1.8). V&i mbi
diém M(x ; ¥) ta ¢c6 M ; y)
la anh cua M qua phép tinh ti€n theo
vecto V. Khi d6 MM'=V &

X'—x=a 2 =Satg X
Tir dé suy ra e .
y'—y=h. y'=y+b. Hinh 1.8

R |

Bi€u thitc trén dugc goi 1a hiéu thiic tog dé cia phép tinh tién T

Aa Trong mat phang toa do Oxy cho vecto ¥ = (1 ; 2). Tim toa do clia diém M’ 1a anh
clia di€ém M(3 ; —1) qua phép tinh tién T

BAI TAP
1. Ching minh rang : M=T,(M) M=T (M.

2. Cho tam gidic ABC c¢6 G la trong tim. Xdc dinh anh cua tam giic ABC qua
phép tinh ti€n theo vecto AG. Xic dinh diém D sao cho phép tinh tién theo
vecto AG bi€n D thanh A.

3. Trong mat phang toa dé Oxy cho vecto ¥ = (-1 ; 2), hai di€m A(3 ; 5), B(-1 ; 1)
va dudng thing d ¢6 phuong trinh x — 2y + 3 = 0,

a) Tim toa d6 cta cdc di€m A’, B' theo thit trr 1a anh ctia A, B qua phép tinh tién
theo V.

b) Tim toa do ctia di€ém C sao cho A la anh ctia € qua phép tinh tién theo V.

¢) Tim phwrong trinh ctia dudng thang d” 14 anh cta d qua phép tinh tién theo V.



4. Cho hai dudng thang @ va b song song vdi nhau. Hiy chi ra mét phép tinh tién
bién a thanh h. C6 bao nhiéu phép tinh ti€n nhu thé ?

$3. PHEP POI XUNG TRUC

Sl
Alr
Ak
=

Chua Dau ¢ Bac Ninh Ban ca tudng
Hinh 1.9
Trong thuc t€ ta thuong gap rdt nhi€u hinh cé truc déi xing nhu hinh con
buém, anh mat trrde cua mot s6 ngdi nha, mat ban cd tuéng... . Viée nghién
cifu phép déi xiing truc trong muc nay cho ta moét cich hi€u chinh xdc khai
niém do.

I. PINH NGHIA

Pinh nghia
Cho dwong thing d. Phép bién M
hinh bién méi diém M thuéc d &
thanh chinh né, bién méi diém M M
oM d

khong thuéc d thanh M’ sao cho d
la dwong trung truc cua doan
thang MM’ duoc goi la phép déi
xiing qua duong thang d hay phép M
déi xing truc d (h.1.10). Lot

Puong thang d duoc goi la truc ciia phép déi xitng hoac don gian 1a truc doi xiing.

Phép d6i xiing truc d thudng duoc ki hiéu 1a D, .



Néu hinh 4”12 anh ctua hinh & qua phép A A’

d6i xiing truc d thi ta con néi S d6i xing

voi HE qua d, hay JE va J d6i xiing v6i 5 \ s
nhau qua d. \ /

Vi du 1. Trén hinh 1.11 ta ¢6 cdc di€ém A, C C
B’, C’ twong itng 1a anh cia cic diém A, B,
C qua phép dai xing truc d va nguoc lai.

Hinh 1.11
A1 Cho hinh thoi ABCD (h.1.12). Tim anh ctia cac
diém A, B, C, D qua phép d6i ximg truc AC.
Nhdn xét
1) Cho dudng thang d. V&i mdi diém M,

goi M, 1a hinh chi€u vuéng géc cua M trén A <

duong thang d. Khi dé

M=b,(M) < MM =-M,M B
2) M' = b,(M) & M= B{I(M'). Hinh 1.12

&2 Chitng minh nhan xét 2.

IL. BIEU THUC TOA PO

¥ i
1) Chon hé toa dé Oxy sao cho truc Ox trung
v6i dudng thang d. Vi mbi diém M = (x ; y), e, MG
goi M'= D, (M) = (x";y") (h.1.13) thi i
|
' |
X =X Mﬂi‘l ‘i
y=-) 0 i 7
1
Biéu thirc trén dwoc goi 1a hiéu thiic toa do i
cua phép déi xitng qua truc Ox. ~ hemmemeeee *
M(x'; y)
As Tim anh cla cac diém A(1 ; 2), B(0 ; —5) qua
Hinh 1.13

phép déi xing truc Ox.

2) Chon hé toa do6 Oxy sao cho truc Oy tring véi dudng thang d. VSi moi
diém M = (x; y), goi M' = D,(M) =(x";y) (h.1.14) thi :



Bieu}lurc ]:rcn f;iu"GC goi la biéu thiic toa MEy) | M, M(x;:y)
do cua phép dor xirng qua truc Oy. § oo e +

Ad Tim &nh clia cac diém A(1 ; 2), B(5 ; 0)
qua phép déi xting truc Oy.

II1. TINH CHAT

Ngudi ta chimg minh duoc cédc tinh chit sau.

Tinh chét 1

Hinh 1.14

. Phép déi xing truc bdo toan khodng cdch gita hai diém bat ki.

AS Chon hé toa d6 Oxy sao cho truc Ox tring véi truc déi ximg, réi dung biéu thirc toa
d6 clia phép déi xiing qua truc Ox d& chimg minh tinh chat 1.

Tinh chdt 2

Phép déi xiing truc bién duwong thang thanh dwong thdng, bién
doan thang thanh doan thing bing né, bién tam gidc thanh
tam gidc bang né, bién dwong tron thanh duong tron cé cing
ban kinh (h.1.15).

Hinh 1.15
IV. TRUC POI XUNG CUA MOT HINH

Pinh nghia

Duong thang d duoc goi la truc doi xitng ciia hinh J€ néu
- phép déi xitng qua d bién JE thanh chinh né.

Khi d6 ta néi «# 1a hinh ¢6 truc doi xiing.

10



Vidu?2

a) M&i hinh trong hinh 1.16 la hinh ¢6 truc d6i xing.

Hinh 1.16

b) MS4i hinh trong hinh 1.17 Ia hinh khong c6 truc déi xiing.

/ / / NF

Hinh 1.17

As a) Trong nhing chir cai dudi day, chir nao 1a hinh co truc déi ximg ?

HALONG

b) Tim mat s6 hinh tr gidc co truc déi xdmg.

BAI TAP
1. Trong mat phang Oxy cho hai diém A(l ; —2) va B(3 ; 1). Tim anh clia A, B va
dudng thang AB qua phép déi xitng truc Ox.

2. Trong mat phang Oxy cho dudng thang d ¢6 phwong trinh 3x — y+ 2 = 0. Viét
phurong trinh cia dudng thang d” 1a anh ctia d qua phép d6i xiimg truc Oy.

Lo

. Trong cédc chir cdi sau, chif nao la hinh c¢é truc déi xirng ?

W
VI ETNAM
O

11



I. PINH NGHIA

12

§4. PHEP POI XUNG TAM

Quan sdt hinh 1.18 ta thdy hai hinh
den va trang dé6i xing v6i nhau qua
tdm clia hinh chit nhat. D& hiéu 15 loai
déi xing nay chiing ta xét phép bién
hinh duéi day.

Hinh 1.18

Pinh nghia
Cho diém 1. Phép bién hinh bién diém I thanh chinh né, bién

moi diém M khdac I thanh M’ sao cho I la trung diém cua

doan thang MM’ duoc goi la phép déi ximg tam 1.

DPiém I duoc goi la tam déi xitng (h.1.19).

Phép doi xing tam / thuong duge ki higu la D, . M

Néu hinh & 1a anh cua hinh &€ qua I
D, thi ta con néi S d6i xing voi S
qua tim [, hay < va € d6i xiing véi Sl
nhau qua /.

Tir dinh nghia trén ta suy ra
M=D,(M) &IM =M.

Vidul

a) Trén hinh 1.20 cic diém X, Y, Z
trong ng 1a anh cta cic diém D, E, C
qua phép déi xiing tam 7 va nguoc lai.

b) Trong hinh 1 .21 cdc hinhes? va & la
anh cua nhau qua phép déi xing tam I,

cdc hinh € va € 1a anh cta nhau
qua phép déi xing tam /.

Hinh 1.20



Hinh 1.21

A1 Chting minh rang

M =D,(M)ys M=Dy(M).

Az Cho hinh binh hanh ABCD. Goi O la giao diém clia hai dudng chéo. Pudng thang
ké qua O vuéng goc v6i AB, cAt AB G E va cAt CD & F. Hay chi ra cac c3p diém

trén hinh vé d6i ximg vdi nhau qua tam O.

IL. BIEU THUC TOA PO CUA PHEP POI XUNG QUA GOC TOA PO

Trong hé toa do Oxycho M =(x; y),
M = D,(M) = (x"; "), khi dé

X =nx
{ , (h.1.22)

¥ =3

Biéu thitc trén duoc goi la hiéu thirc
toa do cua phép déi xitng qua goc
toa do.

As Trong mat phang toa d6 Oxy cho diém
A(—4 ; 3). Tim anh cla A qua phép
dai ximg tam O.
II. TINH CHAT
. Tinh chat 1

suy ra M'N’ = MN.

¥

“y

Hinh 1.22

Néu BI(M}:M’ vd DI(N):N' thi M'N'=-MN , tir do

13



—_— —_— N
That vay, vi IM' = —IM — -
H— g h‘"‘-,..__ %
va IN' = —IN (h.1.23) nén il
\"\ "'h-.__‘#--h‘ M’
M'N' = IN'— IM’ ‘- .
—_ —_— —_— — —_— N’
— _IN—(~IM)=—(IN- IM)=—MN. ,
Hinh 1.23

Do d6 M'N" = MN.
N6i cach khic, phép doi xitng tam bdo toan khodng cdch giita hai diém bdt ki.
Acl Chon hé toa dq Oxy, 16 dung biéu thirc toa d6 cla phép di ximg tam O ching
minh lai tinh chat 1.
Tir tinh chét 1 suy ra
| Tinh chét 2

Phép doi xing tam bién duomg thang thanh duong thing song
song hodc trimg véi né, bién doan thang thanh doan thding
bang né, bién tam gidc thanh tam gidc bang nd, bién dirong

tron thanh duong tron cé ciing ban kinh (h.1.24).

A
B
’ A
A g C 1
.‘l"“q. f’ B . i < i
h-""-u ! -""-... ] I’ \\‘
--_}f' P
& ‘-"""--. Il’ "'..._“ I‘i\
o TR v \ = B’ ‘\\
’f" A’ Cr \
;
B 4
Al
a) b) c)

Hinh 1.24

IV. TAM POI XUNG CUA MOT HINH

Pinh nghia

Diém I duoc goi la tam déi xiing ciia hinh JE€ néu phép doi
. xitng tam I bién S thanh chinh né.

Khi d6 ta néi # 1a hinh ¢6 tim d6i xiing.

14



Vi du 2. Trén hinh 1.25 la nhitng hinh ¢6 tim d6i xing.

Hinh 1.25

AS Trong cac chir sau, chir nao la hinh co6 tam déi ximg ?

HANOI

Ae Tim mét s6 hinh tr giac c6 tam déi ximg.

BAI TAP
1. Trong mit phang toa dé Oxy cho diém A(-1 ; 3) va dudng thang d c6 phuong
trinh x — 2y + 3 = 0. Tim anh cua A va d qua phép déi xirng tim O,

2. Trong cdc hinh tam gidc déu, hinh binh hanh, ngi gidc déu, luc gidc déu, hinh
nao c6 tam doéi xing ?

e

. Tim moét hinh c6 vo6 s6 tim d6i xung.

§7. PHEP QUAY

Hinh 1.26

St dich chuyén ctia nhitng chiéc kim déng hé, ctia nhitng banh xe rang cua
hay déng tic xo& mot chi€c quat gidy cho ta nhitng hinh anh vé phép quay ma
ta s€ nghién ctru trong muc nay.

15



I. PINH NGHIA

Dinh nghia
Cho diém O va géc luong gigc a . Phép bién hinh bién O
thanh chinh né, bién méi diém M khdc O thanh diém M’ sao
cho OM’ = OM va géc liwong gidac (OM; OM’) bang a diroc
goi la phép quay tam O géc a (h.1.27).

Diém O duoc goi la tdm quay con a duoc goi
[a géc quay cua phép quay dé.

Phép quay tim O goéc « thuwong duoc ki hi€u

12 @ gy 4 a o
Vi du I. Trén hinh 1.28 ta c6 cic diém A’, B, i 2.20
O tuong ng la anh cta cac diém A, B, O qua
phép quay tam O, gb¢c quay —%- ﬂ““
) ¥ 'F' 5 =
A1 Trong hinh 1.29 tim mét goc quay thich hop dé M#_ i... %
phép quay tam O w7 [~ da \
_ Bién diém A thanh diém B - 1 ] AN
— Bién diém " thanh diém D. N
Hinh 1.28

16

Hinh 1.29
Nhdn xét

1) Chiéu dwong ctua phép quay la chiéu duong cua dudng tron luong gidc
nghia 1a chiéu nguoc véi chiéu quay cua kim déng ho.

Ml
0 M

(7

0 M M’

Chiéu quay duong Chiéu quay am
Hinh 1.30



B A
Hinh 1.31

Az Trong hinh 1.31 khi banh xe A quay theo chiéu duong thi banh xe B quay theo

chiéu nao ?
2) VGi k 1a s6 nguyén ta luén cé m
Phép quay Q) 5, 12 phép dong nhat. M’ M
o o

xung tam O (h.1.32).

Aa Trén mat chiéc dong ho fir Iic 12 gid dén 15 gic kim gid va kim phit da quay mét

IL. TINH CHAT

goc bao nhiéu dé ?

Hinh 1.33

Quan sdt chi€c tay ldi (vé-lang) trén tay ngudi l4i
xe ta thiy khi ngudi ldi xe quay tay ldi mot géc
nao dé thi hai diém A va B trén tay ldi ciing quay
theo (h.1.34). Tuy vi tri A va B thay déi nhung
khoang cdch giita chiing khéng thay déi. Diéu dé
durge thé hién trong tinh chit sau ctia phép quay.

Hinh 1.34

17



Tinh chdt 1 ﬂ
- 7 - ? i 7 “'\,.
Phép quay bao r?an ﬁfhoang 7 '; =
cdch giita hai diém bdt ki. A ’
Ai(_,.. Bw %
b1 'l \'\ A-’ i
% 1 L
\‘\.r,,-" "*\\ )
S S e
0 i ‘B!
Hinh 1.35

Phép quay tam O, goc (OA ; OA') bién diém A thanh A’
B thanh B' Khido ta co A'B'= AB.

Tinh chét 2

Phép quay bién diomg thiang thanh dwomg thang, bién doan thdng
thanh doan thing bdng né, bién tam gidc thanh tam gidc bing né,
bién duong tron thanh duong tron cé cuing ban kinh (h.1.36).

A
p——

Hinh 1.36
Nhdn xét
Phép quay géc @ véi 0<a <7, bién

dudng thang d thanh duong thang d'
sao cho goc gitta d va d' bang «

d.l

» T , s
(nfu O0<a<—), hoac bang n-«
9.

—

7L

méu L <a<m) (h.137)
2" = Hinh 1.37

Aal Cho tam giac ABC va diém O. Xac dinh anh clia tam giac d6 qua phép quay tam O
goc 60°.

18



BAI TAP

1. Cho hinh vuéng ABCD tam O (h.1.38).

a) Tim anh cua diém C qua phép o
quay tAm A géc 90°.

b) Tim anh cna dudng thang BC qua i -
phép quay tam O géc 90°. Hinh 1.98

2. Trong mit phang toa dé Oxy cho diém A(2 ; 0) va dudng thang d c6 phuong
trinh x + y— 2 = 0. Tim anh ctia A va d qua phép quay tim O géc 90°.

$6. KHAI NIEM VE PHEP DOI HINH
VA HAI HINH BANG NHAU

I. KHAI NIEM VE PHEP DOI HINH

Cdc phép tinh ti€n, d6i xing truc, d6i ximg tam va phép quay déu c6 mét tinh
chit chung la bao toan khoang cach giira hai di€ém bat ki. Ngudi ta dung tinh
chat d6 dé dinh nghia phép bién hinh sau day.

Pinh nghia

Phép doi hinh la phép bién hinh bao toan khodng cdch gita

. hai diém bdt ki.

Néu phép ddi hinh F bién cic diém M, N lan luot thanh cic diém M’, N’ thi

MN = M'N".

Nhdn xét

1) Cdc phép déng nhit, tinh ti€n, déi xing truc, déi xiing tim va phép quay
déu Ia nhitng phép doi hinh.

2) Phép bién hinh ¢6 duoc bang cach thuc hién lién ti€p hai phép doi hinh
cung la mét phép doi hinh.

Vidul

a) Tam giac A'B”C” la anh cua tam giic ABC qua phép doi hinh (h.1.39a).

b) Ngii gidc MNPQOR la anh cua ngii gidc M'N'P'Q'R’ qua phép ddi hinh
(h.1.39b).

19



c) Hinh #” 1a anh ctia hinh € qua phép dai hinh (h.1 40).

Hinh 1.39

Hinh 1.40

A1 Cho hinh vuéng ABCD, goi O la giao

20

di€ém clia AC va BD. Tim anh cla cac
diém A, B, O qua phép ddi hinh c6 dugc
béng cach thuc hién lién ti€p phép quay
tam O goc 90° va phép déi ximg qua
duong thang BD (h.1.41).

Vi du 2. Trong hinh 1.42 tam giic
DEF la anh cua tam giic ABC qua
phép ddi hinh ¢6 duoc bang céach thuc
hién lién ti€ép phép quay tam B goc
90° va phép tinh ti€n theo vecto

—

VEEF =2 =)

Hinh 1.41

d
N g
)‘_J \\ ;,
- \P|p’
/ |
\ \ |
\ d \ {
TSt
R 3
b)

Ar

D

Hinh 1.42




I1. TINH CHAT
.. Phép doi hinh :
1) Bién ba diém thang hang thanh ba diém thang hang va bdo
toan thit tu giita cdc diém ;
2) Bién duong thdng thanh dwong thdng, bién tia thanh tia,
hién doan thang thanh doan thang bdang né ;

3) Bién tam gidc thanh tam gidc bang né, bién géc thanh goc

hang né ;
- 4) Bién dwong tron thanh dwomg tron c6 cing bdn kinh.
A, Hay chitng minh tinh chat 1. 4 ; B, C ,
Goi y. Stt dung tinh chat diém B ndm B &
gita hai diém A va C khi va chi khi A’
AB + BC = AC (h.143). Hinh 1.43

AS Goi A’, B’ 1an luot la &nh clia A, B qua phép déi hinh F. Chimg minh ring néu M la
trung diém clia AB thi M” = F(M) |a trung diém clia A’B".

1> Chit y. a) Néu mét phép doi hinh bién tam gidac ABC thanh tam gidc A'B'C’
thi né ciing bién trong tam, tricc tam, tdm cdc duong tron néi tiép, ngoqi tiép
cua tam gidc ABC tuwong itng thanh trong tam, trucc tam, tam cdc dudng tron
noi tiép, ngoai tiép cua tam gidc A'B'C’ (h.1 44).

c’

B’
Hinh 1.44
b) Phép doi hinh bién da gidc n canh thanh da
gidc n canh, bién dinh thanh dinh, bién canh
thanh canh.

Vi du 3. Cho luc gidc déu ABCDEF, O la tam B ¢ &
dudng tron ngoai ti€p cua nd (h.1.45). Tim anh
cua tam giic OAB qua phép doi hinh ¢é duoc
bang cdch thwe hién lién ti€p phép quay tam O,

& D

P 0o i -
goc 60° va phép tinh ti€n theo vecto OFE. Hinh 1.45
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Aat Cho hinh chir nhét ABCD. Goi E, F, H, I theo

IT1. KHAT NIEM HAI HINH BANG NHAU

22

Giai
Goi phép dai hinh di cho la F. Chi can xdc dinh anh cua cac dinh cua tam
gidc OAB qua phép doi hinh F. Ta ¢6 phép quay taim O, goc 60° bién O, A va
B lan lwot thanh O, B va €. Phép tinh tién theo vecto OE bién O, B va C lan
luot thanh E, O va D. Tir d6 suy ra F(0) = E, F(A) = O, F(B) = D. Vay 4nh
ctia tam gidc OAB qua phép doi hinh F 1a tam gidc EOD.
A D

thtr tr 1a trung diém cla cac canh AB, CD, BC,
EF. Hay tim mét phép dai hinh bién tam giac AEI
thanh tam giac FCH (h.1.46).

B H C
Hinh 1.46

Hinh 1.47

Quan sdt hinh hai con ga trong tranh dan gian (h.1.47), vi sao ¢6 thé néi hai
hinh € va €’ bang nhau ?

Chiing ta dd bi€t phép doi hinh bién mét tam gidc thanh tam gidc bang no.
Ngudi ta cling chirng minh duoe rang véi hai tam gidc bang nhau luén cé mot
phép di hinh bién tam gidc nay thanh tam gidc kia. Vay hai tam gidc bang
nhau khi va chi khi ¢c6 mét phép doi hinh bi€n tam gidc nay thanh tam gidc
kia. Nguoi ta ding tiéu chuin dé dé dinh nghia hai hinh bang nhau.

_ Dinh nghia

Hai hinh duoc goi la bang nhau néu cé mot phép doi hinh

| bién hinh nay thanh hinh kia.



Vidu4
a) Trén hinh 1.48, hai hinh thang ABCD va A”B”C"”D” bang nhau vi ¢6 mot
phép dbi hinh bién hinh thang ABCD thanh hinh thang A”B"C"D".

D C
A B L
B c*
D!
Al
Hinh 1.48

b) Phép tinh ti€n theo vecto V bién
hinh .2/ thanh hinh &8, phép quay
tim O géc 90° bién hinh & thanh

hinh . Do dé phép doi hinh ¢6
dwoge bang cdch thuc hién lién ti€p
phép tinh ti€n theo vecto vV va phép

quay tim O géc 90° bién hinh o/
thanh hinh 9. Tir d6 suy ra hai hinh
o/ va @bang nhau (h.1 49).

Hinh 1.49

As Cho hinh chir nhat ABCD. Goi [ 14 giao diém clia AC va BD. Goi E, F theo thir tu 12
trung diém clia AD va BC. Chimg minh rAng cac hinh thang AEIB va C FID bang nhau.

BAI TAP
1. Trong mat phang Oxy cho cdc diém A(-3 ; 2), B(—4; 5) va (-1 ; 3).
a) Chitng minh rang cic diém A'(2; 3), B (5 ; 4) va C’(3 ; 1) theo thit tir 1a anh
cua A, B va C qua phép quay tam O géc — 90°.
b) Goi tam giac A B C, la anh cua tam gidac ABC qua phép doi hinh c¢6 duoc

bang cach thuc hién lién ti€p phép quay tam O gbc —90° va phép d6i ximg
qua truc Ox. Tim toa do cac dinh cta tam gidac A B,C,.
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2. Cho hinh chit nhait ABCD. Goi E, F, H, K, O, I, J lan luot la trung diém cua cdc
canh AB, BC, CD, DA, KF, HC, KO. Chitng minh hai hinh thang AEJK va
FOIC bang nhau.

3. Ching minh rang : Néu mét phép doi hinh bién tam gidc ABC thanh tam gidc
A’B’C’ thi n6 cting bién trong taim cua tam gidc ABC tuwong tng thanh trong tim
cta tam gidc A'B'C".

§7. PHEP VI TU

I. PINH NGHIA

Pinh nghia

Cho diém O va s6 k# 0. Phép bién hinh bién méi diéem M
thanh diém M’ sao cho OM' =k OM dioc goi la phép vi tu
tam O, t 56’k (h.1.50).

Hinh 1.50

Phép vi tr tam O, t1 s6 k thudng duoc ki hiéu la V(O,k) . -

AJ

a)

Hinh 1.51
Vidul

a) Trén hinh 1.51a cdc di€ém A’, B’, O lin luot 1a anh cha cic diém A, B, O qua
phép vi tur tim O ti1s6 2.

b) Trong hinh 1.51b phép vi trr tim O, ti s6 2 bién hinh <# thanh hinh .
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A1 Cho tam giac ABC. Goi E va F tuong Ung la trung diém clia AB va AC. Tim mot
phép vi tu bién B va C tuong Ung thanh E va F.
Nhdn xét
1) Phép vi tr bi€n tdm vi tu thanh chinh no.
2) Khik = 1, phép vi tir 1a phép déng nhat.
3) Khi k =—1, phép vi tur 1a phép d6i xiing qua tdm vi tur.
HYM'=Vip M < M=V | (M)
(O, —)
Az Chimg minh nhén xét4.

II. TINH CHAT
_ Tinh chét 1

Néu phép vi tu tf s6'k bién hai diém M, N tuy ¥ theo thit tir
. thanhM', N’ thi M'N' = k.MN va M'N’ =1kl MN.

Chiing minh
Goi O la tam cua phép vi tu ﬁ s6 k. Theo dinh M’
nghn cua phep viturtaco: OM = AOM va M
— kON (h.1.52). Do dé6:
M'N'=ON'-OM'=kON - kOM 0
N N’
= k(ON —OM) = kMN. il 5.

Tir dé suy ra M'N" =kl MN.
Vi du 2. Goi A’, B, (' theo thif trr 1a anh cua A, B, C qua phép vi tu t1 s6 k.
Chitng minhrang AB=tAC,tre R < A'B'=tA'(C".

Giai

Goi O la tam cia phép vitutisé k,tacd A'B'=kAB, A'C'=kAC. Do dé6:

AB=1AC & %A’B' = I%A'(" S AB=tAC .
As Pé y rAng : diém B ndm gilta hai di€ém A va C khi va chi khi AB =tAC, 0<t<1.
SUr dung vi du trén ching minh ring néu diém B ndm gitta hai diém A va C thi

diém B’ nam gilfa hai diém A’ va (.

o,



Tinh chét 2

Phép vi tw ti s6'k :

a) Bién ba diém thang hang thanh ba diém thdang hang va bdo
toan thit tu giita cdc diém dy (h.1.53).

b) Bién duong thdng thanh dwong thang song song hodc tring
Vi né, bién tia thanh tia, bién doan thang thanh doan thdng.

¢) Bién tam gidc thanh tam gidc déng dang voi nd, bién goc
thanh géc bang né (h.1.54).

d) Bién duong tron bdan kinh R thanh dwong tron ban kinh kIR
(h:1.35).

Cl‘

Hinh 1.53 Hinh 1.54

Hinh 1.55

&4 Cho tam giac ABC c6 A’, B, (" theo thtr tu
la frung diém clia cac canh BC, CA, AB. Tim
mat phép vi tu bién tam giac ABC thanh tam
giac A'B’C” (h.156).

Hinh 1.56

Vi du 3. Cho diém O va dudng tron (1 ; R). Tim anh cua dudng trdon dé qua
phép vi tu tAm O t1 s6 —2.
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Giai
Ta chi can tim I’ = Vio.—2)(D bang cédch l4y trén tia d6i cta tia Of diém I” sao
cho OI’=201.Khidé anh cua (I ; R) 1a (I’ ; 2R) (h.1.57).
M'

Hinh 1.57

III. TAM VI TU CUA HAI PUONG TRON

Ta di biét phép vi tu bién duong tron thanh duong tron. Nguoc lai, ta ¢6 dinh
I sau

Dinh If

- Véi hai duong tron bdt ki luén cé mét phép vi tu bién duong
. tron nay thanh duong tron kia.

Tam cua phép vi tu dé duoc goi la tdam vi tir cua hai duong tron.
Cach tim tam vi tu cua hai duong tron

Cho hai duong tron (I ; R)va (I"; R").
Cé ba trrong hop xay ra :

e Truong hop I tring voi I’

r

: . , . R :
Khi d6 phép vi tr tam [ t1 s6 E va phép vi

r

U -
tw tAm 7 t1 s6 3 bi€n duong tron (I ; R)

thanh dudng tron (; R') (h.1.58).
e Triwong hop I khacI'vaR # R’. Hinh 1.58

Liy diém M bat ki thude dudng tron (I ; R), dudng thang qua I” song song véi
IM cat dudng tron (I3 R’) tai M"va M". Gid st M, M’ nam cung phia d6i véi
dudng thang I1' con M, M” nam khdc phia d6i véi duong thang I1'. Gia sir
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duong thang MM’ cat dudng thang I’ tai diém O niam ngoai doan thang 11,
con dudng thang MM” cat dudng thang /I’ tai diém 0, nam trong doan
thang 7' (h.1.59).

Ml

Hinh 1.59
R i
Khi d6é phép vi tw tam O ti s6 k = — va phép vi ty tam O, ti s6 k; =—— s&
R R

bién dudng tron (7 ; R) thanh dudng tron (I7; R’). Ta goi O la tam vi tu ngodi
con Oy la tam vi tu trong ciia hai duong tron ndi trén.

o Truong hop I khacI'vaR =R’. M M

Khi d6 MM’ /| II' nén chi c6
phép vi tur tim O, ti s6

R g r
k= = =1 bién dutng tron U OX/
(I ; R) thanh dudng tron (I”; R'). 77

N6 chinh 1a phép déi xing tim Hinh 1.60
O] (h.1.60).

Vidu4

Cho hai dudng tron (O ; 2R) va (O’ ; R) nam ngoai nhau. Tim phép vi trr bién
(O ; 2R) thanh (O’ ; R).

L gﬂi
%&f
2R R
R
7 |

1
F
(7] K

N

Hinh 1.61



Liy diém L bit ki trén dudng tron (O ; 2R), dudng thang qua O’, song song

v6i OL cat (O ; R) tai M va N (h.1.61). Hai dudng thang LM va LN cat dudng

thing OO’ 1an lwot tai I va J. Khi d6 cdc phép vi tur V[ va V [ S€
9ot

12| —

g

-

bién (O ; 2R) thanh (O’ ; R).
BAI TAP
1. Cho tam gidc ABC c¢6 ba géc nhon va H la truc tim. Tim anh cua tam gidc

, s
ABC qua phép vi tu tam H, t1s6 E

2. Tim tAm vi tu cua hai dudng tron trong cdc trudng hop sau (h.1.62)

00 O ©

Hinh 1.62

3. Chirng minh rang khi thuc hién lién ti€p hai phép vi tu tAm O s& duge mot phép
vi tr tdim O.

$8. PHEP DPONG DANG

Nha todn hoc ¢é Hi Lap néi ti€ng Py-ta-go
(Pythagore) tirng c¢6 moét ciau noéi dugc
ngudi doi nhéd mai : "DPimg thiy béng cla
minh & trén tudng rit to ma tudng minh vi
dai". That vay, bang cdch diéu chinh dén
chi€u va vi tri ditng thich hop ta cé thé tao
duoc nhitng cdi béng cua minh trén tudng
giéng hét nhau nhung ¢ kich thude to nho
khdc nhau. Nhirng hinh ¢6 tinh chit nhu thé
goi la nhitng hinh déng dang (h.1.63). Viy
th€ nao la hai hinh déng dang véi nhau ? Dé

Hinh 1.63

- A - - - - = A - - " - = a -~ -
hi€u moét cach chinh xac khai niém doé ta can dén phép bién hinh sau day.
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I. PINH NGHIA
Pinh nghia

Phép bién hinh F duoc goi la phép dong dang ti sé'k (k > 0),
néu vor hai diém M, N bdt ki va dnh M’, N’ tuong itng clia
chiing taluén co6 M'N"'= kMN (h.1 .64).

B
Bl
‘1 M
1
% f
i ]
% i
A N g N A

Hinh 1.64
Nhdn xét
1) Phép ddi hinh 1a phép déng dang ti s6 1.
2) Phép vi tur ti s6 k 1a phép dong dang ti s6 Ikl.
A1 Chttng minh nhén xét 2.
3) Néu thue hién lién ti€p phép déng dang ti s6 k va phép dong dang ti sé p ta
duoc phép dong dang t1 s6 pk.
Az Chtng minh nhén xét 3.

Vi du 1. Trong hinh 1.65 phép vi tr tAm O ti s6 2 bién hinh &/ thanh hinh &5.
Phép d6i xitng tam [ bi€n hinh &F thanh hinh €. Tir d6 suy ra phép déng
dang c6 dwoc bang cdch thuc hién lién ti€p hai phép bién hinh trén s& bién
hinhesZ thanh hinh €.

Hinh 1.65
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II. TINH CHAT

Tinh chat

Phép dong dang ti s6'k :

a) Bién ba diém thang hang thanh ba diém thing hang va
bdo toan thit tu giita cdc diém dy.

b) Bién ducng thing thanh duwong thdng, bién tia thanh fia,
bién doan thang thanh doan thdng.

c) Bién tam gidc thanh tam gidc dong dang voi nd, bién géc
thanh géc bang né.

d) Bién duong tron bdan kinh R thanh diong tron ban kinh kR.

As Ching minh tinh chat a.

Ad Goi A’, B’ lan luotla anh cla A, B qua phép déng dang F, fi s6 k. Chimng minh rang
néu M Ia trung diém clia AB thi M’ = F(M) Ia trung diém clia A'B".

1> Chit y. a) Néu moét phép déng dang bién tam giac ABC thanh tam gidc A'B'C’
thi né ciing bién trong tdm, tricc tam, tam cdc duong tron néi tiép, ngoqi 1iép
cua tam gidc ABC tuong irng thanh trong tam, truc tam, tam cdac duong tron
noi tiép, ngodi tiép cua tam gidc A'B'C’ (h.1.606).

2

Hinh 1.66

b) Phép déng dang bién da gidc n canh thanh da gidc n canh, bién dinh thanh
dinh, bién canh thanh canh.

III. HINH PONG DANG

Chiing ta dd biét phép doéng dang bi€n moét tam gidc thanh tam giic déng
dang véi né. Ngudi ta ciing chiing minh duge rang cho hai tam gidc déng
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dang véi nhau thi luén ¢6 mot phép déng dang bién tam gidc nay thanh tam
gidc kia. Vay hai tam gidc déng dang v&i nhau khi va chi khi c6 moét phép
déng dang bién tam gidc nay thanh tam gidc kia. Diéu do goi cho ta ciach dinh
nghia cdc hinh déng dang.

Pinh nghia

. Hai hinh duoc goi la déng dang véi nhau néu cé mot phép
. dong dang bién hinh nay thanh hinh kia.

Vidu?2

a) Tam gidc A'B’C’ la hinh déng dang cua tam gidc ABC (h.1.67a).

b) Phép vi tur tam / ti s6 2 bién hinh &7 thanh hinh &8, phép quay tim O géc
90° bién hinh &7 thanh hinh €. Do d6é phép déng dang c6é duoc biang cich
thire hién lién ti€p hai phép bién hinh trén s& bién hinh s thanh hinh €. Tir

dé suy ra hai hinh o va € déng dang véi nhau (h.1.67b).
&

b

a) b)
Hinh 1.67

Vi du 3. Cho hinh chir nhat ABCD, AC va BD cat nhau tai I. Goi H, K, L va J
lin luot la trung di€m cua AD, BC, KC va IC. Chitng minh hai hinh thang
JLKI va IHAB déng dang véi nhau.

Giai
Goi M la trung diém cua AB (h.1.68). Phép vi tr tam C, ti s6 2 bién hinh
thang JLKI thanh hinh thang IKBA. Phép d6i xiing qua dudng thang IM bién
hinh thang IKBA thanh hinh thang IHAB. Do d6 phép déng dang cé6 duoc



ﬁs Hai duong tron (hai hinh vuéng, hai

bang cdch thuc hién lién ti€p hai A H D

phép bién hinh trén bién hinh thang
JLKI thanh hinh thang IHAB. Tir d6
suy ra hai hinh thang JLKI va IHAB 1
déng dang véi nhau.

hinh chir nhat) bat ki c6 dong dang véi

nhau khong ? - K L ¢

Hinh 1.68

BAI TAP

. Cho tam gidc ABC. Xdc dinh anh cua né qua phép déng dang c6 duoc bang

; : o i, A
cach thuc hién lién ti€p phép vi tv tam B t1 s6 E va phép doéi xiing qua dudng

trung true cua BC.

. Cho hinh chit nhat ABCD, AC va BD cat nhau tai /. Goi H, K, L va J lan luot 1a

trung diém cta AD, BC, KC va IC. Chiing minh hai hinh thang JLKI va IHDC
déng dang v&i nhau.

. Trong mat phang Oxy cho diém I(1 ; 1) va dudng tron tam / ban kinh 2. Viét

phurong trinh cia dudng tron 1a anh cia dudng tron trén qua phép déng dang cé
duge bang cach thuc hién lién ti€p phép quay tam O, goéc 45° va phép vi tu
tAm O, t1 s6 \/5 :

Cho tam gidc ABC vuéng tai A, AH 1a dudng cao ké tir A. Tim mot phép déng
dang bién tam gidac HBA thanh tam gidc ABC'.

CAU HOI ON TAP CHUONG I

. Thé nao la mot phép bi€n hinh, phép doi hinh, phép déng dang ? Néu mdi lién

hé gitra phép doi hinh va phép déng dang.

. a) Hiy ké tén cdc phép ddi hinh di hoc.

b) Phép déng dang c6 phai la phép vi tu khéng ?

. Hay néu mot s6 tinh chit ding d6i véi phép doi hinh ma khéng ding déi véi

phép déng dang.
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Thé nao la hai hinh bang nhau, hai hinh déng dang v&i nhau ? Cho vi du.

Cho hai diém phan biét A, B va duong thang d. Hiy fim mot phép tinh tién,
phép déi xing truc, phép déi xitng tim, phép quay, phép vi tur thoa min mot
trong cdc tinh chat sau :

a) Bién A thanh chinh né ;
b) Bién A thanh B :

c¢) Bién d thanh chinh né.

. Néu cdch tim tim vi tu cua hai dudng tron.

BAI TAP ON TAP CHUONG I

. Cho luc gidc déu ABCDEF tam O. Tim anh cua tam gidc AOF

a) Qua phép tinh tién theo vecto zﬁ -
b) Qua phép déi xitng qua dudng thang BE ;

¢) Qua phép quay tam O gbc 120°.

. Trong mat phing toa d6 Oxy cho di€ém A(-1 ; 2) va dudng thang d ¢ phuong

trinh 3x+ y+ 1 =0. Tim anh cua A va d

a) Qua phép tinh tién theo vecto ¥V =(2; 1) ;
b) Qua phép déi xirng qua truc Oy ;

¢) Qua phép déi xiing qua gbc toa do ;

d) Qua phép quay tam O goéc 90°.

Trong mat phang toa do Oxy, cho dudng tron tam (3 ; —2), ban kinh 3.

a) Viét phuong trinh cua dudng tron dé.

b) Viét phuong trinh anh cua dudng tron (7 ; 3) qua phép tinh ti€n theo vecto

Vo= (25 D).

¢) Viét phwrrong trinh anh cua dudng tron (5 3) qua phép déi xitng qua truc Ox.

d) Viét phuong trinh anh cia dudng tron (7 ; 3) qua phép déi ximg qua géc toa do.

Cho vecto v, dudng thang d vuéng gbc véi gid clia V. Goi d' 1a anh clia d qua
- - l —p - - = - - - af - =

phép tinh tién theo vecto =i Chirng minh rang phép tinh tién theo vecto v la

—

két qua ctia viéc thuc hién lién ti€p phép d6i xitng qua céc dudng thang d va d'.
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. Cho hinh chir nhat ABCD. Goi O la tim d6i xing cua né. Goi I, F, J, E lan luot

Ia trung di€ém cua cdc canh AB, BC, CD, DA. Tim anh cua tam gidc AEO qua
phép déng dang c6 duoc tir viéc thuc hién lién ti€p phép doi xing qua dudng
thang 1/ va phép vi tu tim B, ti s6 2.

. Trong mat phang toa do Oxy, cho dudng tron tam (1 ; —3), ban kinh 2. Viét

phuong trinh anh cua dudng tron (I ; 2) qua phép déng dang c6 duoc tir viéce
thire hién lién ti€p phép vi tu tim O ti1 s6 3 va phép dbi xing qua truc Ox.

. Cho hai di€ém A, B va dudng tron tim O khong cé diém chung véi dudng thang

AB. Qua mdi diém M chay trén dudng tron (O) dung hinh binh hanh MABN.
Chitng minh rang diém N thuéec mét duodng tron xac dinh.

CAU HOI TRAC NGHIEM CHUONG I

. Trong cac phép bién hinh sau, phép nao khéng phai la phép doi hinh ?

(A) Phép chi€u vuéng géc 1én mot dudng thang ;
(B) Phép dong nhit ;

(C) Phép vi tuti s6 —1 ;

(D) Phép dai xing truc.

. Trong cic ménh dé sau, ménh dé nao sai ?

(A) Phép tinh ti€n bién dudng thang thanh dudng thang song song hodc tring
vOilno ;

(B) Phép ddi xitng truc bién dudng thing thanh dudng thang song song hoic
trung voi no ;

(C) Phép déi xitng tim bién dudng thang thanh dudng thang song song hoic
trung vo1 no ;

(D) Phép vi tu bién dudng thang thanh dudng thang song song hoic triing véi né.

. Trong mat phang Oxy cho dudng thang d ¢é phwong trinh 2x — y + | = 0. D€

phép tinh ti€n theo vecto V bién d thanh chinh né thi ¥ phai la vecto nio trong
cac vecto sau ?

AV =(2;51); (B) ¥
(©) ¥V =(1:2); (D) ¥ =

2;-1);
-1;2).

23



Trong mat phang toa dé Oxy, cho Vv = (2 ; —1) va diém M(-3 ; 2). Anh cla
diém M qua phép tinh tién theo vecto vV |a diém c6 toa do nao trong cdc toa do
sau ?

(A9 (85 3); B)(l:1);
(G-l (DY (L ==1).

. Trong mat phang toa dé Oxy cho dudng thang d ¢6 phuong trinh : 3x — 2y+ 1 = 0.

Anh clia dudng thang d qua phép ddi xing truc Ox ¢6 phwong trinh 1a :
A)3x+2y+1=0; (By—3x+2y+1=0;
(Ci3a+ 1 =20 (D)3x—2y+ 1 =0,

. Trong mat phang toa dé Oxy cho dudng thang d c6 phuong trinh :

3x—2y— | = 0. Anh cta dudng thing d qua phép déi xiing tam O ¢6 phuong
trinh la :

(A)3x+2y+1=0; (B)-3x+2y-1=0;
(C)3x+ 2y—1=0; (D)3x—2y—1=0.

. Trong cic ménh dé sau, ménh dé nao sai ?

(A) C6 mot phép tinh ti€n bi€n moi di€ém thanh chinh né6 ;
(B) C6 mét phép ddi xirng truc bi€n moi diém thanh chinh né ;
(C) C6 mét phép quay bién moi di€ém thanh chinh né ;

(D) C6 mot phép vi tu bién moi di€ém thanh chinh né.

8. Hinh vuéng c6 may truc déi xirng ?

(A) I; (B) 2;

(C) 4; (D) v6 s6.
9. Trong cdc hinh sau, hinh nao ¢6 v6 s6 tim doéi ximg ?

(A) Hai dudng thang cat nhau ; (B) Buongelip ;

(C) Hai dudng thang song song ; (D) Hinh luc gidc déu.
10. Trong cic ménh dé sau, ménh dé nao sai ?
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(A) Hai dudng thang bit ki luén déng dang ;
(B) Hai dudng tron bat ki luén déng dang ;
(C) Hai hinh vuéng bat ki luén déng dang ;
(D) Hai hinh chit nhat bat ki luén déng dang.



Ap dung phép bién hinh
dé giai toan

Bai toan 1

Hai thanh phé M va N nam & hai phia ciia m6t con séng rong c6 hai bd a va b
song song vo&i nhau. M nam phia bd a, N nam phia bd b. Hay tim vi tri A nam
trén bd @, B nam trén bd b dé x4y mot chi€c cau AB néi hai bd séng dé
sao cho AB vuéng goc v6i hai bo séng va tong cdc khoang cich MA + BN
ngan nhat.

Giai
Gia sir da tim duroe cdc di€ém A, B thoa
min diéu kién cua bai todan (h.1.69).
LAy cic diém C va D twong tng thude ¢ M
a va b sao cho CD wvuéng goc vai a.
Phép tinh tién theo vecto CD bién A l b
thanh B va bién M thanh diém M’. Khi D
doé MA = M'B. Do dé :

MA + BN ngan nhit < M'B + BN ngan nhat N
Hinh 1.69

& M’, B, N thang hang.

Bdi todn 2
Trén mot ving déng bang c¢6 hai khu dé thi A va B nam cung vé mét phia
d6i voi con dudng sat d (gia sir con duwdng dé thang). Hiy tim mot vi tri C

trén d dé xay dung mét nha ga sao cho téng cic khodng céch tir €' dén trung
tAm hai khu dé thi d6 1a ngan nhat.

Tir bai todn thuce tién trén ta ¢6 bai toan hinh hoc sau :

Al
Cho hai diém A va B nam vé ciing mot
phia déi véi dwong thang d. Tim trén d 4
diém C sao cho AC + CB ngdn nhdt. d c
;. 2. i
Gi4 st di tim duoc diém C. Goi A’ 1a A
anh cua A qua phép déi xirng truc d. B Hinh 1.70
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Khi d6 AC =A'C. Do dé :

AC + CB ngan nhit < A'C + CB ngan nhat

< B, C, A’ thang hang (h.1.70).

Bdi todn 3

Cho tam gidc ABC. Goi H la truc tim cta tam gidc, M la trung diém canh
BC. Phép d6i xing tam M bién H thanh H’. Chitng minh rang H’ thudc

dudng tron ngoai ti€p tam gidc ABC.

Goiy
— C6 nhan xét gi vé tif giac BHCH', géc ABH' va géc ACH' (h.1.71) ?
A

— Chitng minh tir gidc ABH'C 1a t@ gidc ndi
tiép. Tir d6 suy ra diéu phai chitng minh.

Nhdn xét. Goi (O) la dudng tron ngoai
tiép tam gidc ABC. C6 dinh B va C thi M
ciing c6 dinh. Khi A chay trén (0) thi theo
bai toan 3, H' cing chay trén (0). Vi truc
tim H la anh cua H' qua phép dbi xing
tam M nén khi dé H s€ chay trén duong
tron (0" la anh coa (O) qua phép doéi
Xung tam M.

Bdi todn 4
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Hinh 1.71

Cho tam gidgc ABC nhu hinh 1.72. Dung vé phia ngoai cua tam gidc d6 cdc
tam gidc BAE va CAF vuoéng can tai A. Goi I, M va J theo thif tr 1a trung di€ém
cua EB, BC va CF. Chitng minh rang tam gidc IMJ 1a tam gidc vuéng cén.

Giai
Xét phép quay tam A, goéc 90° (h.1.72).
Phép quay nay bién E va C lan lvot thanh B
va F. Tir dé suy ra EC = BF va EC | BF.
Vi IM la dudng trung binh cla tam gidc

1
BEC nén IM || EC va IM = EE(_..‘. Tuong

B M C
Hinh 1.72



tu, MJ /| BF va M = ];BF. Tir d6 suy ra IM = MJ va IM 1. MJ. Do dé tam

—

giac IM.J vudng can tai M.

®Bdi todn §
Cho tam gidac ABC nhu hinh 1.73. Dung vé phia ngoai cua tam gidc dé cdc
hinh vuéng ABEF va ACIK. Goi M 1a trung diém ctia BC. Chitng minh rang
AM vudng goc voi FK va AM = %FK.

;- 2

Goi D la anh cua B qua phép déi ximg
tam A (h.1.73). Khi dd AD =AB = AF va F / K
AD 1 AF.Phép quay tim A géc 90°
bién doan thang DC thanh doan thang

FK.Do d6 DC = FK va DC | FK. Vi
AM la dudng trung binh cua tam gidc

E I

|
BCD nénAM || CD va AM = = €., x:

l
TirdosuyraAM | FKvaAM = EFK. Hinh 1.73

Bai todn 6
Cho tam gidc ABC ndi tiép dudng tron tim O ban kinh R. Cac dinh B, C ¢6
dinh con A chay trén dudng tron dé. Chirng minh rang trong tim G cua tam
giic ABC chay trén mot dudng tron.
Giai
Goi / la trung diém cua BC. Do B va C ¢6 dinh A
nén I ¢6 dinh (h.1.74). Ta ¢6 G luén thude IA

— | —

l ] a ‘]
sao cho IGG = EIA. Viy c6 thé xem G la anh cua

o
A qua phép vi tu tam 1, t1 s6 % Goi O’ 1a anh G
o'
cua O qua phép vi trr dé, khi A chay trén (O ; R) I
qua phep vi tu X 1 2 \\‘—_’/ C
thi tap hop cac diém G la dudng tron [O' : ER]
la anh cua (O ; R) qua phép vi tu trén. Hinh 1.74
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Bdi toan 7

40

Cho diém A nam trén nira dudng tron tim O, dudng kinh BC nhu hinh 1.75.
Dung vé phia ngoai cua tam gidc ABC hinh vuéng ABEF. Goi I 1a tam déi
xirng cua hinh vuéng. Chitng minh rang khi A chay trén nira dudng tron da
cho thi 7 chay trén mét nira dudng tron.

. Pu

Gai

Trén doan BF liy diém A’ sao cho
BA’ = BA (h.1.75). Do gb6c luong

gidc (BA ; BA’) lu6n bang 45° va
BI BI 1BF 2
BA' BA 2BA 2
nén c6 thé xem A’ 1a anh cta A qua Hinh 1.75

khéng déi,

.")
phép quay tam B, goc 45° ;I 1a anh ctia A" qua phép vi tr tam B ti s6 g

Do dé6 I 1a anh cua A qua phép déng dang F ¢6 duoc bang cich thuc hién

>
lién ti€p phép quay tim B, géc 45° va phép vi tu tam B, ti s6 g Tir do

—

suy ra khi A chay trén nira dudng tron (O) thi [ ciing chay trén niwra dudng
tron (O7) 1a anh cua nira dudng tron (O) qua phép déng dang F.

Gidi thieu

vé hinh hoc frac—tan (Tractal)

Bo-noa Man-den-bo-ré (Benoit Mandelbrot = sinh n&m 1924)



Quan sit canh dwong xi1 hay
hinh vé bén ta thiy mdi nhanh
nhd clia né déu déng dang véi
hinh toan thé. Trong hinh hoc 3
ngudi ta cling gap rat nhiéu -
hinh ¢6 tinh chidt nhuo vay.
Nhitng hinh nhr thé€ goi la
nhitng hinh tv déng dang. Ta sé

xét thém moét s6 hinh sau day.

Cho doan thang AB. Chia doan thang d6 thanh ba doan bang nhau AC = CD = DB.
Dung tam gidc déu CED r6i bd di khoang CD. Ta sé& duoc dudng gip khiic
ACEDB ki hiéu 1a K. Viéc thay doan AB bang dudng gip khic ACEDB goi la
mot quy tac sinh. Lap lai quy tic sinh d6 cho cdc doan thang AC, CE, ED, DB
ta duoc dudng gip khiic K. Lap lai quy tac sinh d6 cho cdc doan thang clia
duong gip khic K, ta duge dudng gap khic Kj... . Lap lai mdi qua trinh do ta
duoc mot dudng goi 1a dudong Von Kéc (d€ ghi nhian ngudi diu tién di tim ra
né vio nam 1904 — Nha toan hoc Thuy Dién Helge Von Koch).

E
i / \ A YAZ_/L
2%
A C D B

Puong Von Kéc

Ciing lap lai quy tac sinh nhu trén cho cdc canh cia mot tam gidc déu ta
duwoge moét hinh goi la béng tuyét Vén Kaoc.

/NTIES

Béng tuyét Von Kéc
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Biy gid ta xuit phat tir mét hinh vuéng. Chia né
thanh chin hinh vuéng con bang nhau réi xoa di
phén trong cua hinh vuéng con & chinh gitra ta dwoc

hinh X,. Ta lap lai qué trinh trén cho m&i hinh vuéng

con cua X, ta s€ duge hinh X;. Ti€p tuc mii qud trinh

dé ta s€ duwoc mot hinh goi la tham Xéc-pin-xki
(Sierpinski).

Cdc hinh néu & trén la nhimg hinh tu déng dang hoac mot bd phin cua
ching la hinh tuv déng dang. Chiing duoc tao ra bang phuong phap lap, c6
quy tac sinh don gian nhung sau mot s6 budc trd thanh nhitmg hinh rat phic
tap. Nhirng hinh nhu thé goi la cdc tractal (tir fractal ¢6 nghia la gdy, vd).
Khéng phai hinh tr déng dang nao cling la mét tractal. Mét khoang cua
dudng thang ciing ¢6 thé xem la moét hinh tr déng dang nhung khéng phai [a
mot tractal.

Du6i day 1a mét s6 tractal khéc.

Mac du cdc fractal da duoc bi€t dén tir dau thé ki XX, nhung mii dén thip
nién 80 cua thé ki XX nhad todn hoc Phdp gbéc Ba Lan Bo-noa
Man-den-bo-r6 (Benoit Mandelbrot) méi dura ra moét 1i thuyét ¢6 hé thong dé

nghién ciu ching. f)ng goi d6 la Hinh hoc tractal.

Ngay nay v&i su hd tro cua cong nghé théng tin, Hinh hoc fractal dang phat
trién manh mé&. Li thuyét nay c6 nhiéu ttng dung trong viéc mé ta va nghién
cifu cdc céu tric gip gay, 16i 16m, hén don... ctua thé gidi tr nhién, diéu ma
hinh hoc O-clit théng thudng chwra lam duoc. N6 cing 1a mét céng cu mdi,
c6 hiéu luc dé gép phin nghién
ctfu nhiéu mén khoa hoc khic nhu
Vit Ii, Thién van, Pia li, Sinh hoc,
Xay dung, Am nhac, HO1 hoa,...

Sau day la s6 hinh tractal trong
tu nhién.




=1 - - - -
DUONG THANG VA MAT PHANG
TRONG KHONG GIAN.
QUAN HE SONG SONG

4 Pai cuong vé dudng thang va mat phéang

4 Hai dudng thang chéo nhau va hai dudng thang
song song

% Pudng thang va mit phang song song

¥ Hai mit phang song song

< Phép chiéu song song
Hinh biéu dién cia mét hinh khéng gian

Hinh 2.1

Truéc day chiing ta da nghién clu cac tinh chat clia
nhitrng hinh ndm trong mat phang. Mén hoc nghién
cllu cac tinh chat cla hinh ndm trong mat phéng
dudc goi |a Hinh hoc phang. Trong thuc té, ta
thudng gdp cac vat nhu : hép phan, ké sach, ban
hoc ... Ia cac hinh trong khéng gian. Mén hoc nghién
cliu cac tinh chat cla cac hinh trong khéng gian
dudc goi la Hinh hoc khéng gian (h.2.1).
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§1. DAl CUONG VE PUGNG THANG
VA MAT PHANG

I. KHAI NIEM MO PAU

44

1. Miit phing

Mit bang, mat ban, mat nudc hé yén lang cho ta hinh anh mot phin ciia mat
phang. Mat phang khéng cé bé day va khong ¢6 gidi han (h.2.2).

a) b) c)
Hinh 2.2

e D¢ bi€u dién mat phang ta thuong ding hinh binh hanh hay mot mién géc
va ghi tén ctia mat phang vao mot géc ctia hinh biéu dién (h.2.3).

A/ £

Hinh 2.3

e D¢ ki hiéu mat phang, ta thudng ding chif cdi in hoa hodc chit cdi Hi Lap
dit trong diu ngoic ( ). Vi du : mat phang (P), mat phang (Q), mit phang (&),
mat phang () hoac viét tat 1a mp(P), mp(Q), mp( ), mp(H) hoac (P), (Q),
(@), (P)...

2. Piém thuéc mdt phdng
Cho di€ém A va mat phang ().

Khi diém A thuéc mdt phang (@) ta néi A nam trén (@) hay (@) chita A, hay
(@) di qua Avakihiéula A € (@).



Khi di€ém A khong thuéc mdt phang () B
ta n6i diém A nam ngoai (&) hay (@)

khong chita Avakihiéula A ¢ (@). \
A

Hinh 2.4 cho ta hinh bi€u dién cta diém 4

A thu6c mat phang (&), con di€ém B khong 21 '\

thudc ().

Hinh 2 4
3. Hinh biéu dién cia mot hinh khong gian

Pé nghién citu hinh hoc khéng gian ngudi ta thudng vé cic hinh khéng gian 1én
bang, 1én gidy. Ta goi hinh v& dé Ia hinh biéu dién ctia mét hinh khéng gian.

— Ta ¢6 mo6t vai hinh biéu dién ctia hinh lap phuong nhu trong hinh 2.5.

Hinh 2.5

— Hinh 2.6 1a mot vai hinh bi€u dién ctia hinh chép tam gidc.

Hinh 2.6
A1 Hay v& theém mét vai hinh biéu dién ca hinh chop tam giac.

Pé v& hinh biéu dién clia mét hinh trong khéng gian ngudi ta dua vio nhitng

quy tac sau day.

— Hinh biéu dién ctia dudng thing 13 dudng thang, ctia doan thang 14 doan thang.

— Hinh biéu dién cta hai dudng thing song song 12 hai dudng thang song song,
cta hai dudng thang cat nhau 1a hai dudng thang cat nhau.

— Hinh biéu dién phai giit nguyén quan hé thuoc giita diém va dudng thang.

— Diing nét v& lién dé biéu dién cho dudng nhin thiy va nét dit doan bi€u
dién cho dudng bi che khuat.

Céc quy tac khac s& duoc hoc & phén sau.
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II. CAC TINH CHAT THUA NHAN

Pé nghién citu hinh hoc khong gian, tir quan sit thuc tién va kinh nghiém
ngudi ta thira nhan mot s6 tinh chét sau.

Tinh chdft 1

. Co mot va chi mot duong thdang di qua hai diém phdn biét.

Hinh 2.7 cho thiy qua hai
diém A, B c6 duy nhit mot
duong thang.

Hinh 2.7
Tinh chdt 2

. Cémot va chi mét mdt phang di qua ba diém khoéng thang hang.

Nhu vidy mot mat phang hoan toan xdc dinh

néu biét né di qua ba diém khéng thang i C
hang. Ta ki hiéu mat phang qua ba diém B-
khong thang hang A, B, C la mdt phdng

(ABC) hodc mp (ABC) hodc (ABC) (h.2.8). Hnh20

Hinh 2.9. Clu Binh & Hoang Thanh, Hué Hinh 2.10
Quan sdt mét mdy chup hinh dat trén mdt gia ¢6 ba chan. Khi dat né 1én bat

ki dia hinh nao né ciing khéng bi gap ghénh vi ba diém A, B, C (h.2.10) luén
nam trén mot mat phang.
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Tinh chét 3

. Néu mot duong thang c¢é hai diém phdan biét thuéc mét mdt
phdng thi moi diém ciia diwong thang déu thuéc mdt phdang do.

Az Tai sao ngudi tho moc kiém tra dé phang
mat ban bing cach ré thudc thang trén
matban 2 (h2.11).

Néu moi diém cua dudng thang d déu
thuéc mat phang (&) thi ta néi dudng
thang d nam trong (&) hay (@) chia d
va kihiéulad c (@) hay (o) D d.

As Cho tam giac ABC, M la diém thuéc phan 4 Hinh 2.11
kéo dai cla doan BC (h.2.12). Hay cho
biét M c6 thuéc mat phang (ABC) khong
va duong thdng AM c6 ndm trong mat
phang (ABC) khong ?

B C M

R Ty Hinh 2.12

Tén tai bén diém khong ciing thuéc mot mdt phang.

Néu ¢6 nhiéu diém ciing thuéc moét mat phang thi ta néi nhiing di€m dé
dong phang, con néu khong c6 mat phang nao chita cic diém dé thi ta néi
rang chiing khéng déng phdang.

Tinh chét 5

Néu hai mdt phang phan biét c6 mot diém chung thi chiing

I T
i con co mot diém chung khac niia.

Tir d6 suy ra : Néu hai mdt phdng phdn biét c6 mér diém chung thi chiing sé
c6 mot duong thang chung di qua diém chung dy.

Hinh 2.13. Mat nudc va thanh dap giao nhau theo duong thang.
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R

ctia (&) va (B vakihieulad = (&) N (B
(h.2.14).

Pudng thang chung d cta hai mat phing
phan biét (@) va (B) duoc goi la giao tuyén
d

Hinh 2.14

Ad Trong mat phéng (P), cho hinh binh
hanh ABCD. L8y diém S ndm ngoai
mat phang (P). Hay chi ra mot diém
chung clia hai mat phang (SAC) va Hinh 2.15
(SBD) khac diém s (h.2.15).

A
B
C
&5 Hinh 2.16 ding hay sai ? Tai sao ? =
K/~

M/ \ ~

) L

I

. L

I %
i kY
. Hinh 2.16

Tinh chdt 6

Trén moi mdt phang, cdc két qud da biét trong hinh hoc phdng

o déu diing.

I1I. CACH XAC PINH MOT MAT PHANG
1. Ba cdich xdc dinh mdt phang

Dua vao céc tinh chat duoc thira nhin trén, ta c¢é ba cdch xdc dinh mo6t mat
phang sau day.

a) Mat phang dwoc hoan toan xdc dinh khi bi€t né di qua ba diém khong
thang hang.
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Ba diém A, B, C khong thang hang xdc dinh mot mat phang (h.2.17).

b) Mit phang duoc hoan toan xdc dinh khi biét né di qua mot diém va chia
mot dudng thang khong di qua diém dé.

Cho dudng thang d va diém A khong thuée d. Khi dé diém A va dudng thang
d xdc dinh mot mat phang, ki hiéu 12 mp (A, d) hay (A, d). hodac mp (d, A) hay
(d, A) (h.2.18).

o

Hinh 2.17 Hinh 2.18

(==

Hinh 2.19

c¢) Mat phang duoc hoan toan xdc dinh khi bi€t né chita hai dudng thang cat nhau.

Cho hai dudng thang cat nhau @ va b. Khi dé hai dudng thang a va b xdc dinh
mot mat phang va ki hiéu 1a mp (a, b) hay (a, b), hoic mp (b, a) hay (b, a)
(h2.19).

A

2. Mét 56 vi du

Vi du 1. Cho bén diém khéng déng phang
A, B, C, D. Trén hai doan AB va AC liy hai
AM AN

diém M va N sao cho — =1 va —= =2,

Hiy xdc dinh giao tuyén clia mat phang
(DMN) véi cic mat phang (ABD), (ACD), B
(ABC), (BCD) (h.2.20).

. Hinh 2.20 -
Giai 5

Piém D va diém M ciing thuéc hai mat phang (DMN) va (ABD) nén giao
tuy€n ctia hai mat phang dé 1a dudng thang DM.
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Tuong tu ta c6 (DMN) n (ACD) = DN, (DMN) ~ (ABC) = MN.

) AM N i ;
Trong mat phang (ABC), vi —— # —— nén duong thang MN va B(C cat nhau
MB NC
tai mot diém, goi di€m dé 1a E. Vi D, E cing thuéc hai mat phang (DMN) va
(BCD) nén (DMN) n(BCD) =DE.

Vi du 2. Cho hai dudng thang cat nhau Ox, Oy va hai diém A, B khéng nim
trong mat phang (Ox, Oy). Biét ring dudng thang AB va mat phang (Ox, Oy)
c6 diém chung. Mot mat phang (@) thay déi luén luén chita AB va cit Ox, Oy
lan luot tai M, N. Chiitng minh ring dudng thang MN lu6n luén di qua mot
di€ém c¢6 dinh khi (&) thay déi.
w P

Gai
Goi I la giao diém cna dudng
thang AB va mat phang (Ox, Oy)
(h2.21). Vi AB va mat phang
(Ox, Oy) ¢6 dinh nén I ¢6 dinh. Vi
M, N, I 1a cic diém chung clia hai
mat phang (@) va (Ox, Oy) nén
chiing luén luén thang hang. Vay
dudng thang MN luén luén di qua
I c6 dinh khi (@) thay déi.

Hinh 2.21

Nhdn xét. D€ chitng minh ba diém thang hang ta ¢6 thé chirng minh chiing
ciing thuéc hai mat phang phén biét.

Vi du 3. Cho bén di€m khéng dong phang A, B, C, D. Trén ba canh AB, AC
va AD lan luot 14y cdc di€ém M, N va K sao cho dudng thang MN cat dudng
thang BC tai H, dudng thang NK cat dudng thang CD tai I, dudng thang KM
cat dudng thang BD tai J. Chiing minh ba diém H, I, J thang hang.

Gidi
Ta c6 .J 1a diém chung cua hai mat phfmg (MNK) va (BCD) (h.2.22).

J e MK
That vay, ta co = J € (MNK)
MK C (MNK)

JeBD
va — ] e (BCD).
BD c (BCD)



Li luin tuong tu ta c6 [, H cung la 4
diém chung ctia hai mat phang
(MNK) va (BCD).

Vay I, J, H nam trén giao tuyén
cia hai mat phang (MNK) va o
(BCD) nén 1, J, H thang hang.

Vi du 4. Cho tam gidc BCD va
diém A khong thudc mat phang
(BCD). Goi K la trung diém cua i s
doan AD va G la trong tam cua ' H
tam giic ABC. Tim giao diém

cia dudng thang GK va mat

phang (BCD).

Giai
Goi J 1a giao di€ém cta AG va BC.
Trong mat phang (AJD),

AG 2 AK 1

. —— nénGKva D
Al 3 AD 2
cat nhau (h.2.23). Goi L la giao
diém cta GK va JD.

LelD
Ta co =L e (BCD).
JDC(BED)

C

Hinh 2.23
Vay L 1a giao diém cta GK va (BCD).

Nhdn xét. D& tim giao diém ctia mot dudng thang va mét mat phang ta cé thé
dua vé viéc tim giao diém cia dudng thang dé véi mot dudng thang nam
trong mat phang da cho.

IV. HINH CHOP VA HINH TU DIEN

1. Trong mat phang () cho da gidc 16i Aphy A LAY diém S nam ngoai ().
Lan luot néi S véi cdc dinh AL A,, .., A taduocntam gidc SAA,, SA,A,, ..,
SA”AI. Hinh gém da giac A]A2 AH va n tam giac SA]AZ, SA,_,AS
SA, A, goi la hinh chép, ki hiéu 1a S.A /A, ... A . Ta goi S 1a dinh va da gidc
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AA, . A lamdt day. Cic tam gidc SA/A,, SA,A,, ..., SA A, duoc goi la
cac mdt bén ; cac doan SAI, SA. g SAH la cac canh bén ; cdc canh cua da

gidc day goi la cdc canh ddy cha hinh chép. Ta goi hinh chép c¢é diy la tam
gidc, t gidc, ngi gidc, ... 1an luot 1a hinh chop tam giac, hinh chop tir gidc,
hinh chop ngii giac, ... (h.2.24).

S

Hinh 2.24

2. Cho bén diém A, B, C, D khong déng phang. Hinh gém bén tam gidc ABC,
ACD, ABD va BCD goi la hinh tir dién (hay ngan gon la nir dién) va duoc ki hiéu
Ia ABCD. Cic diém A, B, C, D goi |a cic dinh cna tit dién. CAc doan thing AB,
BC, CD, DA, CA, BD goi la cic canh clua tit dién. Hai canh khong di qua mét
dinh goi 1a hai canh déi dién. Cic tam gidac ABC, ACD, ABD, BCD goi la céc
mdt cta tit dién. Pinh khéng nam trén mot mat goi la dinh déi dién véi mat d6.

Hinh tit dién ¢6 bén mat la cdc tam gidc déu goi la hinh nir dién déu.
Chit y. Khinéi d&€n tam gidc ta c6 thé hiéu 1a tip hop cic diém thudc cdc canh

hoac ciing c6 thé hi€u la tap hop cic diém thudec cic canh va cdc diém trong
cua tam gidc d6. Tuong tu c6 thé hi€u nhu vay déi véi da gidc.

AB Ké tén cac matbén, canh bén, canh day clia hinh chép & hinh 2.24.
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Vi du 5. Cho hinh chép SABCD day la hinh binh hanh ABCD. Goi M, N, P
lin lwot 12 trung di€ém cta AB, AD, SC. Tim giao diém cta mat phang (MNP)
vGi cdc canh clia hinh chép va giao tuyén cia mat phang (MNP) véi cic mat
cta hinh chép.

Gias
Pudng thaing MN cat dudng thang BC, CD lan luot tai K, L.
Goi E 1a giao diém cta PK va $B, F 1a giao di€ém cua PL va SD (h.2.25).

Ta co6 giao diém cna (MNP) v6i cic canh SB, SC,SD lan luot Ia E, P, F.



Tir dé suy ra
(MNP) N (ABCD)=MN,
(MNP) " (SAB) = EM,
(MNP) (SBC) = EP,
(MNP)~ (SCD) = PF

va (MNP) ~ (SDA) = FN. k%

Hinh 2.25

15 Chii y. Da gidc MEPFN c¢6 canh nam trén giao tuyén ctia mat phang (MNP)

s

vGi cdc mat cua hinh chép S.ABCD. Ta goi da gidac MEPFN 1a thiét dién (hay
mdit cdt) cua hinh chép SABCD khi cit bdi mat phang (MNP).

N6i mot cach don gian : Thiét dién (hay mdt cat) ctia hinh S khi cat bdi mat

phang (@) 1a phin chung cta J€ va ().

BAI TAP

. Cho diém A khoéng niam trén mat phang (&) chita tam giic BCD. Lay E, F 1a

cdc diém lan luot nam trén cdc canh AB, AC.
a) Chiing minh dudng thang EF nam trong mat phang (ABC).

b) Khi EF va BC cat nhau tai I, chiing minh 7 1a diém chung ctia hai mat phang
(BCD) va (DEF).

. Goi M la giao diém cta dudng thang d va mat phang (). Ching minh M 1a

diém chung clia (@) v6i mot mat phang bat ki chiia d.

Cho ba duong thang d,. d,, d; khong ciing nam trong mét mat phang va cat
nhau timg do6i mot. Chitng minh ba duong thang trén dong quy.

Cho bén di€ém A, B, C va D khéng déng phang. Goi G ,, Gy, G, G lin luot 1a
trong tAm cua cdc tam giac BCD, CDA, ABD, ABC. Chung minh rang AG,,
BG,, CG,., DG, dong quy.

Cho tif gidc ABCD nam trong mat phang () ¢6 hai canh AB va CD khéng song
song. Goi § 1a diém nim ngoai mat phang (&) va M 1a trung diém doan SC'.

a) Tim giao diém N cta dudng thang SD va mat phang (MAB).

)



10.
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b) Goi O 1a giao diém ctia AC va BD. Chitng minh ring ba dudng thang SO,
AM, BN dbéng quy.

. Cho bén diém A, B, C va D khong déng phang. Goi M, N lan luot la trung

di€ém ctia AC va BC. Trén doan BD 1iy diém P sao cho BP = 2PD.
a) Tim giao diém cna dudng thang CD va mit phang (MNP).
b) Tim giao tuyé&n cta hai mat phang (MNP) va (ACD).

. Cho b6n diém A, B, C va D khéng déng phang. Goi I, K 1an luot |a trung diém

ctia hai doan thang AD va BC.
a) Tim giao tuyén cta hai mat phang (IBC) va (KAD).

b) Goi M va N la hai diém l4n luot 14y trén hai doan thang AB va AC. Tim giao
tuy€n cta hai mat phang (IBC) va (DMN).

. Cho tit dién ABCD. Goi M va N lan luot la trung di€ém ctia cdc canh AB va CD,

trén canh AD 1ay diém P khong tring véi trung diém ctia AD.

a) Goi £ la giao di€ém cta dudng thaing MP va dudng thang BD. Tim giao
tuyén ctia hai mat phang (PMN) va (BCD).

b) Tim giao diém ctia mat phang (PMN) va BC .

. Cho hinh chép S ABCD c6 ddy la hinh binh hanh ABCD. Trong mat phang diy

vé dudng thang d di qua A va khong song song véi cdc canh ciia hinh binh hanh,
d cat doan BC tai E. Goi C'la mot di€ém nam trén canh SC.

a) Tim giao diém M ctia CD va mat phang (C’AE).

b) Tim thiét dién cta hinh chép cit bdi mat phang (C’AE).

Cho hinh chép SABCD c6 AB va CD khéng song song. Goi M la mot diém
thudc mién trong cua tam gidc SCD.

a) Tim giao diém N clia dudng thaing CD va mat phang (SBM).

b) Tim giao tuyén ctia hai mat phang (SBM) va (SAC).

¢) Tim giao diém I ctia dudng thang BM va mat phang (SAC).

d) Tim giao diém P cua SC va mit phang (ABM), tir dé suy ra giao tuyén cia
hai mat phﬁng (SCD) va (ABM).



§2. HAI PUONG THANG CHE O NHAU
VA HAI PUGNG THANG SONG SONG

Hinh 2.26 cho ta thdy hinh anh cua
nhiing dudng thang song song, dudng
thang chéo nhau. Cic khdi niém nay s&

dugc trinh bay sau day.

&1 Quan sat cac canh tudng trong I6p hoc va
xem canh tuong la hinh @nh cla dudng
thang. Hay chi ra mot s6 c3p duong thang
khong thé cung thudc mét mat phang.

Hinh 2.26

I. VI TRI TUONG POI CUA HAI PUONG THANG TRONG KHONG GIAN

Cho hai dudng thang @ va b trong khong gian. Khi d6 ¢6 thé xay ra mot trong
hai trudng hop sau.

Trieong hop 1. Cé6 mot mat phang chita a va b.

Khi dé ta néi @ va b dong phang. Theo két qua ctia hinh hoc phing cé ba kha
nang sau day xay ra (h.2.27).

LS/ = b/

amb= allb =

Hinh 2.27

i) a va b c6 diém chung duy nhit M. Ta néi a va b cdt nhau tai M va
kihiéulaa nb = {M}. Taconcé thé vi€tanb=M

i1) a va b khéng cé diém chung. Ta néi a va b song song vor nhau va ki hiéu
laa/lb

i) @ trung b, ki hiéu laa= b.

20



Nhuw vay, hai diwong thang song song la hai diwéng thang ciing ndm trong mot
mdt phdng va khéng c¢é diém chung.

Tricong hop 2. Khéng ¢é mat phang nio chia a va b.

Khi dé ta néi a va b chéo nhau hay a chéo voi b (h.2.28).
A

“\
1

, b
e
@ )
| c
Hinh 2.28 Hinh 2.29

Az Cho tir dién ABCD, chimg minh hai ducong th§ng AB va CD chéo nhau. Chira cap

dudng thang chéo nhau khac ciia tr dién nay (h.2.29).

II. TINH CHAT

56

Dua vao tién dé O-clit vé dudng thang song song trong mat phang ta ¢ cdc
tinh chit sau day.

Dinh f 1

Trong khéng gian, qua mét diém khéng nam trén duong thang
cho truéce, cé6 mét va chi moét duong thang song song voi

duwong thdng da cho.

Chitng minh
Gia st ta ¢6 diém M va dudng thiang d
khéng di qua M. Khi dé diém M va dudng
thang d xdc dinh mét mat phang () d
(h.2.30). Trong mat phang (), theo tién
dé O-clit vé dudng thang song song chi c6
mot duong thang d’ qua M va song song Hinh 2.30
véi d. Trong khong gian néu cé6 mot
dudng thang d” di qua M song song véi d thi d” ciing nam trong mit phang
(). Nhu vy trong mat phang (&) ¢6 d’, d’’ 1a hai dudng thang ciing di qua M
va song song vdi d nén d’, d” trung nhau.




Nhdn xét. Hai dudng thang song song a va b

xdc dinh mét mat phang, ki hiéu a mp (a, b)

hay (a, b) (h.2.31). 4
b

A cho hai mat phang (@) va (). Mot mat phéng /2

(5) cat () va (B) lan luot theo cac giao tuyén a

va bh. Chimg minh rang khi @ va b cat nhau tai /

Hinh 2.31

thi 7 1a diém chung clia () va () (h.2.32).

e
d
g

Dinh I 2 (vé giao tuyén ctia ba mat phang)

Néu ba mdt phang déi mot cdt nhau theo ba giao tuyén phdn
biét thi ba giao tuyén dy hodc déng quy hodc déi mot song
song voi nhau (h.2.32 va h.2.33).

>
/s

uu

‘}-—————————

h)
¥
[
[

Hinh 2.32 Hinh 2.33

Hé qua

Néu hai mdt phang phdn biét lan liot chita hai diuong thang
song song thi giao tuyén cua chiing (néu cé) ciing song song
voi hai diwong thiang dé hodc triing véi moét trong hai dirong

thang dé (h2.34a, b, ¢).
4
d 4
\ x
b) ¢}

d
a
dy

e

Hinh 2.34

ol
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Vi du I. Cho hinh chép SABCD cé day la
hinh binh hanh ABCD. Xac dinh giao
tuyén cia cic mit phang (SAD) va (SBC).
Giai

Cdc mat phang (SAD) va (SBC) c¢6 diém
chung § va lan luwot chita hai dudng thang
song song la AD, BC nén giao tuyén cla
ching 12 dudng thang d di qua § va song
song voi AD, BC (h.2.35).

Hinh 2.35

Vi du 2. Cho tir dién ABCD. Goi I va J lan luot la trung di€m ctua BC va BD.
(P) 1a mat phang qua 1J va cat AC, AD lan lwot tai M, N. Chiing minh ring tir
gidc IJNM la hinh thang. Néu M la trung diém cta AC thi ¢ gidc IJNM la

hinh gi ?
Giai

Ba mat phang (ACD), (BCD), (P) d6i mot
cat nhau theo cic giao tuyén CD, L], MN.
Vill// CD (IJ la dudng trung binh cia tam
gidc BCD) nén theo dinh 1li 2 ta co6
L7 [/ MN. Vay ti giac IJNM la hinh thang
(h.2.306).

Néu M 1a trung di€ém cta AC thi N 1a trung
di€ém cta AD. Khi dé tir giac IJNM cé6 mot
cap canh déi vira song song vira bang nhau
nén la hinh binh hanh.

Hinh 2.36
&

Trong hinh hoc phang néu hai dudng thang phin biét ciing song song véi
dudng thang thi ba thi ching song song véi nhau. Diéu nay vin diing trong

hinh hoc khéng gian.

Dinh 3

Hai duong thdang phdan biét
. cing song song véi diong
thang thit ba thi song song
voi nhau (h.2.37).

Khi hai dudng thang a va b ciing song song
voi duong thang ¢ ta ki hiéu a // b /[ ¢ va
goi la ha duong thang song song.

R
o

,—-—--—--——

i
A

Hinh 2.37



Vi du 3. Cho tit dién ABCD. Goi M, N, P, Q, R va § lan luot 1a trung diém cla
cdc doan thang AC, BD, AB, CD, AD va BC. Ching minh ring cdc doan thang
MN, PQ, RS déng quy tai trung diém ctia mdi doan.

. Pu
Gat
(Xem hinh 2.38)

Trong tam giac ACD ta ¢c6 MR la
dudng trung binh nén

MR //CD
(1)

MR = L('_.'D.
3

—

Tuong tu trong tam giac BCD, ta co

SN /]CD
| (2)
SN =—CD.
2
‘ MR /| SN Hinh 2 .38
Tu (1) va(2) tasuyra
MR =5SN.

Do dé tit giac MRNS la hinh binh hanh. Nhr vay MN, RS cat nhau tai trung
diém G ctia mdi doan.

Li luin tuong tu, ta ¢6 tif gidc PROS cling 13 hinh binh hanh nén PQ, RS cat
nhau tai trung diém G cta mdi doan. Vay PO, RS, MN déng quy tai trung
diém ctia mbi doan.

BAI TAP

1. Cho ti dién ABCD. Goi P, Q, R va S 1a bén diém lan luot 1ay trén bén canh AB,
BC, CD va DA. Chitng minh rang néu bén diém P, Q, R va § déng phang thi

a) Ba dudng thang PQ, SR va AC hoic song song hoic déng quy ;
b) Ba dudng thang PS, RQ va BD hoic song song hoic déng quy.
2. Cho tir dién ABCD va ba di€ém P, Q, R lan luot ldy trén ba canh AB, CD, BC.
Tim giao diém S ctia AD va mat phang (PQR) trong hai trudng hop sau day.
a) PR song song voi AC ;
b) PR cat AC.
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3. Cho tit dién ABCD. Goi M, N lan luot 1a trung di€ém ctia cdc canh AB, CD va G
Ia trung di€ém ctia doan MN.

a) Tim giao diém A’ cia dudng thang AG va mat phang (BCD).

b) Qua M ké dudng thang Mx song song véi AA’ va Mx cat (BCD) tai M’.
Chiing minh B, M’, A’ thang hang va BM' = M'A" = A'N.

c) Chirng minh GA = 3GA’.

§3. DPUGNG THANG
VA MAT PHANG SONG SONG

I. VI TRI TUONG POI CUA PUONG THANG VA MAT PHANG

Cho dudng thang d va mat phang (). Tuy theo s6 diém chung ctia d va (@), ta
c6 ba trrdong hop sau (h.2.39).

[T [T

d/l (e) dnm(a) = {M} dc(a)

Hinh 2.39

e d va (a) khéng cé6 diém chung. Khi d6 ta néi d song song véi (&) hay ()
song song void vakihiéu lad // (@) hay (@) // d.

o dva (a) cé moét diém chung duy nhdt M. Khi dé ta néi d va (@) cdt nhau tai
diém M va ki hiéu lad N (@)= {M} hayd n (@)= M.

o dva (&) cé tir hai diém chun g tro Ién. Khi do, theo tinh chéit 3 §1, d nam
trong (@) hay (@) chita d va ki hiéu d C (@) hay (@) D d.

A1 Trong phong hoc hay quan sat hinh anh clia dudng ﬂ"lfang song song vai méat phﬁng.
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II. TINH CHAT

D€ nhan biét dudng thang d song song véi mat phang (a) ta ¢6 thé can cif vio
s6 giao di€ém cta chiing. Ngoai ra ta ¢6 thé dua vao cdc diau hiéu sau day.

Dinh I 1

Néu duwong thang d khéng ndm trong mdt phang (@) va d song

= song vol dirong thiang d’ nam trong (@) thi d song song vai ( Q).

Chitng minh

Goi (/) la mat phang x4c dinh béi 2
hai dudng thang song song d, d'. d

Taco (a) N (P) =d (h240).

Néu d N (@) = {M} thi M thude d’

giao tuyé€n cua (@) va (P la d’ hay (24
d n d = {M}. Di€u ndy méu
thuan véi gia thi€t d // d’.

Vay d /] (@).

Hinh 240

Az Cho tf dien ABCD. Goi M, N, P lan luot 1a trung diém clia AB, AC, AD. Cac
duong thang MN, NP, PM c6 song song vdi mét phang (BCD) khong ?

Dinh I 2

Cho dwong thing a song song véi mdt phang (). Néu mdt
phdng (B) chita a va cdt (@) theo giao tuyén b thi b song song
voi a (h.241).

Hinh 2.41

Vi du. Cho tit dién ABCD. Lay M 1a diém thu6éc mién trong cua tam gidc ABC.
Goi () la mat phang qua M va song song véi cdc dudng thang AB va CD. Xdc
dinh thi€t dién tao bdi (&) va tir dién ABCD. Thiét dién d6 1a hinh gi ?
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Giai
Mait phang (&) di qua M va song song v6i AB nén (&) cat mat phang (ABC)
(chita AB) theo giao tuyén d di qua M va song song véi AB. Goi E, F lan luot
[a giao di€ém cta d v6i AC va BC (h.2.42).

Mat khac, (@) song song v6i D nén
(@) cit (ACD) va (BCD) (la cdc mat
phang chita CD) theo cic giao tuyén
EH va FG cung song song voi CD
(H e AD va G € BD).

Ta c¢6 thiét dién Ia tr gidc EFGH. Hon
ntra ta co

(@) /| AB va (ABD) n (@) = HG, tir d6 Hinh 2.42
suy ra HG /[ AB.

T giac EFGH c6 EF [ HG (/| AB) va EH /| FG (// CD) nén n6 la hinh binh hanh.

Tir dinh 1i 2 ta suy ra hé qua sau.

Hé qua \

Néu hai mdt phdng phan '

biét ciing song song voi / d
mét duong thdng thi giao Ra— g

tuyén cua chiing (néu co)
ciing song song Voi Z

duwong thang dé (h.2.43). Hinh 2.43

Hai dudng thang chéo nhau thi khéng thé ciing nam trong mét mit phang.
Tuy nhién, ta ¢6 thé tim dwoc mat phing chita dudng thang nay va song song
v6i dudng thang kia. Dinh 1i sau day thé hién tinh chat dé.

Pinh I 3

Cho hai duong thang chéo nhau. Cé duy nhdt mét mdt phdng

i+ chita duwong thang nay va song song voi diwomg thdng kia.

Chitng minh

Gia sir ta ¢6 hai dudong thang chéo nhau a va b.



Lo

LAy diém M bat ki thude a. Qua M ké b
duong thang b’ song song véi b. Goi
(@) 1a mat phang xdc dinh bdi a va b’

(h.2.44). i
Tacoé: b // b vab C (a),tir dé suy ra \

bl (a). .

Hon nifa (&) = a nén (&) 1a mat phang cin tim. Hinh 2.44

Ta chitng minh (&) 1a duy nhét. Thét viy, néu ¢6 moét mat phang () khic (@),
chita @ va song song véi b thi khi d6 (&), (£) 1a hai mat phang phan biét cing
song song v&i b nén giao tuyén cua ching la a, phai song song véi b. Diéu
nay mau thuin véi gia thi€t @ va b chéo nhau.

Tuwong tu ta ¢6 thé ching minh c¢é duy nhit mét mat phang chia b va song
song voi a.

BAI TAP

. Cho hai hinh binh hanh ABCD va ABEF khong ciing nam trong mot mat phang.

a) Goi O va O’ lan lwot 1a tAm cua cdc hinh binh hanh ABCD va ABEF. Ching
minh rang dudng thang OO’ song song vdi cic mat phang (ADF) va (BCE).

b) Goi M va N lan luot 1a trong tAm cua hai tam gidc ABD va ABE. Ching
minh dudng thang MN song song v6i mat phang (CEF).

. Cho tit dién ABCD. Trén canh AB 14y mét diém M. Cho (@) 1a mat phang qua M,

song song vdi hai duong thang AC va BD.
a) Tim giao tuy€n cua (&) véi cdc mat cua tir dién.

b) Thiét dién ctia tir dién cat bdi mat phang () 1a hinh gi ?

. Cho hinh chép SABCD c6 diy ABCD la mét tir gidc 16i. Goi O la giao diém

ctia hai dudng chéo AC va BD. Xac dinh thiét dién ctia hinh chép cat b&i mat
phang (@) di qua O, song song v&i AB va SC. Thiét dién dé la hinh gi ?

63



§4. HAl MAT PHANG SONG SONG

f.
/
‘_

&

Hinh 2.45 16( /
I. PINH NGHIA

Hai mdt phdang (@), (f) duwoc goi la song song

vor nhau néu chiing khéng cé diém chung.

Khi dé ta ki hiéu (@) // (p) hay (D) /] (@) Hinh 2.46
(h.246).

A1 Cho hai méat phéng song song (@) va (D). d
Buang thgng d nam trong () (h.2.47). Hoi d b \

va () co diém chung khong ?

II. TINH CHAT /{ /

Hinh 2.47

. Dinh i1

. Néumat phdng (@) chita hai diwong thang cdt nhau a, bva a, b
ciing song song voi mdt phang (P) thi (a) song song véi ().

Chitng minh
Goi M la giao diém cua a va b.

Vi (@) chita @ ma a song song véi (B nén (&) va (H) 1a hai mat phiang phin
biét. Ta can chirng minh (&) song song vdi (5).
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Gia str (@) va (f) khong song song va
cat nhau theo giao tuyén ¢ (h.2.48).
Taco

all(B)
(@) D a
(@)n(P)=c
bil(B)
(@)> b
()N (P)=c

=¥l

va =yl b

b T
/% / e
(+4 M - ”/

nl“.

'h-\
£y

/K /""’
—_— c

Hinh 248

Nhu vay tir M ta ké duoc hai dudng thang a, b ciing song song véi ¢. Theo

dinh Ii 1, §2, diéu nay mau thuin. Vay (@)

va (f) phai song song v&i nhau.

Az Cho tr dién SABC. Hay dung mat phang () qua trung diém 7 clia doan SA va song

song vdi mat phang (ABC).

Vidu 1. Cho tit dien ABCD. Goi G,G,,G, lan lugt la trong tdm cua cdc tam

gidic ABC, ACD, ABD. Chitng minh mat phang (G,G,G4) song song V&I mat

phang (BCD).

Gias
Goi M, N, P lan luot la trung diém cua
BC,CD, DB (h.249). Tacé:

Aof}I 2
M EAG[ va =—;
AM 3
AG, 2
N cAG, va —2==.
= AN 3
A(}3 2
P €AG, va —2=Z.
AP 3
AG,  AG,
Do doé = = suy ra G,G,//MN.
AM AN ot

Hinh 2.49

Vi MN nam trong (BCD) nén (.;lffz [[(BCD).

AG, _

AM
GG, [/(BCD). Vay (G,G,G5) /| (BCD).

AG

Tuong tu

P3 Suy ra GIGS Jf MP. Vi MP nam trong (BCD) nén
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Ta biét ring qua mot diém khéng thude dudng thiang d c¢6 duy nhit mot
dudng thang d” song song véi d. Néu thay dudng thang d bdi mat phang ()
thi dwoc két qua sau.

Dinh I 2 / s /
(71

Qua mot diém nam ngoai mot

mdt phang cho truéc ¢6 moét va
chi moét mdt phang song song

voi mdt phang dd cho (h.2.50).

Hinh 2.50
Tir dinh i trén ta suy ra cdc hé qua sau.

Hé qua 1

Néu dwong thang d song song / /
B

véi mdt phang () thi qua d cé

duy nhdat mot mdt phdng song

song voi (&) (h.2.51). /( /
(3

Hinh 2.51

Hé qua 2
Hai mdt phdng phdn biét ciing song song véi mdt phdng thit
ba thi song song voi nhau.

Hé qua 3

Cho diém A khéng ndm trén

mdt phdang (a). Moi duong
thang di qua A va song song X

voi (@) déu nam trong madt

phing di qua A va song song
voi (@) (h.2.52).

Hinh 2.52

Vi du 2. Cho tit dién SABC ¢6 SA = SB = SC. Goi Sx, Sy, 8z lan lwot 1a phéan
gidc ngoai cua cdc gée S trong ba tam gidc SBC, SCA, SAB. Chirng minh :

a) Mat phang (Sx, Sy) song song v&i mat phang (ABC) ;

b) Sx, Sy, 8z ciing nam trén mét mat phang.



B B C
Hinh 2.53

a) Trong mat phang (SBC), vi Sx 12 phan gidc ngoai cia géc S trong tam gidc
can SBC (h.2.53) nén Sx // BC. Tir doé suy ra Sx // (ABC). (1)

Tuwong tu, ta c6 Sy // (ABC). (2) va Sz /| (ABC).

Tir (1) va (2) suyra: (Sx, Sy) // (ABC).

b) Theo hé qua 3, dinh 1i 2, ta c6 Sx, Sy, 8z 12 cdc dudng thang cing di qua S
va ciing song song voi (ABC) nén Sx, Sy, 87 ciing nam trén mot mat phing di
qua S va song song vol (ABC).

Pinh I 3

Cho hai mdt phang song song. Néu mét mdt phang cdt mdt

phang nay thi ciing cat mat phang kia va hai giao tuyén song

“

song voi nhau.

Chitng minh
Goi (@) va (f) 1a hai mat phang song song. Gia
str (7) cat (@) theo giao tuyén a. Do (%) chia a
(h.2.54) nén (» khéng thé tring véi (f). Vi vy
hoac () song song véi () hoac () cat (B). Néu
(7 song song voi (L) thi qua @ ta c6 hai mat

phang (@) va (» cung song song véi (H). Diéu
nay vo li. Do d6 () phai cat (). Goi giao tuyén
cua(pva(plabhb.

Hinh 2.54
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Tacéa c (a)vab c (Hma(d)//(B)néna n b=, Viy hai dudng thing
a va b cling nam trong mot mat phang (% va khoéng c¢é di€m chung nén a // b.

| Héqud

Hai mdt phang song song chan trén hai cdt tuyén song song

nhitng doan thiang bang nhau.
Chiing mink \e \b

Goi (&) va (f) 1a hai mat phang song song va \)A'
( la mat phang xdc dinh bdi hai dudng A !

thang song song a, h. Goi A, B lin luot 1a 1\ \
giao diém ctia dudng thang a véi (@) va (0) ;
A’, B’ lin luot 1a giao diém cta dudng thang b /{ B\/\‘B/
voi (@) va (f) (h.2.55). Theo dinh li 3 ta co ‘\ :
(@) /1(B)
(7)Y (a) = AA" Hinh 2.55

(7)N(B)= BB’
Tir d6 suy ra AA" // BB'.

Vi AB song song v6i AB’ (do a song song vdi b) nén tir giac AA'B'B 1a hinh
binh hanh.

Vay AB=AB’.
4\

II1. PINH LI TA-LET (THALES) /,Sﬁf"") A /

Aa Phat biéu dinh Ii Ta-lét trong hinh hoc phﬁng. A B f/ \\
r IB’ /

Dinh I 4 (Dinh 1i Ta-1ét)

/ \
Ba mdt phdang doéi mot song A C'N /
song chdn trén hai cdt tuyén l C’
bdt ki nhitng doan thdng / \
tirong iing ti lé.

Hinh 2.56

Néu d, d’ 1a hai cdt tuyén bét ki cit ba mat phang song song (@), (), (») lin
luot tai cic diém A, B, C va A’, B', C’ (h.2.56) thi

AB BC CA
AI'BF BF(,Yf (,.Y’AF
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IV. HINH LANG TRU VA HINH HOP

Cho hai mat phang song song (@) va (&'). Trén (&) cho da giic 16i
AA, ... A, . Qua cic dinh A, A,, ..., A, ta v&€ cic dudng thang song song

vGi nhau va cat (&) lan luot tai A;, A, A;!.

Hinh gém hai da gidic A/A,.. A , AA,... A va cic hinh binh hanh
AAAA,, A A ALA;, .., A A AA| duge goi la hinh ldng tru va dugc ki
hidu 12 A/A,... A .AIA}.. A (h.257).

- Hai da gidc AA,..A va
¥ n

AJAS LA duge goi 1a hai mat ddy

cua hinh lang tru.

— Cic doan thang AJAI', AgAé,...,
A A duge goi la cic canh bén cua
hinh lang tru.

— Céac hinh binh hanh AlAiA'zA:,
AAALA;, .., A A AA duge goi

12 cac mdt bén cua hinh lang tru.

— Céc dinh cua hai da gidc duoc goi
la cdc dinh cua hinh lang tru. Hinh 2.57

Nhdn xét
e C4c canh bén cua hinh lang tru bang nhau va song song véi nhau.

e Cic mat bén cua hinh lang tru l1a cdc hinh binh hanh.
e Hai ddy cua hinh lang tru la hai da gidc bang nhau.

Ngudi ta goi tén cua hinh lang tru dua vao tén cua da gidc ddy, xem hinh 2.58.

< \_ ] oy

Hinh I&ng tru tam giac Hinh I&ng tru t giac Hinh l&ng tru luc giac
Hinh 2 .58
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V. HINH CHOP CUT

70

e Hinh lang tru c¢6 day la hinh tam gidc
duoc goi la hinh lang tru tam gidc.

e Hinh lang tru ¢6 ddy la hinh binh hanh
dugc goi la hinh hop (h.2.59).

Pinh nghia

Cho hinh chop S.A/A, ... A mot mat

phang (P) khéng qua dinh, song song véi
mit phang ddy cta hinh chép cit cdc
canh SA;, SA,, ... SA lan luot tai A;,

A5, .., A . Hinh tao boi thi€t dién
AJA, .. A vadiy A/A, ... A cba hinh
chép cung v6i cic ti gide A/AALA ),
Ay A3 A A, o A AIAA, gol 13 hinh Hinh 2.60
chop cut (h.2.60).

Pay cta hinh chép goi la ddy Ién ctia hinh chép cut, con thi€t dién A A, ... A
goi la ddy nho ctia hinh chép cut. Cic tir gidc A/A ALA|, AJATAA,, ..,
A AIAA  goi la cic mdt bén cha hinh chép cut. Cic doan thang
AAL AAL LA A goilacidc canh bén cha hinh chép cut.

Tuy theo day la tam gidc, tir gidc, ngili giac ..., ta ¢é hinh chop cut tam gidc,
hinh chop cut tir giac, hinh choép cut ngii giac, ...

Vi hinh chép cut duge cat ra tir mot hinh chép nén ta dé dang suy ra céc tinh
chit sau diy cua hinh chép cut.

Tinh chat

1) Hai day la hai da gidc ¢6 cdc canh tuong iing song song va
cdc 1 s6 cde cdp canh twong itng bang nhau.

2) Cac mat bén la nhitng hinh thang.

3) Cdc duong thang chita cdc canh bén déng quy tai moét diém.



1.

BAI TAP

Trong mat phang (&) cho hinh binh hanh ABCD. Qua A, B, C, D lin luot vé
bén dudng thang a, b, ¢, d song song véi nhau va khong nam trén (). Trén a,
b, ¢ 1an luot 1ay ba diém A”, B, C’ tuy y.

a) Hiy xdc dinh giao diém D’ clia dudng thang d véi mat phang (AB'C).

b) Chitng minh A’B’C’D’ 1a hinh binh hanh.

. Cho hinh lang tru tam gidc ABC A'B’C’. Goi M va M’ 1an luot 1a trung diém cua

cac canh BC va B'C”’.

a) Chitng minh rang AM song song v&i A'M’.

b) Tim giao diém ctia mat phang (AB’'C”) v6i dudng thang A'M.

c¢) Tim giao tuyén d ctia hai mat phang (AB’C") va (BA'C").

d) Tim giao diém G cta dudng thang d véi mit phang (AM'M).
Chimg minh  1a trong tAm cua tam gidc AB'C".

. Cho hinh hép ABCDAB'C'D".

a) Chiing minh ring hai mat phang (BDA") va (B’D’C) song song véi nhau.

b) Ching minh rang dudng chéo AC’ di qua trong tim G, va G, cua hai tam
giac BDA"va B'D'C.

¢) Ching minh G, va G, chia doan AC” thanh ba phan bang nhau.

d) Goi O va I lan luot 12 tAm cua cac hinh binh hanh ABCD va AA'C'C. Xic
dinh thiét dién ctia mat phang (A’I0Q) véi hinh hop di cho.

Cho hinh chép S ABCD. Goi A, la trung diém clia canh SA va A, 1a trung diém

cua doan AA,;. Goi (&) va (f) la hai mat phang song song v&i mit phang

(ABCD) va lan luot di qua A, A,. Mat phang (@) cat cdc canh SB, SC, SD lin

lwot tai By, ¢}, D,. Mat phang (B) cat cic canh SB, SC, SD 1an luot tai B5, C5,

D,. Ching minh :

a) B,,C,, D, lan luot 1 trung diém clia cic canh SB, SC, SD ;

b) B]B: = BzB., (_.*l(_,‘z = (.‘2(,1., D]D: = D:D 4

¢) Chi ra cac hinh chép cut ¢6 moét day la tir giac ABCD.
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§5. PHEP CHIEU SONG SONG.
HINH BIEU DIEN CUA MOT HINH KHONG GIAN

I. PHEP CHIEU SONG SONG

4 M
Cho mat phang (@) va dudng thang A cit (). \ \
\‘

V6i mbi diém M trong khéng gian, diwdng

thang di qua M va song song hoic triing \M/
véi A s& cat (@) tai diém M' xdc dinh. , .
Diém M 'dwoc goi la hinh chiéu song song a \ >

cia diém M trén mat phang (@) theo \

phrong cua dudng thang A hodc néi gon Hinh 2.61

la theo phuong A (h.2.61).

Mit phang (&) goi la mdt phdng chiéu. Phwong A goi 1a phuong chiéu.

Phép dat tuong ting mdi diém M trong khéng gian véi hinh chi€u M’ cua né
trén mat phang (&) dwoc goi la phép chiéu song song lén () theo phitong A.
Néu # 12 mot hinh nao dé thi tap hop <4 ' cdc hinh chi€u M’ clia tt ca
nhimg diém M thuéc < duoc goi la hinh chi€u cta # qua phép chiéu song

song noi trén.

Chii y. Néu mot dudng thang cé phuong tring véi phuong chiéu thi hinh
chi€u cua dudng thang dé 1a mot diém. Sau day ta chi xét cdc hinh chi€u cia
nhitng dudng thang cé phuong khéng tring véi phuong chiéu.

II. CAC TINH CHAT CUA PHEP CHIEU SONG SONG

5

Dinh I 1

a) Phép chiéu song

7 A
song bién ba diém
2 . . A
thang hang thanh ba \
diém thang hang va
khéng lam thay doi A’ B C
a

thit tw ba diém dé

(h.2.62). Hinh 2.62



b) Phép chiéu song song bién duong thang thanh duwong
thang, bién tia thanh tia, bién doan thang thanh doan thang.

c) Phép chiéu song song bién hai duong thdang song song thanh
hai diwong thdng song song hode tring nhau (h.2.63 va h.2.64).

ﬁﬁ\ /i

v / / / /
Hinh 2.63 Hinh 2.64

 d) Phép chiéu song song khong lam thay doi ti s6'do dai ciia
hai doan thing ndm trén hai dwong thing song song hodc
. ciing nam trén mot duong thang (h.2.65 va h.2.60).

Ar
AB _A'B' AB _A'B'
cD C'D D D
Hinh 2.65 Hinh 2.66

A1 Hinh chiéu song song ctia mét hinh
vuéng co thé la hinh binh hanh
dugc khong ?

Az Hinh 2.67 c6 thé Ia hinh chiéu
song song cla hinh luc giac déu
duogc khong ? Tai sao ?

Hinh 2.67
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III. HINH BIEU DIEN CUA MOT HINH KHONG GIAN TREN MAT PHANG

Hinh biéu dién ctia mét hinh # trong khéng gian 1a hinh chiéu song song

cta hinh & trén mo6t mat phang theo mét phuong chi€u nao dé6 hoac hinh
déng dang vé6i hinh chi€u dé.

As Trong cac hinh 2.68, hinh nao biéu di&n cho hinh I&p phuong ?

a) b) c)
Hinh 2.68
Hinh biéu dién cta cic hinh thuong gap

e Tam gidc. Mot tam gidc bt ki bao gid ciing ¢6 thé coi 1a hinh biéu dién cta
mot tam gidc ¢é dang tuy y cho trude (c6 thé 1a tam gidc déu, tam gidc cén,
tam gidac vuéng, v.v ...) (h.2.69).

Hinh 2.69

e Hinh binh hanh. M6t hinh binh hanh bit ki bao gid ciing c6 thé coi 1a hinh
bi€u dién ctia mét hinh binh hanh tuy y cho trude (c6 thé 1a hinh binh hanh,
hinh vuéng, hinh thoi, hinh chtr nhit ...) (h.2.70).

/) /-

Hinh 2.70
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e Hinh thang. M6t hinh thang bét

ki bao gid ciing c¢6 thé coi 1a hinh

bi€u dién cua mét hinh thang tuy d
y cho trude, mién 1a ti s6 do dai

hai ddy cua hinh biéu dién phai

bang ti s6 d6 dai hai didy cia hinh

thang ban dau.

e Hinh tron. Ngudi ta thuong
diing hinh elip dé biéu dién cho
hinh tron (h.2.71).

Ad Cac hinh 2.69a, 2.69b, 2.69c la hinh
biéu dién clia cac tam giac nao ?

A5 Cac hinh 270, 2706, 2.70¢, 270d
|4 hinh biéu di&n cla cac hinh binh 5
hanh nao (hinh binh hanh, hinh a\ \

thoi, hinh vuéng, hi i nhat) ?
: g, hinh chir nhat) / A\‘ \‘ & /
Aa Cho hai mat phang () va () song @ \ ‘1‘
song véi nhau. Duong théng a cat ! )
() va (B) lan luct tai A va C. C\
Pudng théng b song song véi a cat £ 3 D

() va (B) 1an luct tai B va D. \ \
Hinh 2.72 minh hoa néi dung néu trén dung hay sai ? Hinh 2.72
D ==

Doisocihem
Cach biéu dién ngii giac déu

Mot tam gidc bét ki ¢6 thé coi 1a hinh bi€u dién cua mét tam gidc déu. Mot
hinh binh hanh ¢6 thé coi l1a hinh bi€u dién cua moét hinh vuéng. P6i véi ngi
gidc déu, hinh biéu dién nhur thé nao ?

Gia str ta ¢6 ngii gidc déu ABCDE véi cac dudng chéo AC va BD cat nhau &
diém M (h.2.73). Ta thiy hai tam gidc ABC va BMC la déng dang (tam gidc
can ¢6 chung goc C & ddy).

=
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Tac6 —=——- (1)

Hinh 2.73 Hinh 2.74
Mat khéc vi tit gidc AMDE la hinh thoi nén AM = AE = BC, do d6
AC AM
AM  MC
Pat AM =a, MC =x, tacb

(1) <

5 1
at+x a y 9 2
—=i— X bax—a =Des
& @ Xx= %{—\E— Iy (loai).
MC J5-1 2 _ BM 2
Suy ra = REC: R b
AM 2 3 MD 3

Cic ti 86 nay gilt nguyén trén hinh biéu dién. Dé xac dinh hinh biéu dién, ta
vé mét hinh binh hanh A|M D E, bit ki lam hinh biéu dién cta hinh thoi

=
AMDE (h.2.74). Sau d6 kéo dai canh A;M | mét doan M/C, = EMIAI va kéo
2
dai canh DM, thém mét doan M B, = EMI D, .

N6i cic di€ém A,. B, C,, D, E, theo thit tr d6 ta duwgc hinh bi€u dién clia mét
ngil gidc déu.



g e

CAU HOI ON TAP CHUONG I1

. Hiy néu nhitng cich xdc dinh mat phang, ki hiéu mat phang.

. Thé& nao la derlg thang song song voi duong thang ? Pudng thang song song

v6i mat phang ? Mat phang song song véi mat phang ?
Néu phuong phép chitng minh ba di€ém thang hang.

Néu phuong phép chitng minh ba duong thang déng quy.
Néu phuong phap chirng minh

— Pudng thang song song véi dudng thang ;

— Pudng thang song song v6i mat phang ;

— Mat phang song song v6i mit phang.

. Phat biéu dinh i Ta-1ét trong khéng gian.

. Néu cdch xdc dinh thiét dién tao bdi mot mat phang véi mét hinh chép, hinh

hép, hinh lang tru.

BAI TAP ON TAP CHUONG II

. Cho hai hinh thang ABCD va ABEF c6 chung ddy 16n AB va khéng cling nam

trong mét mat phang.
a) Tim giao tuyén cia cdc mat phang sau :
(AEC) va (BFD) ; (BCE) vi (ADF).

b) Liy M la diém thudéc doan DF. Tim giao diém cta dudng thaing AM véi mat
phang (BCE).

¢) Chitng minh hai dudng thang AC va BF khéng cit nhau.

. Cho hinh chép S.ABCD c¢6 diy ABCD la hinh binh hanh. Goi M, N, P theo thit

tir 13 trung diém cua cdc doan thing SA, BC, CD. Tim thiét dién cta hinh chép
khi cat b&di mat phang (MNP).

Goi O la giao di€ém hai dudng chéo cua hinh binh hanh ABCD, hiy tim giao
diém clia dudng thang SO v6i mat phiang (MNP).

. Cho hinh chép dinh § ¢6 ddy l1a hinh thang ABCD véi AB 1a ddy 16n. Goi M, N

theo thit tir 1a trung diém ctia cdc canh SB va SC.
a) Tim giao tuyén cta hai mat phang (SAD) va (SBC).

17
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. Cho t dién ABCD. Goi I, 7 va K lan luot 1a

b) Tim giao diém ctia dudng thang SD véi mat phang (AMN).

¢) Tim thiét dién cta hinh chép S.ABCD cit bdi mat phang (AMN).

Cho hinh binh hanh ABCD. Qua A, B, C, D lin luot v& bén nira dudng thang
Ax, By, Cz, Dt & cung phia d6i véi mat phang (ABCD), song song véi nhau va
khéng nim trong mat phang (ABCD). Mét mat phang (£) lan luot cat Ax, By,
CzvaDttaiA,B’,C"'va D',

a) Chung minh mat phfmg (Ax, By) song song vo1 mat phfmg (Cz, D).

b) Goil=AC N BD,J=A'C" n B’D’. Chiirng minh 17 song song v&i AA’.

c) ChoAA'=a,BB’ =bh,CC"=c. Hay tinh DD".

CAU HOI TRAC NGHIEM CHUONG II

. Tim ménh dé sai trong cdc ménh dé sau day :

(A) Néu hai mat phang ¢6 moét diém chung thi chiing con ¢6 v6 s diém chung
khac ntra ;

(B) N&u hai mat phang phan biét ciing song song v6i mat phang thit ba thi
chung song song véi nhau ;

(C) Néu hai dudng thang phan biét cling song song véi mét mat phing thi song
song voi nhau ;

(D) Néu mot dudng thang cat mot trong hai mat phang song song véi nhau thi
s€ cat mat phang con lai.

. Néu ba dudng thang khéng ciing nam trong mot mat phang va déi mot cat

nhau thi ba dudng thang dé

(A) Péng quy ; (B) Tao thanh tam giac ;
(C) Trung nhau ; (D) Ciing song song véi mét mat phang.
Tim ménh dé diing trong cidc ménh dé trén. A

trung diém cia AC, BC va BD (h.2.75). Giao
tuyén cua hai mat phang (ABD) va (IJK) la !

(A) KD :

(B) KI ;

(C) Pudng thang qua K va song song véi AB ;
(D) Khoéng co.

CI — e

N

s

Hinh 2.75



4. Tim ménh dé ding trong cic ménh dé sau :

. Cho ti¥ dién ABCD. Goi M va N lan luot la

. Cho tif dién déu SABC canh bang a. Goi /

(A) Néu hai mit phang (@) va (f) song song v&i nhau thi moi dudng thang nim
trong (&) déu song song véi (B) ;

(B) Néu hai mat phang (&) va (f) song song v&i nhau thi moi dudng thang nim
trong (&) déu song song véi moi dudng thang nam trong () ;

(C) Néu hai dudng thang song song véi nhau 14n lwot nam trong hai mat phang
phan biét (@) va (f) thi (@) va () song song véi nhau ;

(D) Qua mét diém nam ngoai mat phang cho trude ta vé duge mot va chi mot
duong thang song song véi mat phiang cho trude dé.

trung diém cia AB va AC (h.2.76), E la

diém trén canh CD vé6i ED = 3EC. Thiét

dién tao bdi mat phang (MNE) va ti dién

ABCD la:

(A) Tam giac MNE ;

(B) Tir gide MNEF véi F la diém bt ki
trén canh BD ;

(C) Hinh binh hanh MNEF véi F 1a diém
trén canh BD ma EF /| BC ;

(D) Hinh thang MNEF véi F 1a diém trén
canh BD ma EF [/ BC.

Hinh 2.76

. Cho hinh lang tru tam giac ABC A'B'C".

Goi 1, J lan luot 1a trong tim cua cdc tam
gidc ABC va A'B’'C’ (h.2.77). Thiét dién tao
béi mat phang (AL7) véi hinh lang tru di
cho la

(A) Tam giac can ;
(B) Tam giac vuéng ;
(C) Hinh thang ;

(D) Hinh binh hanh.

[a trung di€ém cta doan AB, M 1a diém di
dong trén doan Al Qua M vé mat phang Hinh 2.77
(@) song song voi (SIC).

79



10.

11.

12.
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Thiét dién tao bdi (@) va ti dién SABC la

(A) Tam giac can tai M ; (B) Tam gidc déu ;
(C) Hinh binh hanh ; (D) Hinh thoi.

. V@i gia thi€t cua bai tip 7, chu vi cua thiét dién tinh theo AM = x 1a
(A) X(1 +4/3); (B)2x(1 +43) ;
(©) 3x(1 + V3) ; (D) Khéng tinh dugc.

. Cho hinh binh hanh ABCD. Goi Bx, Cy, Dz 1a cic dudng thang song song véi

nhau lan luot di qua B, C, D va nam vé mot phia ciia mat phang (ABCD), déng
thdi khéng nam trong mat phang (ABCD). M6t mat phang di qua A va cat Bux,
Cy, Dz lan luot tai B', C’, D' v6i BB’ = 2, DD’ = 4. Khi d6 CC’ bang

(A)3; (B)4;
()5 (D) 6.
Tim ménh dé ding trong cic ménh dé sau :

(A) Hai dwdong thang phin biét cing nim trong moét mat phang thi khéng
chéo nhau ;

(B) Hai dudng thing phan biét khéng cat nhau thi chéo nhau ;

(C) Hai dudng thang phan biét khéng song song thi chéo nhau ;

(D) Hai dudng thang phan biét 14n luot thudc hai mat phang khdc nhau thi
chéo nhau.

Cho hinh vuéng ABCD va tam gidc déu SAB nam trong hai mat phza]ng khac

nhau. Goi M 1a di€ém di déng trén doan AB. Qua M v& mat phang (&) song song

voi (SBC).

Thié€t dién tao bdi (@) va hinh chép S.ABCD 1a hinh gi ?

(A) Tam giac ; (B) Hinh binh hanh ;
(C) Hinh thang (D) Hinh vubng.
Vi gia thiét ctia bai tap 11, goi N, P, Q lan luot 1a giao ciia mat phang (@) véi

cic dudng thang CD, DS, SA. Tap hop cdc giao diém I cla hai dudng thang
MQ va NP la

(A) Budng thang ; (B) Nira duong thang ;
(C) Poan thing song song véi AB ; (D) Tap hop réng.



Ta-lét. ngudi dau tién
phat hién ra nhat thue

Moi ngudi chiing ta déu biét d&n dinh i Ta-1ét trong hinh hoc phang va trong
hinh hoc khéng gian. Ta-Iét Ia mot thuong gia, mét ngudi thich di du lich va
mot nha thién van kiém triét hoc. éng la mét nha bac hoc thoi c6 Hi Lap va la
ngudi sing lap ra trudng phdi tri€t hoc tr nhién & Mi-Iét. (img cling duoc xem
la thuy t6 cia b6 mén Hinh hoc. Trong lich sir b6 mén Thién van, Ta-1ét la
ngudi diu tién phat hién ra nhit thuc vao ngay 25 thang 5 nam 585 trudc
Céng nguyén. Ong di khuyén nhitng ngudi di bién xdc dinh phuwong huéng
bang cdch dwa vao chdm sao Tiéu Hung Tinh.

Giéi thiéu phuong phap tién de
frong viéec xay dung hinh hoc

Trong lGc chuyén tro, Hinrbe Hilbert) néi dia rdng
“Trong hinh hoc, thay cho diém, dudng thdng,
mdit phdng ta cé thé néi vé cdi ban, céi ghé

va nhing céc bia.”

Tir th€ ki thi ba trude Coéng nguyén, qua tic pham “Co ban”, G-clit 1a nguoi
dau tién dat nén méng cho viéc 4p dung phuong phdp tién dé trong viéc xay
dung hinh hoc. Y twdng tuyét voi nay cua O-clit dd duoe hoan thién bdi nhiéu
thé hé toan hoc tiép theo va mii dén cudbi thé ki1 XIX, Hin-be, nha todn hoc
Diic, trong tic pham “Co s& hinh hoc” xuat ban nam 1899 di dwa ra mot hé
tién dé ngan, gon, diay du va khéong mau thuin. Ngay nay ¢6 nhiéu tic gia
khdc dua ra nhitng hé tién dé méi cta hinh hoc OG-clit nhung vé co ban vin
durra vao hé tién dé Hin-be. Sau day ching ta s& tim hiéu so luge vé phuong
phép tién dé.
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1. Tiéndéla gi?

Trong sich gido khoa hinh hoc & trudng phé théng, ching ta di gap nhimng
khdi niém diu tién cta hinh hoc nhu diém, dudng thang, mat phang, diém
thuéc dudng thang, di€m thuéc mat phang.v.v... Cic khdi niém nay dugc mo
ta bang hinh anh cna chiing va déu khéng duge dinh nghia. Ngudi ta goi dé 1a
cic khdi niém co bdn va diung chiing dé dinh nghia cac khdi niém khac. Hon
nira, khi hoc Hinh hoc, chiing ta con gap nhitng ménh dé todn hoc thira nhan
nhifng tinh chat ding din don gidn nhit cia dudng thang va mat phang ma
khéng chitng minh, d6 1a cac tién dé hinh hoc.

Thi du nhu :

— C6 mot va chi mét dudng thang di qua hai di€m phan biét cho trudc ;

— C6 mét va chi mot mat phang qua ba diém khéng thang hang cho trudc ;

— Néu ¢6 moét dudng thang di qua hai diém ctia moét mat phang thi moi diém
ctia dudng thang déu thude mat phang do ;

Pid

Ngudi ta dwa vao cdc tién dé Hinh hoc dé chitng minh cdc dinh li cia Hinh
hoc va xdy dung toan bo ndi dung cia né. M6t hé tién dé hoan chinh phai
thoa min moét s6 diéu kién sau :

— Hé tién dé phai khéng mau thuén ;

— Mai tién dé cna hé phai doc lap véi cdc tién dé con lai ;

— Hé tién dé phai day du.

2. Cdc li thuyét hinh hoc. Ching ta biét rang mdi li thuyét hinh hoc ¢6 mot
hé tién dé riéng cua né. Riéng hinh hoc G-clit va hinh hoc Lo-ba-sép-xki chi
khdc nhau vé tién dé song song, cdn tit ca cdc tién dé con lai cua hai li thuyét

hinh hoc nay déu giéng nhau. Trong sich gido khoa Hinh hoc 16p 7, tién dé
O-clit vé dudng thang song song duoc phat biéu nhu sau :

M d

“Qua mot diém M nam ngodi mét duong thang a chi ¢6 mét duong thang d
song song vor diwong thang a dé”. Trong cdc gido trinh vé co s& hinh hoc, tién
dé nay duoc goi la tién dé V cua G-clit. Suét hon 2000 nam ngudi ta di nghi



ngd cho rang tién dé V [a moét dinh Ii chit khéng phai la mét tién dé va tim
cdch chitng minh tién dé V tir cdc tién dé con lai, nhung tit ca déu khong di
dén két qua. Tién dé V con durge phét biéu mét cach chinh xdc nhir sau:

“Trong mit phang xdc dinh bdi dudng thang @ va mot diém M khoéng thudc a
¢6 nhiéu nhit 1a mét duong thang di qua diém M va khéng cat @”. Sau dé
ngudi ta dat tén cho dudng thang khéng cat @ néi trén la dudng thang song
song voi a.

Lo-ba-sép-xki 1a ngudi dau tién dat van dé thay tién dé O-clit bang tién dé
Lo6-ba-s€p-xki nhu sau :

“Trong mdt phdng xdc dinh bdi duong thdang a va mét diém M khong thudc a
6 it nhadt hai duémg thang di qua M va khong cdt a”.

Tir tién dé nay ngudi ta chitng minh duoce téng cdc géc trong mdi tam gidc
déu nhd hon hai vuéng va xay dung nén mét mén Hinh hoc méi 1a Hinh hoc
Loé-ba-sép-xki. Ngay nay, Hinh hoc Lé-ba-sép-xki cé nhiéu iing dung trong
nganh Vit i vii tru va di tao nén mdt budc ngoat trong viéc lam thay déi tu
duy khoa hoc cua con ngudi.
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VECTO TRONG KHONG GIAN.
QUAN HE VUONG GOC TRONG
KHONG GIAN

" Vectd trong khdng gian

4 Hai dudng thang vudng goéc

¢ Pudng thang vudng goéc véi mit phang
4 Hai mat phang vudng géc

¥ Khoang céach

Trong chuong nay ching ta s& nghién ciiu vé vecto
trong khéng gian, déng thdi dua vao cac kién thic c
lien quan dén tap hop cac vecto trong khéng gian dé
xay dung quan hé vuéng géc cla dudng thadng, mat
phang trong khéng gian.



§1. VECTO TRONG KHONG GIAN

o) I6p 10 chiing ta dd duoc hoc vé vecto trong mat phang. Nhiing ki€n thitc ¢6
lién quan dén vecto di giap ching ta lam quen v&i phuong phip diung vecto
va diing toa d6 dé nghién citu hinh hoc phang. Chiing ta biét rang tap hop cdc
vecto nam trong mat phﬁng nao dé la mét boé phin cua tap hop cac vecto trong
khong gian. Do dé dinh nghia vecto trong khéng gian ciing véi mot s6 ndi
dung cé lién quan dén vecto nhu do dai cua vecto, su ciing phuong, ciing
hudng cua hai vecto, gid cua vecto, st bang nhau cta hai vecto va cic quy tac
thuc hién cdc phép todn vé vecto dugc xdy dung va xac dinh hoan toan tuong
tu nhu trong mat phang. TAt nhién trong khong gian, chiing ta s& gip nhiing
vin dé méi vé vecto nhu viéc xét su dong phang hoac khong déng phiang cla
ba vecto hodc viéc phan tich mot vecto theo ba vecto khéng déng phang.
Nhitng ndi dung nay sé& duogc xét dé€n trong cdc phan ti€p theo sau diy.

I. PINH NGHIA VA CAC PHEP TOAN VE VECTO TRONG KHONG GIAN

Cho doan thang AB trong khong gian. Néu ta chon diém diu 1a A, di€ém cuéi

la B ta c6 mot vecto, duogc ki hiéu la AB.

1. Dinh nghia

Jecto'trong khéng gian la mét doan thang cé huéng. Ki hiéu

AB chivecto cé diém dau A, diém cuéi B. Vecto con dioc ki
-
—y

hiéula a, b, X, ¥,

Cdc khdi niém c6 lién quan d€n vecto nhu gid cua vecto, do dai cua vecto, su
cing phuong, cing huéng cua hai vecto, vecto - khéng, s bang nhau cta hai
vecto, ... duge dinh nghia twrong tu nhu trong mat phang.

A1 Cho hinh tif dién ABCD. Hay chi ra céc vecto c6 diém dau la A va diém cudi 1a cac
dinh con lai clia hinh r dién. Cac vecto dé co cung ndm frong mot mét phang khong ?
Az Cho hinh hép ABCD AB'C'D’.
Hay ké tén cac vecto co diém dau va diém cudi la cac dinh cla hinh hép va bang
vecto AB.
2. Phép cong va phép tric vecto trong khong gian

Phép cbng va phép trir hai vecto trong khéng gian duoe dinh nghia twong tu
nhu phép céng va phép trir hai vecto trong mat phang. Phép cong vecto trong
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Aa Cho hinh hép ABCD .EFGH. Hay thuc
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khéng gian ciing c6 cdc tinh chét nhir phép céng vecto trong mat phang. Khi
thue hién phép cong vecto trong khéng gian ta vin c6 thé dp dung quy tac ba
diém, quy tac hinh binh hanh nhw déi véi vecto trong hinh hoc phang.

Vidu I. Cho tit dién ABCD. Chitng minh : AC+ BD=AD+ BC.

Gias 4

Theo quy tac ba diém ta c6

AC=AD+DC (h3.1).

Dodé: AC+ BD=AD+DC+ BD

= AD+(BD+ DC)

g o4 € ..
= AD+BC. 0.1

hién cac phép toan sau day (h.3.2) :

a) AB+CD+ EF+GH ;

b) BE— CH.
Quy tac hinh hép

Cho hinh hép ABCD.A'B'C’'D’ ¢6 ba Hinh 3.2

canh xuit phat tir dinh A la AB, AD,
AA’ va ¢o duong chéo la AC’. Khi do
ta c6 quy tac hinh hop la:

AB+AD+AA =AC  (h33).

Quy tac nay duoc suy ra tir quy tac
hinh binh hanh trong hinh hoc
phang.

Hinh 3.3

3. Phép nhdn vecto véi mot sé

Trong khéng gian, tich cua vecto @ v6i mot s6 k # 0 la vecto k@ duoge dinh
nghia twong tu nhu trong mat phang va c¢é cdc tinh chat gidng nhw cdc tinh
chit di duoc xét trong mat phang.



Vi du 2. Cho tit dién ABCD. Goi M, N lan luot la trung diém cla cdc canh
AD, BC va (5 la trong tam cua tam gidc BCD. Chirng minh rang :

_— l —_— —
a) MN:E(AB+D(.‘) : b) AB+AC+ AD=3AG.

Gidi

a) Taco MN=MA+AB+BN va MN=MD+ DC+CN (h.34).

Do dé6: 2MN = MA+ MD—G—E—!—D(.# BN +CN

Vl M la trung diém cua doan AD nén
MA+ MD= 0 va N la trung diém cua
doan BC nén BN +CN = 0.

—_— l —_— —
Do d6 MN =—(AB+DC).

b) Ta c6 AB=AG+GB,

AC=AGH+GC,

Hinh 3.4

AD=AG+GD.

Suy ra AB+AC+ AD =3AG+GB + GC + GD.

— — —

Vi la trong tim cua tam giac BCD nén GB+ GC + GD = 0

Do dé ta suyra AB+AC + AD=3AG.

Acl Trong khong gian cho hai vecto @ va h déu khac vecto - khéng. Hay xac dinh cac
vecto 7= 2, fi=—3b va p=m+i.

IL PIEU KIEN PONG PHANG CUA BA VECTO
1. Khdi niém vé su dong phdng ciia ba vecto trong khéng gian

Trong khong gian cho ba vecto 4, b, " déu khdc vecto - khong. Néu tir mot

di€m O bit ki ta vé OA = a, OB = b, OC = thicé thé xay ra hai truong hop :

e Truong hop cic dudng thang OA, OB, OC khong ciing nim trong mot mat
phang, khi dé ta néi rang ha vecto a, b, ¢ khong déng phang (h.3.5a).
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e Truong hop cic dudng thang OA, OB, OC cing nam trong mot mat phang
thi ta néi ha vecto @, b, ¢ déng phdang (h.3.5b).

—

Trong trudng hop nay gid cua cic vecto a, b,
mot mat phang.

\

—
i

luén luén song song voi

_’
A
02— oD
i -+
\ / c G
1
4
—
c
(&
a) Ba vectd a, b, ¢ khéng déng phing b) Ba vects @, b, ¢ déng phéng

Hinh 3.5

Chii y. Viéc xdc dinh su déng phang hoic khéng déng phang clia ba vecto néi
trén khong phu thudc vao viéc chon diém O.

Tir do ta c6 dinh nghia sau day :

2. Pinh nghia
Trong khong gian ba vecto dioc goi la dong phdng néu cdc
gid ciia chiing ciing song song véi mot mdt phiang (h.3.6).

Hinh 3.6

Vi du 3. Cho tit dién ABCD. Goi M va N lan luot 1a trung diém ctua AB va
CD. Chitng minh rang ba vecto BC, AD, MN déng phang.




Giai
Goi P va Q lan luot 1a trung diém cia AC
va BD (h.3.7). Ta ¢c6 PN song song voi

I
MQ va PN = MQ = —AD. Vay tit gidc

MPNQ 1a hinh binh hanh. Mit phang
(MPNQ) chita dudng thing MN va song
song véi cic dudng thang AD vaBC.

Ta suy ra ba dudng thang MN, AD, BC
cling song song véi moét mat phang. Do
dé ba vecto BC, MN, AD déng phang.

Hinh 3.7 C

AS Cho hinh hép ABCD.EFGH. Goi I va K Ian luot 4 trung diém clia cac canh AB va
BC. Chimg minh rang cac duo‘ng Ihang IK va ED song song vdi mat phang (AFC).

Tur do suy ra ba vecto AF, IK, ED déng phang.

3. Piéu kién dé ba vecto déng phang

Tir dinh nghia ba vecto déng phang va tir dinh li vé sir phan tich (hay biéu thi)
mot vecto theo hai vecto khoéng cung phuong trong hinh hoc phang chiing ta
c6 thé chitng minh duoc dinh 1i sau day :

Pinh I 1

Trong khéng gian cho hai vecto d, b khong cing phirong va
vecto ¢. Khi d6 ba vecto d, b, dong phdng khi va chi khi
c6 cap s6m, n sao cho ¢ =md+nb. Ngoai ra cdp sé m, nla

. duy nhat.

&6 Cho hai vects @ va b déu khac vectd 0. Hay xac dinh vecto ¢ = 23 -b va giai
thich tai sao ba vecto a, b, déng phang.

A? Cho ba vecto @, b, ¢ trong khéng gian. Chimg minh ring néu mc'f+nf:;+p5-': 0
va mét trong ba s6 m, n, p khac khong thi ba vecto a, b, déng phang.

Vi du 4. Cho tit dién ABCD. Goi M va N lan luot 1a trung diém cta AB va
CD. Trén cic canh AD va BC lin luot liy cic diém P va Q sao cho

—_— 2 — N 2 — ¢ = s
AP = EAD va BQZEB(..‘. Chitng minh rang bén diém M, N, P, Q cing

thuéc mot mat phang.
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Gidi

Tacdo MN=MA+ AD+ DN

va MN= MB+ BC+CN (h.3.8).

Do d6 2MN = AD+ BC

I
hay MN =—(AD+BC). (1)

—_— g JE— —_— JE—

Mat khic vi AP = ?AD nén AD = EAP,

gy J— B —

R 2 33—
BO=—BC nén BC =—B0Q.
0 A 5 Qo

Dodoétir(l)tasuyra:

MN =—-=(AP + BQ)=~(AM + MP + BM + MO).
R 3 R -
MN:E(MP-FMQ),V[ AM+ BM = 0.

3 3 . g
Hé thic MN = :MP+ ZMQ chiing to ba vecto MN, MP, MQ dong phang

nén bén di€m M, N, P, Q cing thudc mét mat phang.

Dinh Ii | cho ta phwong phdp ching minh sv déng phang clia ba vecto théng
qua viéc biéu thi mét vecto theo hai vecto khéng ciing phirong.

Vé viéc bi€u thi mot vecto bit ki theo ba vecto khéng déng phing trong
khéng gian, ngudi ta chirng minh duoc dinh li sau day.

Dinh ff 2

Trong khong gian cho ba
vecto' khong déng phdng
d, b,¢. Khi dé véi moi
vecto X ta déu tim duoc mot
b6 ba s6 m, n, p sao cho
X=ma+nb+ pc. Ngodi ra
bo ba s6'm, n, p la duy nhdt
(h.3.9).




1.

S

Vi du 5. Cho hinh hop ABCD.EFGH ¢6 AB=d, AD=h, AE=2. Goi I Ia

—_—

trung diém cua doan BG. Hiy biéu thi vecto Al qua ba vecto d, b, ©.
a e
Guat
B , — ] — —
Vil la trung diém cua doan B(: nén ta c6 Al = :(AB+ AG)

—_— — — —

trong d6 AG = AB+ AD+ AE

— = — b e
=da+b+c (h3.10). A e ——e
e —‘."-n.
P e I M
—_— 1 —_ T
Viy AI:;(3+3+J)+F), suy ra R .-
. BT | S |
Al=a+—b+—c.
9 )

s - Hinh 3.10

BAI TAP

Cho hinh lang tru tit gidc ABCD.A’B’C’D’. Mit phang (P) cit cdc canh bén AA,
BB’, CC’, DD’ lan luot tai I, K, L, M. Xét cdc vecto ¢6 cic diém dau 12 cdc
di€ém I, K, L, M va c6 cic diém cudi la cdc dinh cta hinh lang tru. Hiy chi ra
cic vecto :

a) Cung phuong véi Fi :
b) Ciing hudng véi IA :

c) Nguoc hudng voi F{

. Cho hinh hép ABCD.A’B’C’D’. Chitng minh rang :

a) AB+B'C' +DD' = AC ;

b) BD—-D'D—B'D'= BB’ ;

¢) AC+BA' +DB+CD=0.

. Cho hinh binh hanh ABCD. Goi § 1a mét diém nam ngoai mat phang chita hinh

— — — —

binh hanh. Chirng minh rang : SA+SC =SB+ SD.
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. Cho hinh lang tru tam giac ABC.A'B'C’ c6 AA'=

Cho hinh tit dién ABCD. Goi M va N lan lwot la trung diém cuia AB va CD.
Chirng minh rang :

—_— ] — —
) MN = —(AD+ BC) ;

—_— l —_— —_—
b) MN = =(AC+ BD).

. Cho hinh tit dién ABCD. Hiy xdc dinh hai diém E, F sao cho :

a) E:E+A_L:+A_.D :

— — — —

b) AF = AB+ AC- AD.

. Cho hinh tir dién ABCD. Goi (G la trong tim cua tam giac ABC. Ching minh

rang : DA+ DB+ DC =3DG.

. Goi M va N lan lwot l1a trung di€ém clia ciac canh AC va BD cua tit dién ABCD.

Goi I 1a trung diém cta doan thang MN va P la moét diém bit ki trong khéng
gian. Ching minh rang :

a) IA+IB+IC+1ID= 0

— — — —

b) PI——(PA+PB+P( +PD).

%l

s

tich (hay biéu thi) cdc vecto B C B( qua cic vecta @, b, ©

. Cho tam gidac ABC. La} diém S nam ngoai mat phang (ABC). Trén doan SA 14y

diém M sao cho M'}——2MA va trén doan BC liy diém N sao cho

—_—

NB = —%NC. Chitng minh rang ba vecto AB, MN, S('_.' déng phang.

Cho hinh hép ABCD.EFGH. Goi K la gno dlem cua AH va DE, I 1a giao diém
ctia BH va DF . Ching minh ba vecto A( KI F(; déng phang.



$2. HAI PUONG THANG YUONG GOC

I. TICH VO HUONG CUA HAI VECTO TRONG KHONG GIAN
1. Goc giita hai vecto trong khong gian

Pinh nghia

Trong khéng gian, cho il va
vV la hai vecto khdc vecto -

khéng. Ldy mot diém A bdt
ki, goi B va C la hai diém
sao cho E:ﬁ', AL =7
Khi dé ta goi goc BAC
(0° < BAC <180°) la géc
giita hai vecto i va V Hinh 3.11

trong khong gian, ki hiéu la
({@. %) (h311l).

A1 Cho tir dién déu ABCD c6 H 14 trung diém cla canh AB. Hay tinh goc gitta cac c3p
vectd sau day :

a)ﬁvéﬁ.:; b)@v{aﬁ.
2. Tich v6 huéng cua hai vecto trong khéng gian

Dinh nghia

Trong khong gian cho hai vecto it va Vv déu khdc vecto - khéng.
Tich voé huong cua hai vecto i va vV la mot so, ki hiéu la
it .V, diroc xdc dinh boi ¢éng thiic :

Trudong hop i = 0 hoac ¥ = 0 ta quy uéc i ¥ = 0.

Vi du I. Cho tir dién OABC c¢6 cac canh OA, OB, OC déi moét vudbng goéc va
OA = OB = OC = 1. Goi M la trung diém cua canh AB. Tinh géc gitta hai

vecto (TM va E.
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Giai
— _ OWMBC
~ loml [zc
OM BC

5
2

Ta c6 cos(OM,

(h3.12).

—_— 1
Mat khac OM .BC = :(OA + OB) (OC—-0B)

—

Hinh 3.12

— — — — — — _'2

= :(OA.()(,‘ -~ O0AOB+0OB.OC-08B )

—

ViOA, OB, OC déi mét vudbng goéc va OB =1 nén

OAOC=0AOB=0BOC=0va OB =1.

_—— 1 —_——
Do d6 cos(OM, BC) =——- Viy (OM,BC)= 120"

—

Az Cho hinh 12p phuong ABCD.A'B'C'D’.
a) Hay phan tich cac vecto AC' va BD theo ba vecto ﬁ ;ﬁ AA'.

b) Tinh cos (AC', BD) vatiurdo suyra AC" va BD vuéng goc véi nhau.

II. VECTO CHI PHUONG CUA PUONG THANG
1. Dinh nghia

i+ Vecto @ khac vecto - khéng duoc g

- - > 2 . a
goi la vecto chi phiwong cua duong

thang d néu gia cua vecto @ song ﬁ//

. song hodc tring véi duong thang d Linh 3.13
(h.3.13).

2. Nhan xét

a) Néu @ 1a vecto chi phuong ctia dudng thang d thi vecto k@ véik # 0 ciing
la vecto chi phurong cta d.
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b) Mot dudng thang d trong khong gian hoan toan duoc xdc dinh néu biét mot
diém A thudc d va mét vecto chi phuong @ cta né.

¢) Hai dudng thang song song véi nhau khi va chi khi ching 13 hai dudng
thang phin biét va ¢6 hai vecto chi phuong ciing phuong.

II1. GOC GIUA HAI PUONG THANG TRONG KHONG GIAN

Trong khéng gian cho hai dudng thing a, b bat ki. Tir mot diém O nao dé
ta v& hai dudng thang a’ va b’ 1in luot song song v&i @ va b. Ta nhin thiy
rang khi di€ém O thay déi thi géc giita @’ va b’ khéng thay déi. Do dé6 ta c6
dinh nghia :

1. Dinh nghia

t Goc gifta hai duong thang a va b trong khong gian la goc giita
hai dwémg thang a’ va b’ cing di qua mét diém va lan luot
. songsongvoi avab(h3.14).

Hinh 3.14

2. Nhan xét

a) D€ xdc dinh géc gitra hai dudng thang a va b ta c6 thé 1dy diém O thude
mot trong hai dudng thang dé réi v& mot dudng thang qua O va song song vGi
duong thang con lai.

b) Néu # la vecto chi phuong cua dudng thang @ va v 1a vecto chi phwong
cua dudng thang b va (if,V)=a thi géc giira hai dudng thang a va b bang «

néu 0° < <90° vabang 180° —a néu 90° < o < 180°. Néu a va b song

song hoic triing nhau thi géc giita chiing bang 0°.

Aa Cho hinh I2p phuong ABCD .A’B’C’D’. Tinh géc gitta cac cip dudng thang sau day :
a)ABvaB'(C’; b)ACva B'C’; C)A'C’'vaB'C.
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Vi du 2. Cho hinh chép S.ABC ¢6 SA =SB =SC = AB =AC =avaBC = a+/2.
Tinh géc giita hai dirdng thing AB va SC .

Giagi
Ta co COS(E,E):%
|S(_.‘| .|AB|
SA+AC).AB A B
- & LER o 315),
a.da a2
— —  SAAB+AC.AB
cos(SC,AB) = 5 ¢ :
a- Hinh 3.15

Vi CB2=(a2)2 =a® +a® = AC?+ AB® nén AC.AB = 0. Tam giic SAB

-~

—

déu nén (SA,AB )= 120° va do dé SA.AB=a.a.cos120° = —%- Vay :

~

a
—_— — 2o 1 —_—
cos (SC, AB) = —2 =~ Do 6 (SC.AB) = 120°.
e

Ta suy ra géc giita hai dudong thang SC va AB bang 180° — 120° = 60°.

IV. HAI PUONG THANG VUONG GOC

96

1. Dinh nghia

| Hai duong thang digc goi la vuéng géc véi nhau néu goc

giita chiing bang 90°.
Ngudi ta ki hiéu hai dudng thang a va b vubéng gée véinhau laa L b.

2. Nhdn xét

a) Néu if va v lan lwot 1a cdc vecto chi phuong cia hai dudng thing a va b
thi: a L b uv =0.

b) Cho hai dudng thang song song. Néu mét dudng thang vuéng géc Vi
dudng thang nay thi cling vuéng géc véi dudng thang kia.

c) Hai dudng thang vuéng gbéc véi nhau ¢6 thé cat nhau hoac chéo nhau.



Vi du 3. Cho tit dién ABCD c6AB 1. AC va AB 1 BD. Goi P va Q lan luot la
trung di€ém cia AB va CD. Chiing minh rang AB va PQ la hai dudng thang
vudng goc vai nhau.

]

Gidi
Taco P_Q’za—rz+aj

va PO=PB+BD+ DQ (h3.16).

Do d6 2PQ = AC +BD.

Viy 2 PQ.AB = (AC + BD).AB

— — — —

= AC.AB+BD.AB=0

hay PO.AB = Otic1a PO | AB. Hinh 3.16

Ad Cho hinh I3p phuong ABCD.A’B’C’D’. Hay néu £n cac dudng thang di qua hai

dinh cla hinh [&p phuong da cho va vuéng goc vdi
a) duong théng AB : b) duéng thing AC.

AS Tim nhimg hinh anh trong thuc t€ minh hoa cho su vuéng goc clia hai dudng th%ng

S

frong khéng gian (truéng hop cat nhau va trudng hop chéo nhau).

BAI TAP
. Cho hinh lap phuvong ABCD.EFGH. Hay xac dinh goéc gitta ciac cap vecto
sau day :
a)ﬁvﬁﬁ; b)EVﬁE_G.; c}ﬁvﬁﬁf..

. Cho trdien ABCD.

a) Ching minh rang E.(.‘D—F ACDB+ADBC=0.

b) Tir dang thifc trén hily suy ra rang néu tif dién ABCD c6 AB | CDvaAC 1 DB
thiAD 1 BC.

. ) Tmng khong gian néu hai dudng thing @ va b ciing vuéng géc véi dudng

thang c thi a va b ¢6 song song v6i nhau khéng ?

b) Trong khéng gian néu dudng thang a vudng géc véi dudng thang b va dudng
thang b vudbng géc véi dudng thang ¢ thi a ¢é vuéng géc véi ¢ khong ?
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Trong khong gian cho hai tam giac déu ABC va ABC’ ¢6 chung canh AB va
nam trong hai mat phang khac nhau. Goi M, N, P, Q lan luot 1a trung di€ém cia
cac canh AC, CB, BC’, C’A. Chitng minh rfmg a

2)AB L CC’;
b) Tt gidgc MNPQ la hinh chif nhat.

. Cho hinh chép tam gidc SABC ¢6 SA = SB = SC va c6 ASB = BSC = CSA.

Chitng minh rang SA | BC,SB | AC,SC 1 AB.

. Trong khéng gian cho hai hinh vuéng ABCD va ABC'D’ c¢6 chung canh

AB va nam trong hai mat phang khdc nhau, l4n luot ¢6 tim O va O’. Chirng
minh rang AB 1 OO’ va tir gidc CDD’C’ 1a hinh chir nhat.

. Cho S1a dién tich cua tam gidc ABC. Chirng minh rang :

_l R —— — ——+
N = E AB AC —-(AB.AC)Y" .

. Cho tit dién ABCD ¢6 AB = AC = AD va BAC = BAD = 60°. Chimg minh ring :

AAB 1 CD;
b) Néu M, N lan luot 1a trung di€ém cta AB va CD thi MN 1. ABvaMN 1 CD.

§3. PUONG THANG YUONG GOC VOI MAT PHANG

Trong thue t&€, hinh anh cua soi d‘l}’ doi vudng goc v6i nén nha cho ta khai
niém vé s vuoéng gée cna dudng thang véi mat phang.




I. PINH NGHIA

Duong thiang d duoc goi

la vudéng géc voi mdt
phing (d) néu d vuéng \
goc voi moi dirong thang a

a nam trong mdt phdng
L@y (3.l 7).

/

Khi d vuéng géc voi (@) ta con noi (&) vudng gbée vai d, hoac d va (&) vudbng
goc véinhauvakihiéulad 1 (a).

Hinh 3.17

IL PIEU KIEN PE PUONG THANG VUONG GOC VOI MAT PHANG

Dinh I

Néu mot duong thing vuong géc véi hai dwong thang cdt
nhau cing thuéc mot mdt phing thi né vuéng géc voi mdt
phang ay.

Chiing minh

Gia sir hai dudng thang cat nhau ciing thudéc mat phang (&) 1a a, b 14n luot ¢é
cdc vecto chi phuong la 7, i (h.3.18). TAt nhién khidé 7 va i1 12 hai vecto
khong ciing phwong. Goi ¢ 1a mot dudng thang bat ki nam trong mat phang
(@) va c¢b6 vecto chi phwong p. Vi ba vecto i, i, p déng phiang va

m, 1 la hai vecto khéng cung phuong nén ta c¢6 hai s6 x va y sao cho
pP=xm+ yn.

Goi @ la vecto chi phuong cua
dudng thangd. Vi d L avad L b

néntacé if.m =0vai.in=0.  —

Khi dé

-

T
U.p=i.(xm+yin)=xidm+yiii=0. -, - p
Viy dudng thang d vuéng goc véi A A
dudng thiang ¢ bat ki nam trong mat
phang (@) nghia la duong thang d

vubng géc vi mat phang (a). Hinh 3.18
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Hé qua

Néu mét duong thang vudng géc voi hai canh ciia mét tam

gidc thi né ciing vuéng géc véi canh thit ba cua tam gidc do.

A1 Muén chimg minh dudng thdng d vuong goc véi mot mat phang (<), ngudi ta phai
lam nhur thé nao ?

Az Cho hai dudng tt1§ng a va b song song véi nhau. Mot dudng 1h§ng d vubng géc véi
a va b. Khi do duong thang d co6 vuéng goc véi mat phang xac dinh bdi hai dudng
thang song song a va b khong ?

III. TINH CHAT

Tir dinh nghia va diéu kién dé dudng thing vuéng géc véi mat phang ta ¢
cdc tinh chat sau :

Tinh chét 1

Co duy nhdt mot mdt 0
phang di qua mot

diem cho truoc vd

d
(h.3.19). /
M

vuoéng géc vol mot

dirong thang cho truée Hinh 344
Mt phdng trung truc ciia mét doan thdng
Ngudi ta goi mat phang di qua trung ’,f""
diém I cta doan thang AB va vuéng /" |
gbc v6i dudng thang AB 1a mdt phdng it !
trung truc cua doan thing AB A I 2
(h.3.20).

Tinh chéit 2 /

C6 duy nhdat mot
duwong thing di qua
moét diém cho truée va

vuong goéc voi mot
mdt phang cho truée |
(h.3.21). i '

Hinh 3.21
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IV. LIEN HE GIUA QUAN HE SONG SONG VA QUAN HE VUONG GOC
CUA PUONG THANG VA MAT PHANG

Ngudi ta ¢6 thé chitng minh duoc moét s tinh chat sau day vé sur lién quan
gitra quan hé vuéng gbéc va quan hé song song cua dudng thang va mat phang.

Tinh chét 1

a) Cho hai diwong thang song song. Mdt phdng nao vuong géc
vai duomg thdang nay thi ciing vuéng géc voi diong thang
kia (h.3.22).

b) Hai diwong thdng phdn
biét ciing vuéng goc voi
mét mdt phang thi song
song voi nhau.

a b

Tinh chdt 2 Hinh 3.22

a) Cho hai mdt phdng
song song. Duong
thing nao vuéng géc

/{
vl mdt phdng nay thi
o - - & - |
ciing vuong goc voi mdt (7 '

phdng kia (h.3.23).

b) Hai mdt phdng phdn biét
cung vuoéng goc voi mot
duwong thang thi song
song vol nhau (h.3.23).

Hinh 3.23

Tinh chat 3 b
a) Cho dudng thing a va

mdt phing (&) song

song voi nhau. Puodng |
5 - P - & ;

thang nao vuodng goc

voi (&) thi ciing viuong
goc voi a (h.324).

Hinh 3.24

h) Néu moét duong thang va mét mdt phang (khéng chita
dirong thang do) cing vuong géc voi mét duong thang khdc
thi chiing song song voi nhau (h.3.24).
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Vi du 1. Cho hinh chép S.ABC c6 day la tam gidc ABC vuéng tai B va c¢6 canh
SA vudng gée véi mit phang (ABC).

a) Chung minh BC L (SAB).
b) Goi AH la dudng cao cua tam gidc SAB. Chirng minh AH 1. SC.
Gidi s
a) Vi SA | (ABC)nénSA | BC (h.3.25). :
Tacé BC L SA, BC 1 AB.
Tir dé suy ra BC 1 (SAB).
b) Vi BC L (SAB) va AH nam trong (SAB) A
nén BC | AH.Talaicé
AH | BC, AH | 5B nén AH 1 (SBC).
Tirdé suyra AH 1 SC.

Hinh 3.25

V. PHEP CHIEU VUONG GOC VA PINH LI BA PUONG VUONG GOC
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1. Phép chiéu vuong goc

Cho dudng thing A vuéng goc véi mat phang \A\ B a
(). Phép chi€u song song theo phuong ciia A S~
lén mat phang (@) duoc goi la phép chiéu
vuong géc lén mdt phang () (h326). T
Nhdn xét. Phép chi€u vubng goéc lén mot '/
mit phang la trudng hop dic biét cua phép 4 A’ B /
chiéu song song nén c6 diy du céc tinh chat

Hinh 3.26

cua phép chi€u song song. Chu y rang ngudi
ta con dung tén goi "phép chi€u 1én mat
phiang ()" thay cho tén goi "phép chi€u vuéng géc 1én mat phang (a)" va

dung tén goi H ' 1a hinh chi€u cia 2 trén mat phang (@) thay cho tén goi

H ' 12 hinh chi€u vubéng géc cia J trén mat phang ().

2. Dinh li ba duong vuong goc

Cho dwong thing a nam trong mdt phang (&) va b la diwong
thang khéng thuéc (@) dong thoi khong vuéng géc voi (a).
Goi b’ la hinh chiéu vuéng géc ciia b trén (). Khi dé a vuéng
goc voi b khi va chi khi a vuéng géc voi b'.




Chitng mink

Trén dudng thang b 1y hai diém A, B B_-
phin biét sao cho chung khéng thubc A%
(@). Goi A" va B’ lan luot 1a hinh chi€u o
cua A va B trén (). Khi d6 hinh chiéu b’ SO
cta b trén (&) chinh 1a dudng thang di i
qua hai diém A’ va B” (h.3.27). A/u B

a a

Vi a nam trong (&) nén a vuéng goc véi AA'.

— Vay n€u a vudng goéc véi b thi a vudng Hinh 3.27
géc v6i mat phang (b', b). Do dé a
vuoéng goc vai b’

— Nguoc lai néu @ vudng géc vé6i b’ thi a vudng gbe véi mat phang (b, b). Do
doé a vuéng goc vai b.

3. Géc giita dwong thang va mdt phdang

Dinh nghia

Cho dwong thang d va mdt phing ().

Truwong hop duong thiang d vuong géc véi mdt phdang (@) thi ta
néi rdang géc giita dwong thang d va mdt phdang (a) bdang 90°.
Triong hop duong thang d khong vuong goéc voi mdt phdng ()
thi géc giita d va hinh chiéu d’ ciia né trén (@) goi la géc giita
dicomg thang d va mdt phdng ().

Khi d khéng vuéng géc véi (a) va d cat

() tai diém O, ta 15y moét diém A tuy ¥ 4N\ A

trén d khic vé6i diém O. Goi H 1a hinh \

chi€u vudng géc cua A 1én (@) va @la géc =" \\

giita d va (@) thi AOH = ¢ (h.3.28). @ h  eNo
H b

Chii y. N&u @la goc giita dudng thang d o

vi mat phang (&) thi ta luén c6
0° <@ <90°.

Hinh 3.28

Vi du 2. Cho hinh chép S.ABCD c6 day la hinh vuéng ABCD canh a, c6 canh
SA = a2 va SA vuong goc véi mat phang (ABCD).
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1.

S

a) Goi M va N lan luot 1a hinh chiéu cia diém A 1én cdc dudng thang SB va
$D. Tinh géc giita dudng thang SC va mat phang (AMN).

b) Tinh géc giita dudng thang SC va mat phang (ABCD).
Gidi 3

a) Taco BC 1 AB, BC 1 AS, suyra BC 1 (ASB).

Trdésuyra BC 1L AM, ma SB | AM

nén AM L (SBC). Dodé AM 1 SC (h.3.29).

Twong tu ta chirng minh duoc AN | SC.
Vay SC 1L (AMN).

Do dé gée giita SC va mat phang L
(AMN) bang 90°. Hinh 3.29

b) Ta c¢6 AC 1a hinh chiéu cta SC 1én mat phang (ABCD) nén SCA 1a géc
gitta dudng thang SC véi mat phang (ABCD). Tam gidc vudéng SAC cén tai A

6 AS=AC=a2. Dod6 SCA =45°,

BAI TAP
Cho hai dudng thang phén biét @, b vd mit phang (). Cic ménh dé sau day
ding hay sai ?
) Neéua//(a)vab L(a)thi a Lb.
b) Néua//(e)vab L athi b 1 ().
c)Neua//(x)vab//(a)thi b/l a.
d)Néua L(a@)vab L athi b//(a).

. Cho ttr dién ABCD c6 hai mat ABC va BCD la hai tam gidc cin c6 chung canh

ddy BC. Goi I 1a trung diém ctia canh BC.

a) Chitmg minh rang BC vuéng géc véi mit phang (ADI).

b) Goi AH la dudng cao cua tam gidc ADI, chimg minh rang AH vudng gbc véi
mit phang (BCD).

Cho hinh chép SAABCD c¢6 day la hinh thoi ABCD va c6 SA= 5B =5C =5D. Goi O

la giao diém cta AC va BD. Chitng minh rang :

a) Pudng thang SO vudéng géc v6i mat phang (ABCD) ;
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b) Pudng thang AC vudng gbc véi mit phang (SBD) va dudng thang BD vuéng
géc v6i mat phang (SAC).
Cho tir dién OABC ¢6 ba canh OA, OB, OC déi mot vuong goc. Goi H la chan
dudng vudng géc ha tir O t6i mat phang (ABC). Chitng minh rang :
a) H 1a true tAm cua tam gidc ABC
1 1 1 1
b) e e
OH- OA~ OB~ O0OC-

. Trén mat phang (&) cho hinh binh hanh ABCD. Goi O 1a giao diém ctia AC va

BD, S 1a mét diém nam ngoai mat phang (&) sao cho SA = SC, SB = SD. Chiing
minh rang :

ay80 1 (@;

b) Néu trong mat phang (SAB) ké SH vudng géc véi AB tai H thi AB vuéng goc
v61 mat phang (SOH).

. Cho hinh chép S.ABCD ¢6 day la hinh thoi ABCD va c6 canh SA vuéng goc véi

mit phiang (ABCD). Goi I va K 1a hai diém l4n luot 14y trén hai canh SB va SD
SE SK

sao cho —=——- Chirng minh :
SB SD

a) BD vudng gbc v61 SC

b) IK vuéng géc véi mat phang (SAC).

. Cho tir dién SABC ¢6 canh SA vuéng goc véi mat phang (ABC) va ¢6 tam gidc

ABC vuong tai B. Trong mit phang (SAB) ké AM vuéng goc v6i SB tai M. Trén
- SM SN : : s
canh SC lay di€m N sao cho — = —- Chitng minh rang :

a) BC 1 (SAB)vaAM 1 (SBC):
b) SB L AN.

. Cho diém § khong thuéc mat phang (@) cé hinh chi€u trén (@) 1a diém H. Véi

diém M bat ki trén (@) va M khéng tring véi H, ta goi SM la dudng xién va
doan HM 1a hinh chiéu ctia dudng xién d6. Chirng minh rang :

a) Hai dudng xién bang nhau khi va chi khi hai hinh chi€u cua ching bang
nhau ;

b) Véi hai dudng xién cho trudc, dudng xién ndo 16n hon thi ¢é hinh chi€u 16n
hon va nguoc lai dudng xién nao ¢ hinh chiéu 16n hon thi 16n hon.
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I. GOC GIUA HAI MAT PHANG

106

$4. HAI MAT PHANG VUONG GOC

Hinh anh cia mét cianh cira chuyén
déng va hinh anh cta bé mat bitc twong
cho ta thiay dwoc su thay déi cia gbc
gitta hai mat phang.

1. Dinh nghia

' Géc giita hai mdt phdng la géc giita hai duong thiang ldn licot

. vuong géc vér hai mdt phang dé (h.3.30).

Néu hai mat phang song song hodc triing nhau thi ta néi rang géc giita hai
mit phang d6 bang 0°.

m

£/

Hinh 3.30

2. Cich xdc dinh géc giita hai mdt phang cdit nhau

Gia str hai mat phang (&) va (f) cat
nhau theo giao tuy&€n c. Tir mot diém [
bit ki trén ¢ ta dung trong (@) dudng
thang a vuéng géc v&i ¢ va dung trong
(B) dudng thang b vudng géc véi c.

Nguoi ta chitng minh dugc goc giira hai
mit phang (&) va (f) la géc giita hai
dudng thang a va b (h.3.31).

Hinh 3.31



3. Dién tich hinh chiéu cua mét da gidc
Ngudi ta dd chitng minh tinh chit sau déy :
Cho da gidc € nam trong mdt phang (@) cé dién tich S va J€'la hinh chiéu

vuoéng goéc ciia JE trén mdt phiang (0). Khi dé dién tich S’ ciia JE ' duoc tinh
theo cong thirc :

S =Scosg

vai @la goc gitra (@) va (f).
Vi du. Cho hinh chép S ABC ¢6 ddy 1a tam gidc déu ABC canh a, canh bén SA
vuéng géc véi mat phang (ABC) va SA = %-
a) Tinh géc giira hai mat phang (ABC) va (SBC).
b) Tinh dién tich tam giac SBC.

Gidi
a) Goi H 1a trung diém ctia canh BC. Tac6 BC L AH. (1)
ViSAl (ABC)nénSA 1 BC. (2) s
Tir (1) va (2) suy ra BC L (SAH) nén \
BC 1 SH. Viay gbéc giita hai mat phang
(ABC) va (SBC) bing SHA. Pat
@=SHA (h332), ta c6

3
tan @ = = = g :

I
V3

Tasuyra ¢ = 30°.

Hinh 3.32

Vay géc giira (ABC) va (SBC) bang 30°.

b) Vi SA L (ABC) nén tam giic ABC la hinh chi€u vubéng géc clua tam gidc
SBC. Goi 8|, 8, lan lwot 1a dién tich cua cic tam gidc SBC va ABC. Ta c6

S,

cos@

S,=8,.cos@p =8, =

9 ] .
2 a 3_a‘

Suyra: § =—4r—=—-
Y LB 4 2
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IL. HAT MAT PHANG VUONG GOC

1. Dinh nghia

B = o & - . A # s -~ - -

- Hai mdt phang goi la vudng goéc voi nhau néu géc giita hai
- Z - ~ - A

i mdt phang doé la géc vuéng.

Né&u hai mat phang (@) va () vudéng géc v6i nhau ta ki hiéu (@) L (B).

2. Cacdinh li

Dinh i 1

Diéu kién can va di dé hai mdt phang vuéng géc véi nhau la
mdt phdng nay chita mét duomg thang vuéng géc voi mqit
phdng kia.

Chifng minh
Gia sir (@), (£) 12 hai mat phang vudéng géc véi
nhau. Goi ¢ la giao tuyén cua (&) va (f). Tir

diém O thuéc ¢, trong mat phang (&) v& dudng
thang a vudéng géc vdi ¢ va trong (B) vé dudng a
thf‘mg b vuéng goc voi ¢ (h.3.33). Ta cb6 goc
giita hai dwdng thang a va b 1a géc giira hai o b ﬂ/
mit phang (@) va (f). Vi (&) vudbng géc véi c g

(f) nén goc gitra hai dudng thang @ va b bang

90°, nghia 12 @ vuéng géc v6i h. Mat khic Hinh 3.33
theo cach dung ta ¢6 a vubéng goéc vai c.

Do d6 a vuéng gbc véi mat phang (¢, b) hay a vudng gée véi (B).

Li luan twong tu ta tim duoc trong mit phang (f) duong thang b vudng géc
véi (@).

Nguoc lai, gia sit mat phang (&) ¢6 chira mot dudng thang @’ vudéng goc véi
mit phang (f£). Goi O’ 1a giao diém clia a’ véi () thi tit nhién O’ thude giao
tuyén ¢ cta (@) va (). Trong mat phang (£) dung dudng thang b’ di qua O va
vuéng goc voi c. Vi a’ vuéng goéc voi (f) nén a’ vudng géc véi ¢ va a’ vudng
gbc voi b'. Mat khic ta ¢c6 @’ vudng gbc véi ¢ va b’ vudng géc véi ¢ nén goc
gitta hai mat phang (@) va (B) 1a géc giita hai dudng thang a’, " va bing 90°.
Viy (@) vudng goc voi ().
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A'I Cho hai mat phéng (@) va (B) vubng goc vdi nhau va cat nhau theo giao tuyén d.
Chimng minh rang néu c6 mét dudng thﬁng A nam trong (&) va A vuéng goc véi d
thi A vuéng goc vai (5).

-~ 2
Héqual
Néu hai mdt phang vuéng géc voi nhau thi bdt cit diwong
thang nao nam trong mdt phang nay va vuéng géc véi giao
tuyén thi vuéng géc voi mdt phang kia.

Hé qua 2

Cho hai mdt phdng (@) va (B) vuéng géc véi nhau. Néu tit
mét diéem thuéc mdt phdng (@) ta dung mét duong thing
vuéng goéc voi mdt phang (B) thi duong thang nay nam trong
mdt phang ().

Dinh I 2

Néu hai mdt phang cdt nhau va ciing vuéng géc véi mdt phang
thit ba thi giao tuyén ciia chiing vuéng géc voi mdt phdang thit
ba dé.

Chitng minh

Gia str (@) va (B) 1a hai mat phang cit w
nhau va cing vubéng gbéc v4&i mat o A
d

phang (). p
Tir mot diém A trén giao tuyén d cia ~  ,decccoofooood
hai mat phang (&) va () ta dung dudng e
thang d’ vuéng géc véi mat phang (). /

Theo hé qua 2 thi d’ nam trong (@) va
d’ nam trong (/). Vay d’ tring véi d
nghia la d vuéng goéc véi () (h.3.34).

Hinh 3.34

Az Cho tir dién ABCD c6 ba canh AB, AC, AD doi mét vuéng goc véi nhau. Ching
minh rang cac mat ph:fmg (ABC), (ACD), (ADB) cling doi mét vuong goc vdi nhau.
Aa Cho hinh vuéng ABCD. Dung doan th§ng AS vudng goc véi mat phﬁng chtra hinh
vuéng ABCD.
a) Hay néu tén céﬁc mat phﬁng |an |uot chira cac dudng |h§ng SB, SC, SD va vubng
goc vdi mat phang (ABCD).
b) Chimg minh rdng mat phﬁng (SAC) vubng goéc véi mat ph'fang (SBD).
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II1. HINH LANG TRU PUNG, HINH HOP CHU NHAT, HINH LAP PHUONG

1. Dinh nghia

o Hinh lang tru ditmg la hinh ldng tru ¢é cdc canh bén vuong géc
voi cdc mdt day. Do dai canh bén dicoc goi la chiéu cao cuia
. hinhldng tru diing.

e Hinh lang tru ding c6 day la tam giac, tir giac, ngi gidc, v.v... dugc goi la
hinh ldng tru dieng tam giac, hinh lang tru dieng tir giac, hinh ldang tru diing
ngii gidc,v.v...

e Hinh lang tru ditng c6 day 1a mét da gidac déu duoc goi 1a hinh ldng tru déu.
Ta ¢6 cdc loai lang tru déu nhu hinh ldng tru tam gidc déu, hinh ldang tru tit
gidc déu, hinh lang tru ngii gidc déu ...

e Hinh lang tru dirng ¢6 day la hinh binh hanh dwoc goi la hinh hép dirng.
e Hinh lang tru ditng c6 day la hinh chit nhat duoc goi la hinh hop chir nhdt.

e Hinh lang tru dirng c¢6 ddy la hinh vuéng va cdc mat bén déu 1a hinh vuéng
duoc goi la hinh lap phiwong.

[Py

—— ] - - ooy
\/ == i

Hinh l&ng tru dimg tam giac Hinh l&ng tru dimg ngl giac

e ——

Hinh hdp chir nhat Hinh lap phuong
Hinh 3.35
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Ad, Cho biét ménh dé nao sau day la ding ?
a) Hinh hop la hinh lang tru dimg.
b) Hinh hép chir nhat Ia hinh lang tru dimg.
¢) Hinh lang tru |a hinh hop.
d) C6 hinh lang tru khong phai la hinh hop.

2. Nhdn xeét

Cdc mat bén cta hinh lang tru dimg luén luén vuéng géc véi mat phang ddy va
la nhimg hinh chtr nhat.

AS Sau mét cla hinh hop chir nhat co phai la nhing hinh chir nhat khong ?

Vi du. Cho hinh lap phuwong ABCD A’B'C’D’ ¢6 canh bang a. Tinh dién
tich thié€t dién cta hinh lap phuong bi cat bdi mat phang trung truc () cla
doan AC".

]

Giai

Goi M 1a trung diém cua BC. Ta ¢6 MA = MC’ =

nén M thudc mat

a~ls
2

phang trung truc cia AC’ (h.3.36).

Goi N, P, Q, R, S lan luot 13 trung diém
cia CD, DD’, D'A’, A'B’, B'B. Chiing
minh twong tu nhu trén ta ¢é cic diém
nay déu thuéc mat phang trung truc cta A
AC’. Viy thiét dién cua hinh 1ap phuong

bi cat bdi mat phang trung truc (@) cua
doan AC’ la hinh luc gidc déu MNPQORS 1&\
*‘b

) #
r s

c6 canh bang

3
2 A
Dién tich § cua thiét dién can tim 1a :

, [a\ET\E 3W3 5
$=6:| ==| ——=—ra"

4 4

Hinh 3.36
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IV. HINH CHOP PEU VA HINH CHOP CUT PEU

1. Hinh chép déu

Cho hinh chép dinh § ¢6 diy la da gidc AjA, ... A va H la hinh chi€u vudng
gbéc cia § trén mat phang ddy (A4A, ... A ). Khi d6 doan thang SH goi la
diwéng cao cua hinh chép va H goi la chdn dudng cao.

& Mot hinh chép diwoc goi la hinh chép déu néu né cé day la
mot da gidc déu va cé chan duong cao tring voi tam cua da

. gidc day.
Nhdn xét

a) Hinh chép déu ¢6 cdc mat bén la nhitng tam gidc cin bang nhau. Cic mat
bén tao véi mat ddy cdc gbéc bang nhau.

b) Cdc canh bén ctia hinh chép déu tao véi mat ddy cdc goc bang nhau.

2. Hinh chép cutdéu

# Phan cua hinh chdp déu nam giita day va mot thiét dién song

song voi ddy cdt cdc canh bén cua hinh chép déu duoc goi la
- hinh chép cut déu.

Vi du hinh A[A>,A3A AsA¢.BB>B3B,B5B¢
trong hinh 3.37 la moét hinh chép cut déu.
Hai ddy cua hinh chép cut déu 12 hai da
gidc déu va déng dang v6i nhau.

Nhin xét. Cidc mat bén cua hinh chép
cut déu 1a nhitng hinh thang cin va cdc
canh bén cua hinh chép cut déu cé do
dai bang nhau.

Hinh 3.37

AG Chting minh rang hinh chop déu c6 cac matbén la nhilg tam giac can bang nhau.

AT Co ton tai moét hinh chop tir giac S.ABCD c6 hai mat bén (SAB) va (SCD) cung
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=" oS bén
Kim tu thap Ké-0p (Chéops)

ol
i

Kim tu thip Ké-6p do éng vua Ké-6p
cua nudc Ai Cap chu tri viéc xay
dung. Pay la kim tur thip 16n nhit
trong cdc kim tu thiap & Ai Cip. Thap
nay dwoc xdy dung vao khoang
2500 nam truée Coébng nguyén va
duoc xem la moét trong bay ki quan
cua th€ gidi. Thdp c¢6 hinh dang la moét
khéi chép ti gidc déu va cé diy la
mot hinh vuéng mdi canh dai khoang 230 m. Trude day chiéu cao cua thdp la
147 m, nay do bi bio mon & dinh nén chi€u cao cua thap chi con khoang 138 m.
Ngudi ta khong biét ngudi c6 Ai Cip di xdy dung thdp bang cach nao, l1am
thé nao dé lap ghép cic tang da lai véi nhau va 1am thé nao dé dwa dwoc céc
tang da nang va to 1én cdc do cao can thi€t. Thap nang khoang sdu triéu tin va
dirge lap ghép béi 2300000 ting d4. That la mét cong trinh ki vi !

BAI TAP

1. Cho ba mat phang (@), (f), (), ménh dé nao sau day ding ?

a) Néu (o) L (Byva(a) [/ (nthi(B L ()
b) Néu (@) L (B va(a) L (» thi(B) /] (p.

2. Cho hai mat phang (@) va (f) vuong géc vdi nhau. Ngudi ta 14y trén giao tuyén
A ctia hai mat phang dé hai diém A va B sao cho AB = 8 cm. Goi € la mot diém
trén () va D 1a mot diém trén (B) sao cho AC va BD ciing vuéng goéc véi giao
tuyén A va AC = 6 cm, BD =24 c¢cm. Tinh d6 dai doan CD.

o

. Trong mat phang (@) cho tam gidc ABC vuéng & B. Mot doan thang AD vuéng
goc vai (@) tai A. Chirng minh rang :

a) ABD la géc giira hai mat phang (ABC) va (DBC) ;
b) Mat phang (ABD) vuéng goc véi mat phang (BCD) ;
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10.

11.

¢) HK // BC v6i H va K lan luot 1a giao diém ctia DB va DC véi mat phang (P)
di qua A va vudng géc v6i DB.

Cho hai mat phang (&), () cat nhau va mot di€ém M khong thude (@) va khéng
thude (f). Ching minh ring qua diém M c¢é mot va chi mot mat phang (P)
vudng goc véi (a) va (H). Néu (@) song song vai () thi két qua trén s& thay déi
nhu thé nao ?

. Cho hinh lap phuwong ABCD A’B’C’D’. Chirng minh rang :

a) Mat phang (AB'C’D) vuéng géc véi mat phang (BCD'A”) ;
b) Budng thang AC’ vuéng géc v6i mat phang (ABD).

. Cho hinh chép SABCD c¢6 diy ABCD la mét hinh thoi canh @ va c6 SA =8B =

= 8C = a. Chirng minh rang :
a) Mat phang (ABCD) vuéng géc véi mat phang (SBD) ;
b) Tam giac SBD la tam gidac vuéng.

. Cho hinh hép chit nhat ABCDA'B'C'D'c6AB=a,BC=b,CC’"=c.

a) Chiing minh rang mat phang (ADC’B’) vuéng gbc v6i mat phang (ABB'A”).
b) Tinh dé dai dudng chéo AC " theo a, b, c.

. Tinh d6 dai dudng chéo cua moét hinh 1ap phuong canh a.
. Cho hinh chép tam gidc déu SABC ¢c6 SH 1a dudng cao. Ching minh SA 1 BC

vasSB 1 AC.

Cho hinh chép tir gidc déu S.ABCD c6 cdc canh bén va cdc canh ddy déu bang a.
Goi O 1a tAm cua hinh vuéng ABCD.

a) Tinh d6 dai doan thang SO.

b) Goi M la trung di€ém cia doan SC. Ching minh hai mat phang (MBD) va
(SAC) vudng goc voi nhau.

c¢) Tinh d6 dai doan OM va tinh géc gita hai mat phang (MBD) va (ABCD).

Cho hinh chép SABCD c6 diy ABCD la mét hinh thoi tim [ canh a va ¢6 goc

a6

—

A bang 60°, canh SC = va $C vubng goc véi mat phang (ABCD).

a) Chitng minh mat phang (SBD) vudng géc v6i mit phang (SAC).
b) Trong tam gidc SCA ké IK vubng goc véi SA tai K. Hay tinh d6 dai IK.

¢) Chimg minh BKD =90° va tir dé6 suy ra mat phang (SAB) vubéng géc Vi
mit phang (SAD).
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8%. KHOANG CACH

I. KHOANG CACH TU MOT PIEM PEN MOT PUONG THANG, PEN
MOT MAT PHANG

1. Khodng cdch tir mét diém dén mét duong thang

Cho diém O va dudng thang a. Trong

mat phang (O, @) goi H l1a hinh chiéu
vuong géc cua O trén a. Khi dé khoang %
cdch gitta hai diém O va H duoc goi la L3

khoang cdach tir diem O dén duong
thing a (h.3.38), ki hiéu 1a d(0, a).

Hinh 3.38

A1 Cho diém O va duong thdng a. Ching minh ring khoang cach tir diém O dén
dudng thang « 1a bé nhat so véi cac khodng cach tir O d&n moét diém bat ki cla
dudng thang a.

’ ’ = 0
2. Khoang cach tir mét diéem dén mot mdt phang

Cho diém O va mat phang (a). Goi H
12 hinh chi€u vuéng géc cia O 1én mat

phing (@). Khi d6 khoang cich giita
hai diém O va H duoc goi la khodng
cdach tir diem O dén mdt phdang ()
(h.3.39) va duoc ki hiéu 1a d(O, (@)).

Hinh 3.39

Az Cho diém O va mit phéng (&). Chiing minh ring khoang céch tir diém O dén
mat phang () 1 bé nhat so véi cac khodng cach tir O t6i mét diém bat ki cla
mat phéng (q).

II. KHOANG CACH GIUA PUONG THANG VA MAT PHANG SONG
SONG, GTUA HAT MAT PHANG SONG SONG

1. Khodng cdch giita duong thdng va mdt phang song song

_ Dinh nghia

Cho ditong thang a song song véi mdt phdng (c). Khodng
. cdch giita duong thang a va mdt phang () la khodng cdch tir
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i mot diém bdt ki ciia a dén madt A a B

phdang (@), ki hiéu la d(a, ()
+ (h.3.40). (l 1
/6/ A' '/
Hinh 3.40

&3 Cho ducng ﬂ"lg'mg a song song véi mat phéng (c). Ching minh rang khoang cach
gitta duong théng « va mat phang (o) & bé nhat so véi khoang cach tir mot diém
bat ki thuac « téi mot diém bat ki thuoc mat phang ().

2. Khodng cdch giita hai mdt phang song song

& Dinh nghia

Khodng cdch giffa hai mdt phdng song song la khodng cdch tir
. mét diém bdt ki ctia mdt phang nay dén mdt phing kia (h.3 41).

Ta ki hiéu khoang cdch gitta hai mat M

phang (&) va () song song véi nhau la A I

d((a), (0). Khi d6 d((), (D) = dM, (b))

véi M € (@), va d((@), (P) = dM', (@) /K 54 /
Hinh 341

véiM'e (P) (h.3.41).
A, cho hai mé&t phang (a) va (B). Ching minh ring khoang cach gifa hai mat phang
song song (&) va (B) Ia nho nhat trong cac khodng cach tir mot diém bat ki clia mat
phang nay té mot diém bat ki clia mat phang kia.

III. PUONG VUONG GOC CHUNG VA KHOANG CACH GIUA HAI
PUONG THANG CHEO NHAU

As Cho tir dién déu ABCD. Goi M, N lan luot la
trung diém clia canh BC va AD. Ching minh
rang : MN L BCva MN L AD (h.3.42).

Hinh 342
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1. Dinh nghia

(h343).

a) Puong thang A cdt hai duong
thang chéo nhau a, b va cing M 3-’//
vuong géc voi moi duong
thang dy duoc goi la dirong
vuong goc chung cua avab. b

b) Néu duong vuong goéc chung \
A cdt hai dwong thdng chéo N \
nhau a, b lan luot tai M, N A
thi dé dai doan thang MN goi
la khoang cdch giita hai
duwong thang chéo nhau a va b

Hinh 3.43

2. Cdach tim duong vuéng géc chung ciia hai duwong thang chéo nhau

Cho hai dudng thang chéo nhau a va b. Goi (f) 1a mat phang chita b va song
song véi a, a’1a hinh chi€u vuéng géc cla a trén mat phang ().

Via// (f) néna [/ a’. Do dé a’va b cat
nhau tai moét di€ém. Goi di€ém nay 1a N.
Goi (&) 1a mat phang chita @ va a’, A la
dudng thang di qua N va vudéng goc vdi
(). Khi doé (&) vuong goc véi (£). Nhu
viy A nam trong (&) nén cat dudng
thang « tai M va cat dudng thang b tai N,
déng thdi A cling vuéng géc véi ca a va
b. Do d6 A la dudng vuoéng goéc chung
cuaa vab (h.3.44).

3. Nhan xét

a) Khoang cdch giita hai dudng thang
chéo nhau bang khoang cich gilta mot
trong hai dudng thang d6 dén mat
phang song song véi né va chifa dudng
thang con lai.

b) Khodng cich giita hai dudng thing
chéo nhau bang khoang cdich giita hai
mit phang song song lan luot chita hai
dudng thang d6 (h.3 45).

Hinh 3.44

Hinh 3.45
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AB Chimg minh rdng khoang cach gitra hai dudng théng chéo nhau 14 bé nhat so véi
khoang cach gitra hai diém bat ki an Iugt ndm trén hai ducng thang ay.

Vi du. Cho hinh chop SABCD c6 day la hinh vuéng ABCD canh a, canh SA
vuong goc vl mat phfmg (ABCD) va SA = a. Tinh khoang cdch gita hai
dudng thang chéo nhau SC va BD.

Giai
Goi O 1a tam cta hinh vuéng ABCD. Trong mat phang (SAC) v& OH L SC
(h.3.46).

Tacéo BD 1 AC va BD | SA nén BD | (SAC),suyraBD | OH.

Mat khic OH 1 SC. Vay OH la doan vuéng géc chung cua SC va BD.

D6 dai doan OH 1a khodng cdch giita hai dudng thang chéo nhau SC va BD.
Hai tam gidc vuéng SAC va OHC déng dang vi ¢é chung géc nhon C.

SA OH

Do d6 — = —— (=sin().
SC oC
SA.OC
Vay OH = :
SC
2
ThehSA=a 0= “; ;

SC=SAZ + AC?
= \)‘a: + 2(13 = G\E

a2
a- 5 a\/g

03_6

Hinh 3.46

nén OH =

a5

0

Vay khoang cdch giita hai dudng thang chéo nhau SC va BD 1a OH =
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n

BAI TAP

. Trong cic ménh dé sau diy, ménh dé nao 1a diing ?

a) Puong thang A 13 dudng vuéng géc chung cua hai dudng thang @ va b néu A
vuoéng goc voia va A vuoéng goéc vai b ;

b) Goi (P) 1a mit phang song song véi ca hai dudng thang a, b chéo nhau. Khi
dé dudng vuéng géc chung A cua @ va b luén luén vuéng géc véi (P) ;

¢) Goi A la dudong vuong goéc chung clia hai dudng thang chéo nhau a va b thi
A 1a giao tuyén ctia hai mat phang (a, A) va (b, A) ;

d) Cho hai dudng thang chéo nhau @ va b. Pudng thang nao di qua mot diém
M trén a déng thdi cat b tai N va vuéng gbc véi b thi dé 1a dudng vudng goée
chung cuaa va b ;

e) Dudng vuéng géc chung A cta hai dudng thang chéo nhau @ va b nam trong
mat phang chita duong nay va vudéng géc vai duong kia.

. Cho tit dién S ABC c6 SA vuong goc véi mat phang (ABC). Goi H, K 1an luot 1a

trire tAm cua cdc tam gidc ABC va SBC.
a) Chiing minh ba duong thang AH, SK, BC dong quy.

b) Ching minh rang SC vuéng géc véi mat phang (BHK) va HK vudng géc véi
mat phang (SBC).

c) Xdc dinh dudng vuéng géc chung cua BC va SA.

. Cho hinh lip phuong ABCD.A'B'C’D’ canh a. Chitng minh rang cic khoang

cdch tir cac diém B, C, D, A’, B’, D’ dén dudng chéo AC’ déu bang nhau. Tinh
khoang cdch dé.

Cho hinh hép chit nhait ABCDA'B'C'D"c6 AB=a,BC=5b,CC"=c.

a) Tinh khodng cdch tir B dén mat phang (ACC'A").

b) Tinh khoang cich giita hai dudng thang BB’ va AC”.

. Cho hinh lap phuwong ABCD A'B'C'D’ canh a.

a) Chitng minh ring B’D vuéng géc véi mat phang (BA'CY).
b) Tinh khoang cdch giita hai mit phang (BA’C’) va (ACD").
¢) Tinh khoang cich giita hai dudng thang BC"va CD’.

Chiing minh rang néu dudng thang néi trung diém hai canh AB va CD ctia tif dién
ABCD la dudng vuéng géc chung cia AB va CD thi AC =BD vaAD =BC.
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. Cho hinh chép tam gidc déu S.ABC c¢6 canh ddy bang 3a, canh bén bang 2a.

Tinh khoang cdch tir § t6i mat diay (ABC).

. Cho tit dién déu ABCD canh a. Tinh khoang cach giita hai canh d6i cta tit dién

déu do.

CAU HOI ON TAP CHUONG III

. Nhac lai dinh nghia vecto trong khong gian.

Cho hinh lang tru tam gidc ABC.A’B'C’. Hiy ké tén nhiing vecto bang vecto
AA' c6 diém ddu va diém cuéi 1a dinh cta hinh lang tru.

-y

. Trong khoéng gian cho ba vecto @, b, ¢ déu khic vecto - khong. Khi nio ba

vecto d6 dong phang ?

. Trong khéng gian hai dudng thang khoéng cat nhau ¢ thé vuéng géc véi nhau

khong ? Gia sir hai dudng thang a, b lin luot ¢6 vecto chi phwong la i7 va V.
Khi nio ta ¢6 thé két luin a va b vudng gbc véi nhau ?

Muén chiing minh dudng thang @ vuéng géc véi mat phang (&) ¢6 cin chiing
minh @ vuéng goc voi moi dudng thfmg cua (@) hay khéng ?

. Hay nhac lai néi dung dinh 1i ba dirdng vuéng géc.

. Nhac lai dinh nghia :

a) Géc giita dudng thang va mat phang ;
b) Géc giira hai mat phang.

. Muén chithg minh mat phang (&) vuéng géc véi mat phang () thi phai chitng

minh nhu thé nio 2

. Hay néu cach tinh khoang cach :

a) Tir mot diém dén moét dudng thang ;
b) Tir dudng thang ¢ dé€n mat phing (&) song song véi a ;

¢) Giira hai mat phang song song.

. Cho a va b 1a hai duwdng thang chéo nhau. C6 thé tinh khoang cdch giita hai

dudng thang chéo nhau nay bang nhimg cdch nao ?

Chitng minh rang tap hop cdc diém cdach déu ba dinh cla tam gidc ABC la
dudng thang vuéng goc véi mat phang (ABC) va di qua tim cua dudng tron
ngoai ti€p tam giic ABC.
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BAI TAP ON TAP CHUONG III

. Trong cic ménh dé sau diay, ménh dé nao la diing ?

a) Hai duong thang phan biét ciing vuéng géc véi mot mat phang thi ching
song song ;

b) Hai mat phang phan biét cing vudéng géc véi mét dudng thang thi ching
song song ;

¢) Mat phang (@) vuéng géc véi dudng thang b ma b vubng goc véi dudng
thfmg a, thi a song song vol (@) ;
d) Hai mat phing phan biét ciing vuéng géc véi mot mat phang thi chiing song song :

e) Hai dudng thang cing vuéng géc véi mot dudng thang thi chiing song song.

. Trong cdc diéu khang dinh sau day, diéu nao la ding ?

a) Khoang cédch ctia hai dudng thang chéo nhau la doan ngan nhit trong cdc
doan thang néi hai di€m bat ki nam trén hai dudng thang iy va nguoc lai ;

b) Qua moét diém c¢6 duy nhit mét mit phang vuéng géc véi mét mat phang khac ;

¢) Qua mét dudng thang c6 duy nhit mét mat phang vudéng géc v6i mot mat
phang khic :

d) Pudng thang nao vuéng gdc vdéi ca hai dudng thang chéo nhau cho trudc 1a
dudng vudng géc chung cua hai dudng thang dé.

. Hinh chép SABCD ¢6 ddy la hinh vuéng ABCD canh a, canh SA bang a va

vuéng géc véi mat phang (ABCD).
a) Chitng minh rang cidc mat bén cua hinh chép l1a nhitng tam gidc vuong.

b) Mat phang (&) di qua A va vubéng géc véi canh SC lan luot cat SB, SC, SD
tai B°, ', D’. Chimg minh B’D’ song song v6i BD va AB"vubng géc vii SB.

Hinh chép §.ABCD ¢6 ddy la hinh thoi ABCD canh a va ¢6 géc BAD= 60°.
Goi O 1a giao diém clia AC va BD. Pudng thang SO vuéng géc véi mat phang

(ABCD) va SO = P, Goi E 1a trung diém ctia doan BC, F 1a trung diém cua

Fa

doan BE.
a) Chimg minh mat phang (SOF) vuéng géc véi mat phang (SBC).
b) Tinh cic khoang cdch tir O va A dén mat phang (SBC).

. Tit dién ABCD c¢6 hai mat ABC vai ADC nam trong hai mat phiang vuéng géc

vl nhau. Tam giac ABC vuéng tai A ¢6 AB = a, AC = b. Tam giac ADC vuéng
taiD co CD = a.
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a) Ching minh cac tam giac BAD va BDC la nhirng tam giac vuéng.
b) Goi I va K lan luot la trung diém ctia AD va BC. Chiig minh IK la dudng
vuong géc chung cua hai dudng thang AD va BC.
6. Cho hinh lip phuwong ABCD A'B'C’D’ canh a.
a) Chimg minh BC” vubéng géc véi mat phang (A’B'CD).

b) Xdac dinh va tinh d6 dai doan vuéng gbc chung cua AB'va B(".

7. Cho hinh chép SABCD c¢é ddy 1a hinh thoi ABCD canh a ¢6 géc BAD = 60°
VASA=SB=SD = ”q?’ :

—

a) Tinh khodng cdch tir § dén mat phang (ABCD) va d6 dai canh SC.
b) Chimg minh mat phang (SAC) vuéng géc véi mat phang (ABCD).
c) Chitng minh SB vuéng géc véi BC.

d) Goi @la géc giita hai mat phang (SBD) va (ABCD). Tinh tang.

CAUHOI TRAC NGHIEM CHUONG III

1. Trong cic ménh dé sau day, ménh dé nao la ding ?
(A) Tir AB=3AC tasuyra BA=—3CA.
(B) Tit AB = —3AC tasuyra CB = 2AC.

(C) Vi E = —2E+ SA_'D nén bén diém A, B, C, D ciing thuéc mot mat phang.

(D) Néu AB = —:B(_.‘ thi B la trung di€ém cua doan AC.

2. Tim ménh dé sai trong cdc ménh dé sau day :

(A) Vi NM+ NP =0 nén N la trung diém cta doan MP ;

(B) Vil Ia trung diém ctia doan AB nén tir mot di€ém O bt ki ta ¢6
— _l —_— —_—
Ol = (OA—i— OB) :

2

—

(C) Tir hé thitc AB = 2AC —8AD ta suy ra ba vecto AB, AC, AD d6ng phang ;

(D) Vi AB+BC+CD+DA=0 nén bén diém A, B, C, D cing thudéc mot
mit phang.
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. Trong cdc két qua sau diy, két qua nao dung ?

Cho hinh lap phuong ABCD.EFGH c6 canh bang a. Ta ¢6 AB .EG bang
(A) @ ; (B) a*V2 ;
(© a*+f3 ; (D) = ‘/_

Trong cdc ménh dé sau diy, ménh dé nao la ding ?

(A) Néu dudng thang a vudng géc véi dudng thang b va dudng thang b vuéng
g6c voi duong thang ¢ thi a vudng géc véi ¢ ;

(B) Néu duong thang a vuéng géc véi dudng thang b va dudng thang b song
song voi duong thang ¢ thi a vuéng goc vdi ¢ ;

(C) Cho ba dudng thang a, b, ¢ vuong géc véi nhau tirng doéi mot. Néu cé mot
dudng thang d vudéng géc véi a thi d song song véi b hoac ¢ ;

(D) Cho hai dudng thang a va b song song véi nhau. Mot dudng thang ¢ vudng
géc v6i a thi ¢ vuéng géc véi moi dudng thang nam trong mat phang (a, b).

. Trong cdc ménh dé sau diy, hdy tim ménh dé ding.

(A) Hai mat phang phan biét ciing vuéng géc véi mot mat phang thi ba thi
song song v4&i nhau.

(B) Néu hai mat phang vuéng géc véi nhau thi moi dudng thang thudéc mat
phang nay s& vuéng géc v6i mat phang kia.

(C) Hai mat phang (&) va () vuéng géc véi nhau va cat nhau theo giao tuyén d.
V6i mbi diém A thuoe (@) va mbi diém B thudc (H) thi ta c6 dudng thang
AB vudng gbéc voi d.

(D) Néu hai mat phing (@) va (f) déu vuéng géc véi mat phang () thi giao
tuy€n d cua (@) va () néu c6 s&€ vubng géc véi (7).

. Tim ménh dé sai trong cic ménh dé sau day :

(A) Hai dudng thang a va b trong khéng gian ¢6 céc vecto chi phuong 14n luot
la i va V. Diéu kién cin va du dé a va b chéo nhau |3 a va b khéng ¢6 di€ém
chung va hai vecto if , V khéng cuing phuong ;

(B) Cho a, b 12 hai dudng thang chéo nhau va vudng gbéc véi nhau. Pudng
vuéng gée chung cia @ va b nam trong mat phang chira dudng nay va vuéng
gdoc voi duong kia ;

(C) Khéng thé ¢6 mét hinh chép tir gide S ABCD nio ¢6 hai mat bén (SAB) va
(SCD) cung vuéng géc véi mat phang ddy ;
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(D) Cho ii, ¥ 1a hai vecto chi phuong ctia hai dudng thang cat nhau nam trong
mit phang (&) va i 1a vecto chi phwong ciia dudng thang A. Piéu kién cin
vaididéA L (e)laii.ii =0van.v =0,

7. Trong cdc ménh dé sau diy, ménh dé nao la ding ?

(A) Mot dudng thang cat hai dudng thang cho trde thi ca ba dudng thang dé
ciing nam trong mot mat phang.

(B) Mot duong thang cat hai dudng thang cat nhau cho trude thi ca ba dudng
thang dé ciing nam trong mét mat phang.

(C) Ba dudng thang cat nhau tirng do6i mot thi cing nam trong mot mat phang.

(D) Ba dudng thang cat nhau timg déi mét va khéng nam trong mét mat phang
thi déng quy.

8. Trong cdc ménh dé sau, ménh dé nao la ding ?
(A) Hai dudng thang phan biét ciing vuéng géc vdi mot mat phang thi song song.
(B) Hai mit phang phan biét ciing vuéng géc v6i mot mat phang thi song song.

(C) Hai dwdong thang phan biét ciing vuéng géc véi mot dudng thing thi
song song.

(D) Hai dudng thang khéng cat nhau va khoéng song song thi chéo nhau.

9. Trong cdc ménh dé sau, ménh dé nao la ding ?

(A) Hai dudng thang phan biét ciing song song véi mét mat phang thi song
song voi nhau.

(B) Hai mat phang phan biét ciing vudéng géc véi mot mat phang thi cat nhau.,
(C) Hai dwong thang phan biét ciing vuéng géc véi mot dudng thang thi
vudng goc voi nhau.
(D) Mot mat phang (&) va mot dudng thang a khéng thude (@) cling vuong géc
v6i dudng thang b thi (@) song song véi a.
10. Tim ménh dé diing trong cic ménh dé sau day.

(A) Poan vudng géc chung ciia hai dudng thang chéo nhau 1a doan ngin 11_1151't
trong cdc doan thang ndi hai diém bat ki 14n lvot nam trén hai dudng thang
Ay va nguoc lai.

(B) Qua moét di€ém cho trrée ¢6 duy nhit mot mat phang vuéng géc vdi mot
mit phang cho trudc.

(C) Qua mot diém cho trwde ¢6 duy nhit mot dudng thang vudéng géc véi mot
dudng thang cho trwde.
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(D) Cho ba dudng thang a, b, ¢ chéo nhau tirng déi moét. Khi dé ba dudng
thang nay s& nam trong ba mit phing song song véi nhau tirng déi mot.

11. Khodng céch gitta hai canh d6i ciia mét tif dién déu canh @ bang két qua nao
trong cic két qua sau day ?
aJ_

3a
Ay — ¢ B
()2, (B)

‘/_ (D) avf2.

BAI TAP ON TAP CUOI NAM

1. Trong mit phang toa d6 Oxy, cho cic diém A(1 ; 1), B(O ; 3), C(2 ; 4). X4c
dinh anh cua tam gidac ABC qua cidc phép bién hinh sau :

a) Phép tinh tién theo vecto V = (2 ; |
b) Phép déi xing qua truc Ox ;
¢) Phép déi ximg qua tam /(2 ; 1

d) Phép quay tim O géc 90°
e) Phép déng dang c6 dugc bang ciach thuc hién lién ti€p phép d6i xing qua
truc Oy va phép vitr tim O t1 s6 k = -2,

2. Cho tam gidc ABC ndi tiép dudng tron tim O. Goi G va H trong ing 1a trong
tAm VA truc tAm cua tam gidc, cdc diém A’, B”, C’ lan luot | trung di€ém cua cdc
canh BC, CA, AB.

a) Tim phép vi tu F bién A, B, C twong tng thanh A’, B”, .
b) Chitng minh rang O, G, H thang hang.
¢) Tim anh cta O qua phép vitu F.

d) Goi A”, B”, C” lan luot la trung diém cta cdc doan thang AH, BH, CH ;
Al, Bl, Cl theo thu tu la giao diém thit hai cia céic tia AH, BH, CH véi

duong tron (0) ; A}, By, C| twong ting la chan cic dudng cao di qua A, B, €.

|
Tim anh cua A, B, C, A, B, €| quaphépvity tam H t1 s6 —
r)

]

e) Chitng minh chin diém A’, B, C’, A", B”, C", A;, B[, (i cung thudéc mét

dudng tron (dudng tron nay goi la dudng tron O-le cua tam giac ABC).
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. Cho hinh chép SABCD c6 diy ABCD la hinh thang v6i AB la day lén. Goi M

Ia trung di€ém cta doan AB, E la giao diém cta hai canh bén cua hinh thang
ABCD va (7 1a trong tAim cua tam gidc ECD.

a) Chiing minh rang bén diém S, E, M, G cing thudc mot mat phang (&) va
mat phfmg nay cat ca hai mat phfmg (SAC) va (SBD) theo cung moét giao
tuyénd.

b) Xdc dinh giao tuyén ctia hai mat phang (SAD) va (SBC).
¢) Lay mot diém K trén doan SE va goi (" =SC m KB, D'=SD n KA.
Chiing minh rang giao diém cua AC’ va BD’ thudc dudng thang d néi trén.

Cho hinh lang tru tir gidc ABCDA'B'C'D’ ¢6 E, F, M va N lan luot 1a trung
diém cua AC, BD.AC’vaBD’. Chirng minh MN = EF.

. Cho hinh lap phwong ABCD.A'B'C’'D’ ¢6 E va F lan luot 1a trung diém cta cdc

canh AB va DD’. Hiy xdc dinh cdc thi€t dién ctia hinh lap phuong cat bdi cdc
mat phang (EFB), (EFC), (EFC’) va (EFK) v6i K 1a trung diém cta canh B'C".

. Cho hinh lap phwong ABCD A’B’C’D’ ¢6 canh bang a.

a) Hiy xdc dinh dudng vuéng géc chung cua hai dudng thang chéo nhau BD’
va B'C.
b) Tinh khoang cdch ctia hai dudng thang BD’ va B'C.

. Cho hinh thang ABCD vuéng tai A va B, c6 AD = 2a, AB = BC = a. Trén tia Ax

vuéng géc v6i mat phang (ABCD) 1dy mét diém S. Goi €, D’ lan luot 1a hinh
chi€u vuéng géc cua A trén SC va SD. Chiing minh rang :

a) SBC=SCD=90°,

b) AD’, AC’ va AB ciing nam trén mot mit phang.

¢) Chitng minh rang duong thang C’D’ luén luén di qua mot diém c6 dinh khi
S di dong trén tia Ax.
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§4.
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§5.

[

§6.

HUGNG DAN GIAI VA PAP sO

CHUONG I 2.
béy rang M'=T;(M) & MM'=v. 5
La tam giic GB'C’ sao cho cic ti gidc §7.
ABB'G va ACC'G la cac hinh binh hanh. 1.
Dung D sao cho AD=GA.

2.
) L:A)=2;7), L;(B8)=(-2:3);
b)C=T ;(4) =(4:3): 3.
c) d’ co phuong trinh x — 2y + 8 = 0. §8.
Co vo s0. L
A(l;2),B'(3;:-1) %
Puong thang A’B’ cé phuong trinh 1a
Ix+2y-7=0. 2
3x+y—-2=0. o
CicchiV,|, E, T, A M,W, Odéucs
truc déi xing.
A'(l ; =3), d’ co phuong trinh
x=2y—3=0.
Hinh binh hanh va hinh luc gidc déu la
nhting hinh ¢6 tim dé1 xung.
Pudng thang, hinh gém hai dudng thang
song song, ... la nhiing hinh c6 vé s6 tam 1.
dé1 xung.
Goi E la diém déi xiing véi € quatim D. 2.
C)=E,;

a) Q(A?%u} (©)

b) Puéng thang C'D.

B(0 ; 2). Anh cta d Ia duéng thang cé
phuong trinh x — v +2 = 0.

a) Chting minh OAOA’ =0 va0A =04
b) 4 (2;-3), B(5;-4), C; 3;-1).

Thue hién lién ti€p phép doéi xing qua EH
va phép tinh ti€n theo vecto EO.
St dung tinh chat cuia phép doi hinh.

La tam giic néi trung diém cla cic canh
HA HB HC.

Str dung cich xac dinh tim vi ty cta hat
duong tron.

Duang dinh nghia phép vi tu.

Thuc hién lién ti€p cic phép bi€n hinh
theo dinh nghia.

Thuc hién lién ti€p phép dé1 ximg tam [ va
phép vi tu tam A, ti s6 2 dé bi€n hinh
thang JLKI thanh hinh thang IJHDC'.
Phuong trinh cua no 1a 1‘2 + (v— 2): = 8.
Thue hién lién tiép phép déi xung qua
duong phan giic cua goc B va phép vi tu

, . AC
tim B, t1 s6 ——-
AH

BAI TAP ON TAP CHUONG |

a) Tam giac BCO ;
b) Tam giac COD ;
¢) Tam giac EOD.

Goi1 A" va d’ theo thu tu 1a anh cta A va d

qua cdc phép bién hinh trén.

a) A(l ; 3), d’ co phuong trinh :
3x+y—-6=0.

b) A(1 ; 2), d’ co phuong trinh :
3Ix—-y—-1=0.

¢) A'(1 ; =2), d’co6 phuong trinh :
3x+y—-1=0.

d) A'(—2;—1). d’ co phuong trinh :
x—3y=1=0.
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a) (x — 3)2+ r+2)y" =9;
9 -
by(x— )"+ (v+1)"=9;
c) (x — 3)2 + (v - 2)°=9;
d)y (x+3)> +(r-2>=9.
Ding dinh nghia cua phép tinh ti€n va
phép déi xiing truc.
Tam giac BCD.
(- 3P+ (y— 9)° = 36.
N chay trén dudng tron (0" la anh cua
(0) qua phép tinh tién theo AB .

CHUONG II

2) E, F € (ABC) = EF C (ABC);
(1€ BC
2 1 . ;
| BC c (BCD)
Tuong tyl & (DEF).

{MEJ
dc(B)

Goil =d| md,. Chimg minh/ € ds.

= I € (BCD).

= M < (p).

Chimg minh BG g cat AG 4 tai diém G véi
GA - .

——=3. Lap ludn tuong tu €G-, DG
s : - : C D

GGy

cling cit AG, lin luot tai cic diém

T v e (;rA {"""Fl
G,G vol — =R
GGy

= 3.

T GGy
Tur d6 suy ra di€éu cin chiing minh.

a) GorE=AB m CD.
Taco ME = (MAB) m (SCD),
N=5D m ME.
b) Go1/ =AM m BN. Ching mimh / € 50.

a) Goi E=CD m NP.
Chung minh £ =CD m (MNP).
b) (MNP) m (ACD) = ME.

a) (IBC) ~ (KAD) =IK.
b) Goi E = BI ~ MD, F=CI ~ DN.
Tacé (IBC) ~ (DMN) = EF.
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a) (PMN) n (BCD) = EN.
b) Goi Q = EN n BC.
Tacé Q =BC n (PMN).

a) Goi M = AE n DC.
Taco M =DC n (C'AE).
b) Goi F = MC" m SD. Thiét dién la ta
gidc AEC'F.
2) Goi N=5SM n CD.
Taco N=CD n (ABM).
b) Go1 O = AC m BN.
Taco (SAC) N (SBM) =50.
c) Goil =50 N BM.
Tacol =BM n (SAC).
d)GoiR=AB N CD,P=MR n 5C.
Taco P =5C m (ABM) ;
MP = (SCD) m (AMB)

Ap dung dinh li vé giao tuyén ctia ba
mat phang.

a) Khi PR J/ AC, qua Q vé duong thang
song song vai AC cat AD tai 8.

b) Khi PR cit AC tail tacé$ =IQ  AD.

a)A'=BN N AG.

b) Chuing minh B, M’, A’ la diém chung
ctia hai mat phang (ABN) va (BCD). Bé
ching minh BM" = M'A" = A'N dung tinh
chit dudng trung binh trong hai tam gidc
NMM' vaBAA"

| |
¢) Taco GA"= —MM', MM’ = :AA' suy

ra két qua.

a) Ching minh OO’ /{ DF va OO’ [ CE.

b) Goi I la trung diém clia AB. Chiing
minh MN // DE.

a) Giao tuyén cua (@) véi cic mat cua ti
dién la cic canh cia ti giic MNPQ co
MN ]| PQ J| AC vaMQ /[ NP |/ BD.

b) Hinh binh hanh.

(@) cat (SAB), (ABCD) theo cic giao tuyén
song song vol AB va (o) cat (SBC) theo
giao tuyén song song véi SC.
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Dung tinh chit *mét mat phang cat hai
mat phang song song theo hai giao tuyén
song song’.
a) Chung minh ti gidc AA'M'M 1a hinh
binh hanh.
b) Goil =AM’ N A'M.
Tacol=A'M n (AB'C").
c) GoiO=AB" n A'B.
Taco OC’'=(AB'C) N (BAL").
d) G=0C" N AM".
a) Dang tinh chit "néu moét mat phang
chiia hai dudng thang a, b cat nhau va a,
b cing song song vo1 mot mat phang thi
hai mat phang do song song”.
b) Goi @ la tim cua hinh binh hanh
ABCD, G = AC" n A'0. Chung minh
AG 2 ,

— = —- Tuong tu cho G,.
AQ 3

¢) G}, G, 1an luot 1a trung diém cha AG,
vaC'Gy.

d) Thiét dién 1a hinh binh hanh AA'C'C.
T’J’ng dung dinh Ii Ta-l€t.

BAI TAP ON TAP CHUONG I

a) GoiG=AC m BD :H=AE n BF.

Taco GH = (AEC) m (BFD).

Goil=AD m BC ; K=AF n BE.

Taco IK = (BCE) n (ADF).

b) Goi N =AM n IK.

Taco N=AM m (BCE).

c) Né'utcﬁt nhau thi hai hinh thang da cho

cung nam trong mot mat phang. Vo li.

a) GoiE=AB n NP,F=AD n NP,
R=8B N ME,Q=5D n MF.

Thiét dién la ngii giac MOPNR.

Go1 H = NP m AC,

I=%) mn MH.Taco I =50 n (MNP).

a) Goi1 E=AD m BC.
Tacé (SAD) m (SBC) =SE.

§1.

t

b) Goi F=5E m MN,P =5D — AF.
Tacé P=5D m (AMN).
c) Tua giic AMNP.

a) Chay Ax [/ Dt vaAB [/ CD.

b) IJ la duéng trung binh cha hinh thang
AA'C'Cnénll [l AA".

c)DD ' =a+c—b.

CHUONG III

a) Cac vecto cung phuong vél 14

IA', KB, KB', LC, LC', MD, MD'".
b) Cic vecto cung huong vol IA

KB, LC, MD.

¢) Cac vecto nguoc hudng var /4

IA.KB'. LC'. MD'.

a) AB+ B'C'+DD' = AB+BC +CC’
= AC’.

b) BD-D'D—B'D'=BD+DD'+D'B’
=ZRE'.

_ ——s ——s @ —

¢) AC+BA'+DB+C'D =

—AC+CD'+D'B'+B'A
—AA=10

Goi O 1a tim cua hinh binh hanh ABCD.
Taco:

SA+SC =280
SB +SD =250
= SA+SC =SB + 5D
MN = MA+ AD+ DN

k. ur——F . =t

MN = MB+BC+CN
— 2MN = AD+BC

- I — s —_a
= MN = —(AD+ BC)



MA+AC+CN

_ —s —s

MN = MB+BD+DN

®) MN-

= 2MN = AC+BD

Y l — —_
= MN-= :(A('-t— BD).

5. a) E:(E+E)+E:E+E,
véi (7 1a dinh thid tu ctia hinh binh hanh
ABGC vi AG = AB + AC.

S P 5 "

Viy AE=AG+AD, vé1E A dinh thu tu
ctia hinh binh hanh AGED.

Do d6 AE la dudgng chéo cua hinh hop
co ba canh la AB, AC, AD.

b) AF = (AB+ AC)— AD = AG — AD
= DG.

Viy F la dinh th tu ctia hinh binh hanh
ADGF.

DA=DG+GA

DB = DG +GB

DC = DG +GC

= DA+ DB+ DC = 3DG

vi GA+GB+GC =0
7. a)Tacé IM+IN =0

ma 2IM =IA+IC , 2IN =IB +ID

.

b) Vi diem P bt ki trong khong gian
taco:

IA= PA-Pl,IB=PB-PI
IC=PC-Pl.ID=PD-PI
Viy IA+IB+IC+ID =
= PA+PB+ PC+ PD—4PI
Ma JA+IB+IC+ID=0

_— — —s  —

|
nén Pf——( PA+PB+PC+PD).
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10.

_..

'C=AC-AB' = AC —(AA +AB)

=c—-a-bh

—_— —_—

BC'= AC’ - AB = (AA' + AC)- AB

—a+c—b.

MN = MS+SC+CN (1)

_— s —s  —

MN = MA+ AB + BN
—2MN =2MA+2AB +2BN (2)
Cong (1) vai (2) ta ducc
3MN = MS +2MA+SC +2AB+CN + 28BN
*f —_.—
0 0
 eg . Y 2_.
— MN=—SC+=AB.
3 3

o g A

Viy ba vecto MN. SC, AB déng phang.

Tacé KIJ/ EF [| AB.

FG /| BC va AC C (ABC).
Do dé ba vecto AC, KI, FG déng phang vi

chung co gid cung song song vol mp ().
Mat phang nay song song véi mp (ABC).

a) (AB, EG)=45° ; b) (AF,EG)=60° ;

¢) (AB,DH )= 90°.

1) AB.CD= AB(AD- AC)
AC.DB = AC (AB - AD)

_ s —

AD.BC = AD.(AC — AB)

_— s _— s —_— s

— ABCD+AC.DB+ADBC=0
b) AB.CD=0. AC.DBE=0
= ADBC=0 = AD | BC.

a) a va b no1 chung khong song song.
b) @ vac no1 chung khéong vuong goc.

a) AB.CC'= AB(AC'— AC)

= AB.AC' - AB.AC = 0



Vay AB L CC".

by MN=PQ = —
cc’
2
MN [l AB, MQ |/ CC'nén MN 1 MQ.
Viy hinh binh hanh MNPQ la hinh
chii nhit.

vi MQ=NP = - ViAB 1 CC'ma

SA.BC = SA(SC — SB)
— SASC—SASB =0
— $A | BC.
Tuong tytace S8 1L AC, SC 1 AB.
AB.OO = AB.(AO — A0)

_— s _—

= AB.AO'-AB.AO=0
= AR .l o8,
Ta giac CDD'C’ 1a hinh binh hanh co
CC’" 1L ABnénCC’" L CD.
Do dé ti giac C'DD'C’ 1a hinh chii nhit.

|
Taco SAB(‘ = :AB.A{'.sin A

-

I
= — AB.AC i=sco A,

¢ AB.AC
Vicosd = ——— nén
|2z |ac]

" B AB LAC —(AB.AC)
I —cos =

) 2

AB AC™

(R

T 5
Dodé §p0 =—YAB AC _(AB.AC)*

-

a) AB.CD= AB.(AD- AC)
— ABAD- ABAC=0

= AR ... €D.
b) Ta tinh duoc

—_—

| —
MN::(AD+ BC)

—_ —  —

|
Z:(AD—I— AC - AB)

.

fad

| R oy 2 g 2
ABMN——(%BADJrABA( —AB )=

_n

I
=—(AB> cos60° + ABZ cos60° — AB2)

=0
Vay AB.MN =0, dodo MN | AB.

Tuong tu ta chiing minh duogec MN L CD
bang cach tinh

PR R Y S T PN - S )

=0.
a) bang : b) Sai ;
c) Sai ; d) Sai.
) BC 1 Al

= BC 1 (ADI)
BC 1 DI

b)BC 1 (ADI) = BC | AH
mafD 1 AH nén AH 1 (BCD).

a) 80 .1 AC

— 8$O 1 (ABCD)
SO 1 BD

b) AC 1L BD |
— AC 1 (SBD)
A1 86

BD 1 AC

= BD 1 (SAC).
BD 1 50O

) BC 1 oH
BC 1 0A

= BC 1 AH.
Tuong tu ta chiing minh duoc CA 1 BH
vi AB 1 CH, nén H la tryc tim cua tam
gric ABC'.
b) Goi K la giao diém cuia AH va BC. Ta
c6 OH la dudng cao cua tam giic vuong
AOK nén

| 1 ]

L (1)
OH~ O0A~ OK~

Trong tam giac vuong OBC vé1 duong cao
OK taco:

}::»3(1(,1011)

131



§4.

N

T (l)yva(2)taco:

| | 1 1
= +

= oy :
oH2 042 o8% oc?

a) 85O 1 AC
= SO 1 (ABCD).
SO 1L BD
AB | SH ;
) = AB 1 (SOH).
AB 1L S5O
a) BD | AC
BD 1 5A
= BD 1 5C.
by 8D 1 (SAC) malK /| BD nén

IK 1 (SAC).

} = BD 1 (SAC)

a) BC 1 AB -
= BC 1 (5SAB)
BC 1 SA
=AM 1L BC, maAM 1 5B nén
AM 1 (SBC).
b) Chiing minh SB L (AMN)
=SB | AN.
a) Gid su c6 hai duong xién SM va SN
bang nhau. Khi dé ta c6 hai tam gidc
vuong SHM va SHN bang nhau.
Do dé : SM =5N < HM =HN.
b) Gia st ¢6 hai dudng xién : SA > 8B.
Trén tia HA ta ldy diém B’ sao cho
HB'=HB, khi dé SB" =5B va SA > 5B,
Dung dinh li Py-ta-go, x€t hai tam
gidc vuong SHA va SHB' ta suy ra diéu
can chiing minh.

a) bung b) Sai.

CD =26 (cm).

a) Ching minh BC 1 (ABD), suy ra
ABD 1 goc gifia hai mat phang (ABC)
va (DBC).

by Ching minh BC' L (ABD).

c¢) Chung minh DB | AHvaDB | HK.
Trong mat phang (BCD), chiing minh
HK [| BC.

Xét hai truong hop (@) cat (B) va (a) // (D).
Néu (@) cat (f) giao tuyén A duge xac
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10.

11.

§5.

dinh duy nhét. Qua M c6 mét va chi mot
mat phang (P) vuéng goc véi A.

Néu (@) // (B) thi tacé vo sé mat phang (P).
a) Chiing mmh AB" 1 (BCD'A’).

b) Chiing minh (ACC’A’) la mit phing
trung truc cua doan BD va (ABC'D’) 1a mat
phang trung tnic cia doan A’D. Hai mat
phang nay ciing vuéng géc véi mat phang
(BDA') nén co6 giao tuyén AC’ vuéng goc
vG1 (BDA).

a) Ching mmnh AC L1 (§8D) va suy ra
(ABCD) L (SBD).

b) Chiing mmh O§ = OB = OD va suy ra
tam guic SBD vuong tan 8.

a) Chiing mmnh AD 1 (ABB'A’).

b) AC' = ‘Juz +h2 42,

D6 dair duong chéo cua hinh lip phuong
canh a bang u-J?_p :

Ching minh BC' L (SAH) va suy ra BC' L SA.
Tuong tu, chiing minh AC 1 8.

a2

a) NO =

£
b) Chiing minh SC' L (BDM)
= (NAC) L (BDM).

¢) Chung minh OM = vico MC =

2=
2=

ma OMC =90° nén MOC = 45°.

a) BD 1 AC
BD 1 SC
= (3BD) 1 (SAC).

b) Hai tam gidc vuéng SCA va IKA dong

} = BD 1 (SAC)

SC.AT
dang nén /K = =Z.
SA 2
c) BKD=90° vilK=ID =B = %
54 1 (BDK)va BKD=90°,
suy ra (SAB) L (SAD).
a) Sai ; b) Pung ; c) Pung ;

d) Sai ; e) Sai.



a) Can chimg minh SA 1 BC

vaBC L (SAH) = BC 1 SE.

(Vo1 E=AH m BC)

Viay AH, SK, BC dong quy.

b) Can ching mmnh BH 1 (SAC) va suy
rasC 1 (BKH),

SC L (BKH)= 5SC 1 HK

BC 1 (SAE)= BC 1L HK

— HK | (SBC).

c) AE la dudng vuéng goc chung cia
SA va BC.

Khoing cich d tit cic diém B, C, D, A',
B, D' dén dudng chéo AC’ déu bang
nhau vi ching déu la dé dai dudng cao
clia cdc tam gidc vuong bang nhau.

AABC" = AAA'C' = ...
aso
3

a)Ke BH | ACtai H.taco BH 1 (ACC'A),
ta tinh duoc

Ta tinh dugce d =

ab

\1“2 +.’?2 |

b) Khoang cich gitta BB’ va AC’ chinh la
ab

Wjuz +h> |

a) Ching minh 8D vuéng goc v6i hai
dudng thang cat nhau ctia (BAC”).

b) Goi / va H lan luot la trong tim cua
AACD’ va ABA'C” thi IH 1a khoang cich
gifia hai mat phang song song (BA'C") va

(ACD),
— - a3 _
3 3

¢) Goi d la khoang cich giiia hai dudng

BH =

khoang cich BH =

i a
thang chéo nhau BC'va €D’ d =

3
3

V& qua trung diém K cta canh CD
duéng thing song song véi AB sao cho
ABB'A’ 1a hinh binh hanh ve1 K la
trung diém clia A'B".

[

Ching minh hai tam giic vuong BCB’ va
ADA'’ bang nhau. Tt d6 suy ra BC' = AD.
Chiing minh tuong tu taco AC =8D.

Khoang cach tir dinh 8 té1 mat dday (ABC)
bang dé da dudng cao SH cta hinh chép
tam gidc déu. Ta tinh ducc :

: ’ » ~
SH = SA"— AH~ =a.

Goi I va K 1an luot Ia trung diém ctia cdc canh
ABvaCD Vi IC =IDnéniIK 1 CD.
Tuong tu chimg minh duge IK 1 AB.
Viy IK la dudng vuong goéc chung cua AB
vaCD.

a~2

Do do IK =

2

BAI TAP ON TAP CHUONG Ill

a) bang : b) Pung ;
c) Sai ; d) Sai ;
¢) Sai.

a) Ping : b) Sai ;
c) Sai ; d) Sai.

a) Ap dung dinh Ii ba duong vuong goc ta
ching minh duge bén mat bén cua hinh
chop la nhiing tam gidc vuéng.

b) Chung minh BD 1 8C va suy ra
B’'D' 1 SC. Vi BD va B'D’ ciing nam
trong mat phang (SBD) nén BD [/ B'D’.

Ta ching minh AB" 1 (88C)

= AB" 1 SB.

a) Ching mmh
BC 1 (SOF)= (SBC) L (SOF) ;
b) d(O, (SBC))=0H = %ﬂ ?
d(A, (SBCY) =d(, (SBCY) = 1K
3a
=20H = —-
4

a) Ta chung minh BA | (ADC) = tam
giic BAD vuéng ta1 A.

Duang dinh i ba duéng vuong goc ta chiing
minh BDC [a tam gidc vuong ta D.
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b) Ching minh tam gidc AKD cin ta1 K
vasuyra Kl L AD.
Ching mmnh tam giac [BC cin ta [ va
suy ra/K L BC.
Do dé IK la doan vuéng géc cua AD va
BC.

BE LR > i
a) = BC 1 (ABCD)

BC' 1L A'B'
b) Poan vuong géc chung cua AB’ va
a3

3

BC'IAKI =

a5

a) d(8, (ABCD)) =SH = s

SC =

asf7
2

b) Vi SH L (ABCD) v6iH € AC nén
(SAC) | (ABCD).
c) VisSB2 + BCC =SC nén SB | BC.

SH
d) tan :—:\E.
¥ HO

BAI TAP ON TAP CUGI NAM

Goi tam gidc AB'C’ 1a anh cta tam gidc
ABC qua cac phép bién hinh tén, khidé
a)A'(3;2),B(2;4),C(4:5);

b) A'(1;-1),810;-3), C'2:—4);

A B 1),BE:;—-1),C(2:-2);
diit-1 1), B30, C-452);

e) A(2;-2), 80 ;-6), C(4;-8).

; ¢ e
a) F la phep v1 tu tam G, t1 50 S

b) BE y rang O Ia true tim cta tam gidc
AB'C.

c) F(0) = O latrung diém cta OH.

d) Anhcta A, B, C, A, B. €| quaphép

% K = l - = o L
vitu tim H t1 56 — fuong ung aA” B

-

ey r r 14
S Y. R o
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e) Ching mmh A", B”, (", A;, BI', (.Tl'

cung thuéc dudng tron (OI). Sau do
ching minh A", B', ¢’ cting thuéc duong
tron ((Jl].

04 =04,

Chang han, ching minh

a) Goi (¢) = (ES, EM), (@) cat (SAC) va
(SBD) theo giao tuyén la dudng thang SO
vo1 O = AC N BD.

b) SE = (SAD) m (SBC).

c¢) Go1 O" = AC" n BD’. Chiing minh
0’ € 50 =(SAC) N (3BD).

Chiing munh to giac MNFE la hinh binh
hanh.

Goi & 1a hinh lap phuong.
—(EFB) ~ ¥ = ABIF véi FI |/ AB.
—(EFC) & = ECFH v6i CF [/ EH.

—(EFC"y n & = EMC'FL véi EM || FC’
va FL ]/ C'M.
— Thiét dién tao boi (EFK) va hinh lap
phuong la hinh luc gidc déu.
a) Goi / la thm hinh vuéng BCC'B’. Vé
IK 1 BD'tai K. IK 1a dudng vuoéng goc
chung cia BD"va B'C.
a~6

6

b) KT =

a) Str dung dinh 11 ba dudng vuong goc.

b) Ching minh AD’, AC’" va AB cung
vuong goc vél SD.

c)C'D'luon diqual vé1/ = AB m CD.
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