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Hay bao quan, giit gin sdach gido khoa dé danh ting cho cdic em hoc sinh lop sau !



NHUNG PIEU HOC SINH CAN CHU Y KHI SU DUNG SACH GIAO KHOA

1. Khi nghe thay cé giao giang bai, luén luén cé6 SGK trudc mat. Tuy nhién
khéng viét, vé thém vao SGK, dé ndm sau cac ban khac cé thé dung dudc.

2. V& trinh bay, sach giao khoa cé hai mang : mang chinh va mang phu.

Mang chinh gém cac dinh nghia, dinh Ii, tinh chat,... va thudng dugc déng
khung ho#c cé dudng vién & mép trai. Mang nay dudc in IUi vao trong.

3. Khi g8p Cau héi [?], can phai suy nghT, tra 16i nhanh va dung.

4. Khi g&p Hoat dong ﬁ, cac em phai dung but va gidy nhap dé thuc hién
nhitng yéu cau ma hoat déng doi hoi.
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Mui tén chi hudng cho ta
Bay theo 16i &y 4t 1a d&n noi |

Vecto |4 mét khai niém todn hoc méi dbi véi céc em.

Hoc chuong nay, cac em phai hifu dugc vecto 1a gi, thé nao
1a téng, hidu cla hai vecto, tich clia mdt vecto véi mét s&.
Nh(mg ki&n thire ndy rdt quan trong, chiing 14 co s& d8 hec
mén Hinh hoc clia ca ba 16p 10, 11 va 12.




CAC PINH NGHIA

1. Vecto la gi ?

Trong Vat 1i, nhitng dai lwvong nhu van tée, gia tée, lue,... duge goi la
dai luong cé huong. Dé xdc dinh cdc dai lugng dé, ngoai cudng do cla
ching, ta con phai biét huéng cua ching niia.

Vi du : Mot chiée tau thuy chuyén déng thang déu véi téc do 20 hdi Ii mot
gio, hién nay dang o vi tri M. Hoi sau 3 gié nita né sé o ddu ?
Cdc em c6 thé trd loi cdu hoi dé khéng ? Vi sao ?

Hinh 1 12 hai dé mot viing bién tai mot thoi di€ém
nao d6. Cé hai tau thuy chuyén déng thang déu ma
van téc duge biéu thi bing miii tén. CAc miii tén
van téc cho ta thdy : Tau A chuyén doéng theo
huéng Doéng, con thu B chuyén déng theo hudng
Péng — Bac. Téc d6 thu A bang moét nira téc d6
thu B (do miii tén cla thu A dii bang mot nira mii
tén cla tau B).

Hinh |

Nhu vay, cdc dai lwong ¢6 huéng thudng duwge biéu thi bang nhitng miii tén
duoc goi 1a nhilng VECTO. Vecto 12 mét doan thang nhung c¢é huéng. D&
bi€u thi cho huéng ctia doan thang ta thém mot dédu "»" vio mot trong hai
diém miit ctia doan thang dé.

. » s ~ » A -
Gia str ta ¢6 doan thang AB (ciing c¢6 thé vi€t 4 e

12 doan thang BA). Néu thém diu "= " vio A B 4 " 8
diém B thi ta c6 vecto véi diém diu [a A v B o

diém cudi 12 B (h. 2a). Néu ta thém dau

", vio diém A thi ta duge vecto véi diém dau 1a B va diém cudila A (h. 2b).
Nhu vay, vecto 1a mét doan thang di xdc dinh mo6t huéng nio dé trong hai
huéng cé thé cé clia doan thang di cho. Hudng ctia vecto 14 huéng di tir
diém diu dén di€ém cuéi.



DINH NGHIA
Vecto la mét doan thang cé hwong, nghia la trong hai diém
mut ciia doan thang, da chi ré diém nao la diém ddu, diém
nao la diém cudi.
Ki hiéu
Néu vecto c¢é di€ém dau 14 M va diém cu6i 12 N thi ta ki hiéu vecto dé 1a
MN.
Nhiéu khi dé thuan tién, ta ciing ki hiéu mét vecto xdc dinh ndo dé bang mot

chit in thudng, véi miii tén & trén. Chang han vecto a, b, X, y, ...

=

Vecto-khong

L. = x # . A ~ A . 7 e 7 .
Ta biét rang méi vecto cé mot diem dau va moét diem cudi ; moi vecto hoan
. " . A . - 3 . »
toan dugce xdc dinh néu cho biét diém dau va diém cubi cta nd.

Bay gid, véi mbi di€ém M bat ki, ta quy ude ¢ moét vecto ma diém dau 1A M

va diém cu6i ciing 12 M. Vecto dé dwge ki hiéu 1a MM va goi la
vecto-khéng (c6 gach ndéi gitra hai tir).

|| Vecto c¢é diém dduva diém cudi tring nhau goi la vecto-khong .

2. Hai vecto cung phuong, cung hudng

Véi mbi vecto AB (khéc vecto-khéng), dudng thing AB dwoc goi 1a gid

clia vecto AB. Con d6i véi vecto-khong AA thi moi duong thang di qua A
déu goi la gi cua néd.
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a) Trén hinh 3, ta c6 cac vecto AB, DC, EF, MN, QOP.

Hay chii y d€n hai vecto AB va DC', chiing c6 gia song song v&i nhau. Hai

vecto AB va EF ciling c6 gia song song. Con hai vecto DC va EF thi co
gia trung nhau.

Trong cdc trudng hop dé, ta nédi rang : Cic vecto AB, DC, EF ¢6 cung
phuong, hay don gian la ciing phuong.

Hai vecto MN va QP cé gia cat nhau. Ta néi hai vecto dé khéng clung
phuong. Vay ta ¢6 dinh nghia

b) Bay gio hiy cha y t&i cdc cap vecto cung phwong trén hinh 4.

Hai vecto duoc goi la cung phwong néu ching ¢é gid song
song hodc triing nhau.

RO rang vecto-khéng cung phuong véi moi vecto.

A B
-

Q

Hinh 4
Hai vecto AB va CD cling phuong, va hon thé cdc miii tén biéu thi AB va

CD c6 cuing huéng, cu thé 12 huéng tir trai sang phai.

Trong trrong hop nay, ta néi : Hai vecto AB va CD cang hwéng.

Hai vecto MN va PQ cung phuong, tuy nhién ta thidy rang ching khéng

 m—

cung huéng vi vecto MN huéng 1én phia trén, con vecto PQ thi huéng
xuéng phia dudi.

Trong trrong hop nay, ta néi : Hai vecto MN va PQ nguoc huwong.
Nhu vay

Néu hai vecto cing phuwong thi hodc chiing ciing huwéng,
hodc chiing ngiwoc hirong.

= CHU ¥

Ta quy uée rang vecto-khéng cung hudng véi moi vecto.



3. Hai vectod bing nhau

12

o a~ - A N . # ~ - . -2 -~ ~ « 3
Moéi vecto déu cé6 moét dé dai, dé 1a khoang cach gitra diém dau va diém
cudi cua vecto dé. D6 dai clia vecto @ dwoc ki hiéu 1a | a | :

Nhur vay, déi véi vecto E, P—Q ,...ta cé
48| = 4B = Ba, |Pg| = PO = gP, ...

Theo dinh nghia dé dai o trén thi vecto-khéng cé dé dai bang bao nhiéu ?

D
Ta biét rang hai doan thang goi 12 bang nhau néu
dé dai cha chiing bang nhau. Trén hinh 5 ta cé6 A C
hinh thoi ABCD. Bén canh ctia hinh thoi 14 bén
doan thang bang nhau. B&i vay ta viét B
AB=AD=DC =BC. Hinh 5

Hai vecto AB va AD trén hinh 5 cing ¢é dé dai bang nhau, nhing liéu

chiing ta ¢6 nén néi rang chiing bang nhau va viét AB = AD hay khéng ?
Vi saovay ?
Con déi voi hai vecto AB va DC thi c¢é nhdan xét gi vé dé dai va huéng
ctia ching ?

Mot cach trr nhién ta dinh nghia hai vecto bang nhau nhu sau

DINH NGHIA

Hai vecto duoc goi la bang nhau néu chiing cing huéng va
cing do dai.

Néu hai vecto a va b bang nhau thi ta viét a = b .

&~ CHU Y

A

Theo dinh nghia trén thi cic vecto-khéng déu bang nhau
AA = BB = PP = .... Bdi vay, tir nay cac vecto-khong duoc ki hiéu

chung la 0.

1
Hay vé moét tam giac ABC véi cac trung tuyén AD, BE, CF, réi chi ra cac bd ba

vectd khac 0 va doi mat bang nhau (cac vects nay cé didm dau va didm cudi dugc
|4y trong sau diém A, B, C, D, E, F).

Néu ¢ la trong tam tam giac ABC thi cé thé viét AG = GD hay khéng ? Visao ?



A

1.

2

2

Cho vectd @ va mét diém O bat ki. Hay xac dinh diém A sao cho OA = @. C6 bao
nhiéu diém A nhu vay ?

Trong Vat 1i, mét lue thudng durge biéu thi bdi mot vecto. Do dai clia vecto
bi€u thi cho cudng do cla lue, huéng cla vecto bi€u thi cho hwéng clia lwe
tic dung. Diém diu cla vecto dat & vat chiu tic dung cta lwe (vat dé
thudng dwge xem nhur mot diém).
Trén hinh 6, hai nguoi di doce
hai bén bo kénh va clung kéo
mot khic gé di nguoe dong.
Khi d6 c6 céc lue sau day tac
dung vao khic gé : hai lwe

kéo F| va F) cua hai ngudi,

luc F3 cua dong nudce, luc

day Ac-si-mét F4 cha nudc
lén khic gb va trong luc Fs Hinh 6

clia khiic gé.

Uy-li-am Ha-min-ton (William Hamilton) 1a nha
toan hoc ngudi Ai-len. Ong da viét mét trong
nhimg céng trinh toan hoc dau tién vé vecto.
Ong la ngudi xay dung khai niém qua-téc-ni-6ng,
mét dai luong giéng nhu vects, cé nhiéu (ng
dung trong Vat Ii.

~ ) ”~

Céu hoi va bai tép

Vecto khic v6i doan thang nhu thé nao ?
Céc khang dinh sau day cé ding khéng ?

a) Hai vecto cung phurong véi mot vecto thir ba thi cung phuong.



b) Hai vecto cung phuong vé1 mét vecto thir ba khac 0 thi cung phuong.
c) Hai vecto cting huéng v6i moét vecto thir ba thi cung huéng.

d) Hai vecto ciing huéng véi mot vecto thir ba khic O thi cing huéng.
e) Hai vecto nguoc huéng véi mot vecto khde O thi cling huéng.

f) Diéu kién cAn va du dé hai vecto bang nhau 13 ching c¢6 d6 dai bang nhau.

Trong hinh 7 duéi day, hdy chi ra cdc vecto cling phuong, c4c vecto cling
huéng va cdc vecto bang nhau.

¥
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Hinh 7

Goi € 1a trung diém clia doan thang AB. Cdc khang dinh sau day ding
hay sa1 ?

a) AC va BC cung hudng ; b) AC vaAB cung hudng ;
c) E vﬁR nguoc huéng ; d) \E\ = \E ¥
e) |AC| = |BC |; f) |AB|=2|BC|.

Cho luc gidc déu ABCDEF . Hiy vé cdc vecto bang vecto AB va c6
a) Cic diém daula B, F, C; b) Cic diém cudila F, D, C.

TONG CUA HAI VECTO

Ching ta da bi€t vecto 14 gi va thé€ ndo 12 hai vecto bang nhau. Tuy cdc
vecto khong phai 13 nhitng con s6, nhung ta ciing cé thé cong hai vecto véi
nhau dé dwrge téng cua ching, ciing c¢6 thé trir di nhau dé dwoc hiéu ctia
chiing. Hoc sinh cdn nam vitng cdch xdc dinh téng va hiéu cla hai vecto
cling nhur cdc tinh chét cia phép céng va phép trir vecto.



1. Binh nghia tong cla hai vectd A

Hinh 8 m6 ta moét vat duoe doi sang vi
# . - ‘_.
tri md&i sao cho cic diem A, M, ... cua el
~ . ~ ) gt n
vat duoe doi dén cac diem A’, M’,... ma

AA’ = MM’ = .... Khi dé ta néi rang :
Vit dwege "tinh ti€n" theo vecto AA”. Mz

L
ey

21| Trén hinh 9, chuyén déng cia mot vt Hinh 8
duoc mo ta nhw sau : T vi tri (I), né duwoc A £ C
tinh tién theo vecto AB dé dén vi tri (I). :
Sau doé né lai dwoc tinh tién mét lan nita (1) (IH)

theo vecto BC dé dénvi tri (II).

Vit cé thé duoc tinh tién chi mét ldan dé
tir vi tri (I) dén vi tri (III) hay khong ? (i)
Néu cé, thi tinh tién theo vecto nao ? Hinh 9

R —

Nhir vay cé thé néi : Tinh ti€n theo vecto AC "bang" tinh tién theo vecto
AB 16i tinh tién theo vecto BC .

Trong To4n hoc, nhimg diéu trinh bay trén day duge néi mot cdch ngan gon :
Vecto AC la tong cua hai vecto AB va BC .

Ta di dén dinh nghia (h. 10)

Cho hai vecto @ va b. Ldy mét diém A nao dé roéi xdc dinh
cdc diém B va C sao cho AB = d, BC = b. Khi dé vecto AC
duoc goi la tong ciia hai vecto @ va b. Ki hiéu

_

AC =8 + b,

Phép ldy téng ciia hai vecto dioc goi la phép cong vecto.

B
\

b

g
Bl
0

nl
+
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A

Hinh 10
10



1

RHéy vé mot tam giac ABC, réi xac dinh cac vecto téng sau day
a) E + ﬁ :
b) FT+ f

2
ﬁHéy vé hinh binh hanh ABCD véi tam O (O la giao diém hai dudng chéo). Hay viét

vectd AB duédi dang tdng cla hai vecto ma cac diém mut clia ching dudc lay
trong n&m diém A, B, C, D, O.

2. Cac tinh chat cua phép cdéng vecto

3
Chung ta biét rang phép cong hai sé cé tinh chat giao hoan. Péi véi phép cong hai
vecto, tinh chat dé cé dung hay khéng ? Hay kiém chiing bang hinh vé.

—_—

4
RHéy V& cac vectd OA = a, AB = h. BC = ¢ nhutrén b B
hinh 11. Trén hinh vé doé

a) Hay chi ra vecto nao la vecto @ + b, va do dé6, = i
vecto nao la vects (@ + b))+ ¢ .
b) Hay chi ra vecto nao la vectd b + ¢ va do d6 @ C

vecto nao la vectd a + (b + ¢). Hinh 1

c) T dé cé thé rat ra két luan gi ?

Tir cac hoat déng trén, ching ta suy ra cdc tinh chét sau day clia phép coéng
vecto (cling giéng nhu cdc tinh chét cta phép céng cic s6)

5 )

1) Tinh chdt giao hodn : a+b =b+a;

2) Tinh chdt két hop :  (a + PY+C=ad+ (b +7);

3) Tinh chdt cia vecto-khéng : a+0 =a.

&~ CHU Y

Do tinh chat 2, cdc vecto (@ + b) + ¢ va a + (b + ¢) bang nhau,
boi vay, tir nay chiing duoc viét mot cich don gianla a + b + ¢,

va goi 12 téng cua ba vecto d, b, C.

11



3. Cac quy tic can nhé

Tir dinh nghia téng cla hai vecto ta suy ra hai quy tac sau day

QUY TAC BA DIEM (h.12) M

Véi ba diém bdt ki M, N, P,

ta co P
MN + NP = MP. N
Hinh 12
QUY TAC HINH BiNH HANH (h.13) 0 A

Néu OABC la hinh binh hanh
thi ta co

OA + OC = OB. B
Hinh 13

22| a) Hay gidi thich tai sao ta cé quy tac hinh binh hanh.

b) Hay giai thich tai sao ta cé |c_1' + f;l < |al + |i;|

Bai toan 1. Chitng minh rang véi bén diém bdt ki A, B, C, D, ta ¢é

AC + BD = AD + BC.

Gidi. Dung quy tac ba diém ta c6 thé viét AC = AD + DC . Béi vay

AC+ BD = AD + DC + BD = AD + BD + DC (do tinh chit giao hoan)

= AD + BC (quy tc ba di€m d6i véi B, D, C).

5
ﬁDﬂng quy tic ba diém, ta cling c6 thé viét AC = AB + BC . Hay tiép tuc d& c6 maét
cach chimng minh khac cla Bai toan 1.

Bai toan 2. Cho tam gidac déu ABC c¢6 canh &2 4
bdang a. Tinh dé dai ciia vecto téng AB + AC .
Gidi. Ta 1dy diém D sao cho ABDC 1a hinh binh
hanh (h. 14). Theo quy tac hinh binh hinh ta ¢é 2
AB + AC = AD. Hinh 14

12



Vay |48 + ac| = [ap| = ab.
Vi ABC 13 tam gidc déu nén ABDC 1a hinh thoi va do dai AD bang hai 1an

dudng cao AH cua tam giac ABC', do d6 AD = 2 x af = U\E.
Teriilat, |AB £ AG| = BB,
Bai toan 3

a) Goi M la trung diém doan thang AB. Chitng minh rdng MA + MB = 0.

b) Goi (i la trong tam tam gidc ABC. Chirng minh rang GA + GB + GC = 0.

Giai

a) Theo quy tac ba diém, ta c6 MA + AM = MM = 0. Mat khac, vi M la
trung diém clia AB nén AM = MB. Vay

A

MA + MB = 0.
b) (h. 15) Trong tAm (; nam trén trung tuyén
CM va GC =2GM. Dé tim téng Ea{ + @, ta

dung hinh binh hinh AGBC’. Muén vay, ta chi
cin 14y di€ém (" sao cho M 1a trung diém GC.

"
Khi d6 GA + GB = GC’ = CG . Béi vay Hinh 15
GA+ GB +GC = G + GC = CC = 0.

E—

Trong loi gidi ciia Bai todn 3, ta da dimg dding thirc GC’ = CG. Hdy gidi
thich tai sao ¢é ddng thite dé.

GHI NHO

Néu M la trung diém doan thdang AB thi MA+ MB =0 :

Néu G la trong tam tam gidc ABC thi GA + GB + GC = 0.

= CHU Y

Quy tac hinh binh hanh thudng duwoc dp dung trong Vit Ii dé xic
dinh hop luc cta hai luwe cung tic dung 1én mot vat.

13



10.

11.

14

Trén hinh 16, ¢6 hai luvc £ va F, ciing

tic dung vio mot vt tai diém O. Khi dé
c6 thé xem vét chiu tdc dung ctua luc

F =F + Fy, 13 hop luc clia hai Iyc £
va F, . Luc F duge xéc dinh theo quy tac
hinh binh hanh.

Céu hoi va bai tép

Chirng minh rang néu AB = (D thi AC = BD.

Tit gide ABCD 1a hinh gi néu AB = DC va |aB| = |BC| 2
Cho bén diém bit ki M, N, P, Q. Chitng minh cic dang thitc sau
a) PQ + NP + MN = MQ ;

b) NP + MN = QP + MQ :
¢) MN + PO = MQ + PN.

Céc hé thitc sau day ding hay sai (véi moi a@ va b)) ?

a) la + bl =al + |p| ; b) | + b| <lal + |p].

Cho hinh binh hanh ABCD véi tam O. Hiy dién vio ché tréng (...) dé duwoge
dang thirc ding

a) AB + AD = ............ b 4B 3 ED =i
6) AB £ OA ‘=i d) OA + OC =

e) OA+OB+0OC+0D = .........
Cho hinh binh hanh ABCD véi tam O. Mbi khang dinh sau day diing hay sai ?

a) |AB + AD| = |BD| : b) AB + BD = BC :

c) OA+ OB = 0C + 0D ; d) BD + AC = AD + BC'.

. Cho tam gidc déu ABC no6i ti€p dudng tron tAm O.

a) Hay xdc dinh c4c diém M, N, P sao cho
OM =0OA+0B ; ON=0B+0C ; OP=0C+ OA.
b) Chitng minh ring OA + OB + OC = 0.




13. Cho hai luc E va E cling c6 diém dat tai O (h.17). Tim cudng do luc
téng hop ctia ching trong cic trudng hop sau

a) F, va F, déu c6 cudng do 1a 100N, géc hop bdi £ va F, bang 120°

(h.17a) ;
b) Cudng do cha £ 1a 40N, clia F, la 30N va gée giita F; va F, bing 90°
(h. 17b).
O 100N F
s/ O o

& 30N

—¥> O-I -

7 oN P

a) b)
Hinh 17

HIEU CUA HAI VECTO

1. Vecto ddi cua modt vecto

Néu téng cua hai vecto @ va b la vecto-khéng, thi ta néi a la

vecto déi ciia b, hodc b la vecto déi cuia d .

21| Cho doan thing AB. Vecto déi clia vecto AB la vecto nao ? Phdi chdng

moi vecto cho truéc déu cé vecto doi ?
Vecto déi ciavecto a duoc ki hiéula —a .
Nhu vay d+(-a)=(-a)+a =0.

Ta c6 nhan xét sau day

Vecto doi ciia vecto d la vecto nguwoc hudng voi vecto a va
c6 cung dé dai véi vecto a .

Pdc biét, vecto dor cuavecto 0 la vecto 0.




Vi du. Gia sir ABCD 1a hinh binh hanh (h.18). A B

Khi d6é hai vecto AB va CD c6 cung do dai
nhirng nguoc hwdéng. Boi vay

—_—

AB =— CD va CD =—-AB. D c
Twong tur, ta co Hinh 18

BC = -DA va DA = -BC'.

1

Goi O la tam cGa hinh binh hanh ABCD. Hay chi ra cac c3p vecto d6i nhau ma cé
diém dau 1a O va diém cudi la dinh cla hinh binh hanh dé.

2. Hiéu cla hai vectd

-2
2

16

DINH NGHIA

Hiéu ciia hai vecto a va b, ki hiéu a — b, la téng cuia vecto a
va vecto doi cua vecto b, tic la
a-b=a+(-b).

Phép ldy hiéu ciia hai vecto goi la phép trir vecto.

= A
. —+ ) # - b
Sau day la cach dung hiéu @ — b néu da > 2 _7
cho vecto @ va vecto b (h. 19). Lay mot d
dlémOtuyyréljfeOAzava OB = b. a 0 = B

Khid6 BA=a - b.

Hinh 19
Hady gidi thich vi sao talai ¢c6 BA = a—b (h. 19).
Quy tac vé hiéu vecto

Quy tac sau day cho phép ta bi€u thi moét vecto bét ki thanh hiéu clia hai
vecto c6 chung diém dau.

_

Néu MN la mot vecto dd cho thi véi diém O bdt ki, ta luén cé

MN = ON - OM.

Bai toan. Cho bén diém bdt ki A, B, C, D. Hay ding quy tdc vé hiéu vecto
dé chitng minh rdang

AB+ CD = AD + CB.



Giai. Ldy m6t diém O tuy v, theo quy tac vé hiéu vecto, ta ¢

AB+CD=0B-0A+ 0D - 0C

AD LB =0 =0A-L0B~ O .

So sanh hai dang thic trén ta suy ra AB+ CD = AD + CB .

RZ (Gidi bai toan trén bang nhitng cach khac)
a) Péng thirc can ching minh tuong duong véi ding thitc AB — AD = CB — CD .
Tir d6 hay néu ra cach ching minh thir hai clia bai toan.

b) Dang thiic can ching minh cling tuong duong véi dng thitc AB — CB = AD — CD .
Tur @6 hay néu cach chimg minh th( ba clia bai toan.

c) Hién nhiénta c6 AB + BC + CD + DA = 0. Hay néu cach chiing minh th( tu.
s 7 . by - m a~
Cau hoi va bai tap
14. Tra 161 cdc cAu hoi sau day
a) Vecto d6i clia vecto —a 14 vecto nao ?
b) Vecto déi cua vecto 0 1a vecto nao ?
c) Vecto d6i clia vecto @ + b 13 vecto nio ?

15. Chirng minh cdc ménh dé sau day
a)Newd+h=Cthida=Cc-b, b=C-a;
Bya-(h+)=a-bh-=2:
)d-(h-8)=d-b+¢.
16. Cho hinh binh hanh ABCD véi tim O. Mbi khang dinh sau day ding hay sai ?
a) OA — OB = AB ' b) CO— OB = BA :
c) AB- AD = AC d)AB — AD = BD ;
e) CD - CO = BD - BO.
17. Cho hai diém A, B phan biét.
a) Tim tap hop c4c di€m O sao cho OA = OB :

b) Tim tap hop cédc diém O sao cho OA = -OB.

18. Cho hinh binh hanh ABCD. Chitng minh ring DA — DB + DC = 0.
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19. Chirng minh rang AB = CD khi va chi khi trung di€ém cla hai doan thang
AD va BC trung nhau.

20. Cho sdu diém A, B, C, D, E, F. Chitng minh ring
AD + BE + CF = AE+BF +CD = AF + BD + CE.

TiCH CUA MOT VECTG V31 MOT SO

Ta di biét thé ndo 14 téng cna hai vecto. Bay gid néu ta 14y vecto @ cong
v6i chinh né thi ta c6 thé néi két qua 14 hai lan vecto a, vi€tla 2a, va goi
14 tich ctia s6 2 v&i vecto a, hay 1a tich cia a véi 2.

Trong muc nay ta s€ néi dén tich cia mot vecto véi mét so6 thue bat ki.

1. Pinh nghia tich cua mdt vecto v8i mot sd

Xét cac vecto trén hinh 20. Ta hay cha y

dén hai vecto @ va b . Hai vecto dd céd

&)

=

cung huéng, va do dai vecto b bang hai

b| = 2lal . o )

lan d6 dai  vecto a, tic 1A

5t = — A —»
Trong truong hop dé ta viet b = 2a va 4 M
s & Fy o - oo o,
noéi rang : Vecto b bdang 2 nhdn vor vecto ™
a (hode bdng vecto a nhan véi 2), hodc
(e 8 ) : Hinh 20

vecto b la tich ciia vecto a véi s6°2.
Lai chi v dén hai vecto ¢ va d . Hai vecto nay nguoe huéng, va | = 2|d| i
Khi d6 ta viét ¢ = (-2)d va néi rang : Vecto ¢ bdang — 2 nhdn véi vecto d

(hodc bdng vecto d nhdn véi —2), hodc vecto ¢ la tich ciia vecto d véi —2.

1
R'\fé hinh binh hanh ABCD.

a) Xac dinh diém E sao cho AE ="JBC.,
1 o

b) Xac dinh diém F sao cho AF = [—5](‘.&.

18



DINH NGHIA

Tich cua vecto a véi sé thuc k la mét vecto, ki hiéu la ka ,
duoce xac dinh nhu sau

1) Néuk =0 thivecto ka cing huéng véi vecto a ;
Néuk < O thi vecto ka nguoc hudng véi vecto a ;
2) D6 dai vecto ka bang 1| |4l .
Phép ldy tich ciia mot vecto véi mot s6 goi la phép nhdn vecto

vai 6 (hodc phép nhan sé6'véi vecto).

Nhan xét. Tir dinh nghia ta thdy ngay la = a, (-1)a 1a vecto déi cta a,

—

titc1a (-1)a = -a.

Vi du. Trén hinh 21, ta ¢6 tam gidc ABC v&i M va N 1an luot 12 trung di€m

hai canh AB va AC'. Khi dé ta c6 A
- TR — { i
a) BC =2MN ; MN = EB(‘;
b) BC =(-2) NM ; MN = (_E] CB ;
) AB = 2MB ; AN = (-2 | CA. B :
2 Hinh 21

2. Céac tinh chat cua phép nhan vecto véi sé

Dira vao dinh nghia phép nhan vecto véi s6 ta cé thé chitng minh cic tinh
chat sau day

(Véf hai vecto bt ki @, b va moi s6 thuc k, I, ta cé \
1) k(la) = (kl)a ;
2)(k+Da=ka+l1a ;

3)k(@+b)=kda+kb ; k(@—-bh)=kda -kb ;

\ ¥ ki - 0 khi va chi khi k=0 hodc @ = 0. r




ﬁz (D& kiém chitng tinh chat 3 voi k = 3)
a) V& tam giac ABC véi gia thiét AB = @ va BC = b.
b) Xac dinh diém A’ sao cho A'B = 3G va diém C”’ sao cho BC' = 3b.

_

c¢) C6 nhan xét gi vé hai vecto AC va A'C'?
d) Hay két thuc viéc chimg minh tinh chat 3 bing cach ding quy tic ba diém.

&~ CHU Y

1) Do tinh chét 1, ta cé (=k)a = (=1 .k)a = (-1)(ka) = —(ka). Boi vay
ca hai vecto (=k)a va —(ka) déu cé thé viét don gian 1a —ka.
— ’ g Wi b N a 2 1 — " F I e a
2) Vecto M G 6 thé viet h 24 Chang han — a c6 thé viét la =
n n
Bai toan 1. Cliitng minh rdng diém Ila trung diém cia doan thdng AB khi
va chi khi véi diém M bt ki, ta c6 MA + MB = 2MI.

Giai. (h. 22) Véi diém M bat ki, ta c¢6

A
MA=MI+IA,
P I
MB = MI + IB . M
Nhur va
_b_Y_‘ S -
MA + MB = 2MI + IA+ IB . Hinh 22

Ta biét rang I 1a trung diém clia AB khi va chi khi JA+IB =0.Tirdé suy ra
diéu phai ching minh.

Bai toan 2. Cho tam gidc ABC véi trong tam G. Chitng minh rang véi diém
M bdt ki, ta cé

MA + MB + MC = 3MG . i
ﬂa (D€ gidi Bai toan 2) (h. 23) A
a) Tuong tu Bai toan 1, hay bidu thi cac vects MA, MB
va W qua vecto ﬁ va tung vecto ﬂ @' E'
b) Tinh téng MA + MB + MC. V& chd ¥ réng G la trong s c
tam tam giac ABC, hay suy ra diéu phai ching minh. Hinh 23
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3. Piéu kién dé hai vectd cling phuong

Ta di biét rang néu b = ka thi hai vecto @ va b cung phuwong. Diéu nguge
lai c6 ding hay khéong ?

=]

2l

)

Hinh 24

Xem hinh 24. Hay tim cdc s6 k, m, n, p, q sao cho b=ka ; ¢ = ma ;

B=AE P XS pu Y = g

Mot c4ch téng quat ta ¢

Vecto b cing phiuwong véi vecto a (a # 0) khi va chi khi

co s6 k sao cho b = ka .

—

) a A 2 A . L rl - oA = A — .
Trong phat biéu o trén, tai sao phai cé diéu kién a # 0 ?

Piéu kién dé ba diém thang hang

Diéu kién cdn va du dé ba diém phdn biét A, B, C thdng
hangla cé 56 k sao cho AB = kAC,

Chirng minh. Ba diém A, B, C thang hang khi va chi khi hai vecto AB va
AC cung phuong. Baoi vay theo trén ta phai c6 AB = kAC.

Bai toan 3. Cho tam gidc ABC ¢6 trire tam H, trong tam G va tam duong
tron ngoai tiép O.

a) Goi Ila trung diém cia BC. Chitng minh A_H. = 251;.

b) Chitng minh OH = OA + OB + OC'.
¢) Chitng minh ba diém O, G, H thdang hang.
21
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Giai (h. 25)

a) Dé thay AH = 201 néu tam giac ABC vubng.
Néu tam gidc ABC khéng vuong, goi D 1a diém déi ximg clia A qua O.
Khi dé
BH /| DC (vi cung vuéng gbéc vl AC),
BD /| CH (vi cung vubng gbc voi AB).
Suy ra BDCH la hinh binh hanh, do dé
I 13 trung diém ctia HD. Tir d6

AH = 201,

b) Ta c6

OB + OC = 201 = AH

nén Hinh 25

OA+ OB+ 0C =0A+ AH = OH .

¢) Ta di bi€t OA + OB + OC = 30G . Vay OH = 30G.
Suy ra ba diém O, GG, H thang hang.
Puong thang di qua ba diém nay goi 1a duong thdang O-le clia tam gidc ABC |

Biéu thi mot vecto qua hai vectd khong cung phuong

Cho hai vecto @ va b . Néu vecto ¢ c6 thé viet dusi dang ¢ = ma + nb
v&i m va n 14 hai s6 thue nao d6, thi ta néi rang : Vecto ¢ biéu thi duoc
qua hai vecto @ va b .

Mot cau hoi dat ra 1a : Néu da cho hai vecto khéng ciing phiwong a va b
thi phdi chdng moi vecto déu cé thé biéu thi duoc qua hai vecto dé ?

Ta c6 dinh i sau day

DINH LI
/‘

Cho hai vecto khéng cung phuong a va b . Khi dé moi
vecto X déu cé thé biéu thi dioc mét cach duy nhdt qua

hai vecto a va b, nghia la ¢é duy nhdt cdp sé m va n sao

cho X =ma+nbh.
R i




Chitng minh

Tur mot di€ém O nao dé, ta vé cic vecto
OA = d, OB = b, OX = X (h.26).

Néu di€ém X nam trén dudng thang OA
thi ta ¢6 s6 m sao cho OX = mOA .

Vay ta co

X =ma+0b (ldc nay n= 0).

Twong tu, néu diém X nam trén dudng
thang OB thi ta cé

X =0a+ nb (lic ndy m=0). Hinh 26

Néu diém X khoéng nam trén OA va OB thi ta 6 thé 14y diém A’ trén OA va
diém B’ trén OB sao cho OA’XB’ 1a hinh binh hinh. Khi dé ta cé

OX = OA" + OB’, va do d6 cb cac s6 m, n sao cho EX; = ma + HEB., hay

X =md + nb.
Bay gid n€u con ¢6 hai s6 m’ va n’ sao cho X = ma + nb = m’a +n’b , thi
(m—-m"a=mn"-n)b.

— —

Khi d6, n€u m # m’ thi a = b , titc 1a hai vecto @ va b cung phuong,

m-—m'
trai véi gia thiét, viy m = m’. Chitng minh twong tir ta cting cé n = n’.

Céu hoi va bdi tap

Cho tam gidc vudéng can OAB v&i OA = OB = a. Hay dung cic vecto sau
déay va tinh do6 dai cia ching

ﬁ+5§; O_.A—O_B.; 3&+4§;

2L04 +2508;  L0i-20B

4 4 7

. Cho tam gidc OAB. Goi M, N lan lugt 1a trung diém hai canh OA va OB.

Hiy tim cdc s6 m va n thich hop trong méi dang thitc sau day

OM = mOA -I-HO_B'; WZHIO_’A-I-H(TB‘;
AN:mOAjLnO_B'; E:mawLnO_B'.
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23.

24.

24

Goi M va N lin luot 1a trung diém cdc doan thang AB va CD. Chimg minh ring

2MN = AC + BD = AD + BC.

Cho tam gidc ABC va diém G. Chitng minh rang

a) Néu GA + GB +GC =0 thi G 1a trong tim tam gidac ABC ;

i .3 = 1 . 1
b) Néu c¢é diem O sao cho OG = 5(0A+ OB + O(‘) thi G la trong tim

tam giac ABC.

—_— —_—

Goi (G 14 trong tAm tam gidc ABC. Dat @ = GA va b = GB. Hay biéu thi

mdi vecto AB, GC, BC, CA qua cic vectd a va b,

. Chitng minh rang néu GG va G’ 1an lugt 14 trong tAm tam gidc ABC va tam

giac A'B'C’ thi

3GG'= AA'+ BB' + CC"'.
Tir d6 hiay suy ra diéu kién cdn va da dé€ hai tam gidc ABC vi A'B'C’ ¢6
trong tdm trung nhau.
Cho luc gidc ABCDEF.Goi P, Q,R, S, T, U lan luot la trung diém cdc canh
AB, BC, CD, DE, EF, FA. Chitng minh rang hai tam gidc PRT va QSU cé
trong tAm tring nhau.

. Cho tit gidc ABCD. Chitng minh rang

a) C6 mét di€m G duy nhit sao cho GA + GB + GC + GD = 0. Diém G
nhu the€ goi 1a trong tam cia bén diém A, B, C, D. Tuy nhién, ngudi ta vin
quen goi (7 1a trong tam cua tit giac ABCD .

b) Trong tam G 1a trung diém ctia mdi doan thang ndi cdc trung di€ém hai
canh d8i cia tif gide, né ciing 1a trung diém ctia doan thang néi trung diém
hai duwdng chéo cua t gidc.

a ¥ = ” 2 o L] " .
¢) Trong tAm  nam trén cdc doan thang n6i moét dinh cua tir gidc va trong
tAm clia tam gidc tao b&i ba dinh con lai.



TRUC TOA PO VA HE TRUC TOA PO

O 16p 7, chiing ta di 1am quen véi truc va hé truc toa d6 Dé-cdc vuéng géc.

Trong phin niy, ching ta s&€ néi ki hon vé c4c khai niém dé.

1. Truc toa do

A

Truc toa do (con goi la truc, hay truc s6) la mét diwong thing
trén dé da xdc dinh mét diém O va mot vecto i o6 do dai

hdang 1.

> —
x' 0 i

g
=

Hinh 27

Diém O goi 1a géc toa do, vecto i goi 1A vecto don vi ctia truc toa do.

Truc toa d6 nhu vay duoc ki hiéu la (O; :_'.) . Ta 1y diém I sao cho ol =i,

tia OI con duogce ki hiéu 1a Ox, tia déi ctia Ox 1a Ox’. Khi dé truc (O; F) con
goli la truc x'Ox hay truc Ox (h. 27).

Toa d6 cua vecto va cia diém trén truc
Cho vecto 1 nam trén truc (O;i ). Khi dé ¢6 s6 a xdc dinh dé i = ai . S6

a nhu thé goi 13 foa dé cua vecto u déi véi truc (O;1).

Cho diém M nam trén truc (O; ;) . Khi d6 c6 s6 m xdc dinh dé OM = mi .

S6 m nhu thé goi 1a tea do cua diém M déi véi truc (O; i) (cling 1a toa do

cua vecto OM).

1

Trén truc Ox cho hai diém A va B 1an ludt c6 toa dé 1a @ va b. Tim toa do clia vectd

AB va vects BA. Tim toa dé trung diém clia doan thdng AB.
25



Do dai dai so6 cua vecto trén truc
Néu hai di€m A, B nam trén truc Ox thi toa do clia vecto AB duoc ki hiéu
la AB va goi 1a dé dai dai sé clia vecto AB trén truc Ox.
Nhu vay
AB =ABi .
Tir dinh nghia trén ta suy ra cdc khang dinh sau day : Trén truc sé,

— —

1) Hai vecto AB va CD bang nhau khi va chi khi AB = CD
(hién nhién) ;

2) Hé thic AB+ BC = AC twong duwong véi hé thic
AB + BC = AC (hé thite Sa-lo).

That vay, AB+BC=AC & ABi +BCi = AC{

& (AB+BC)i = ACi < AB+BC = AC.

2. Hé truc toa do

Trén hinh 28, ta ¢é moét hé truc toa doé vudng 74
g6éc. N6 bao gébm hai truc toa dé6 Ox va Oy
vudng goce voi nhau. 4
; .o : J
Vecto don vi trén truc Ox la 7, vecto don vi ol= " =
1
trén truc Oy la ;.
Diém O goi 1a goc toa dé. Truc Ox goi 1A truc
hoanh, truc Oy goi la truc tung. Hinh 28

Hé truc toa d6 vuéng gbc nhu trén con goi don gian 1a hé truc toa dé va
thuwdng duoc ki hiéu 1a Oxy hay (O ; :7,_,?') :
(&~ CHU ¥

Khi trong mat phang da cho (hay di chon) mét hé truc toa do, ta
s& goi mat phang dé 1 mdt phdng toa dé.
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3. Toa dd cua vecto ddi véi hé truc toa dd

2
%Quan sat hinh 29. Hay biéu thi vk
mbi vects @, b, if, v qua hai )
vecto ?} duéi dang xi + yf V.
védi x, y 1a hai s6 thuc nao d6. ?"
B
/ ?I i
o
) i £
v \\E:
eVl
L 4
Hinh 29

DINH NGHIA

Dot vai hé truc toa do (O ;i,j), néu a= xi +yj thi cdp s6
(x ; y) diroc goi la tea dé cua vecto a, ki hiéu la a = (x ; y)
hay a(x ; v). S6 thit nhdt x goi la heanh do, sé thit hai y goi la

tung do cua vecto a.

a) Tim toa dé cua cde vecto a, b, i, v trén hinh 29.

b) Dot véi hé truc toa dé (O ;i,j), hay chi ra toa dé cua cdc vecto 0, i, j,
iy W oo By I 2 »:
:+J,2J—J,-§-1—3J,\/§1+0,14J.

Nhdn xét. Tur dinh nghia toa d6 cua vecto, ta thiy hai vecto bang nhau khi

va chi khi ching cé cung toa dé, nghia 14

—

—> ’ ’ X 'r’
a(x;y)=bx";y) & {
= ¥
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4, Biéu thic toa dd cua cac phép toan vecto

Trong muc nay ta néi vé bi€u thitc toa do clia cdc phép todn vecto sau :
phép cong, phép trir vecto va phép nhin vecto vdi sé.

R,
Cho hai vects @ = (=3:2) va b = (4:5).

—+

a) Hay biéu thi cac vecto @, b qua hai vecto r?, }
b) Tim toa do cllacacvectd ¢ =a+b ; d=4a il =4a - b .

Mot cach téng quit, ta cé

/(.'ho a=(x;y)va b =(x: y"). Khi do \
Da+h=(+x3y+y);@8-b=G-25y-¥);

2) ka = (kx ; ky) véi ke R ;

3) Vecto b cting phuong voi vecto a # 0 khi va chi khi ¢6 s6

\ k sao cho x" =kx, y" =ky. J

22| Moi cdp vecto sau 6 cing phuong khong ?

aA)a=0;:5vab=(-1:;7) b) u =(2003;0) va v =(1;0) ;
)e=@;-8vaf=(05:1); dm=C2:3)vai=0;2).

5. Toa dé cla diém

Trong mat phang toa doé Oxy, mbi di€ém M duoc xdc dinh hoan toan bdi

vectd OM . Do vay, n€u bi€t toa do cta vecto OM thi diém M sé& duoc xic
dinh. Vi I€ d6 ngudi ta dinh nghia

Trong mdt phang toa dé Oxy, toa dé cia vecto OM duoc

goi la toa do ciia diém M.
Nhur vay, cip s6 (x ; y) 12 toa do clia diém M khi va chi khi OM = (x;¥).
Khi do ta vi€t M(x ; y) hoac M = (x ; y).
S6 x goi la hoanh dé ctia diém M, s6 y goi 12 tung dé cua diém M.
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. e o 4
Nhdan xét. (h. 30) Goi H, K lan luot 1a hinh chiéu cua i

M trén Ox va Oy. Khi d6, néu M = (x ; y) thi . S—— M
OM=.¥F+}-—'_7=OH+OK. Suy ra E
" T |
xi = OH hay x = OH ; 0 H X
y_,? - OK hay y = OK. Hinh 30
4 4
Trén hinh 31 B
a) Toa do clia méi diém O, A, B, C, D bang
bao nhiéu ? C
F-d - ~ L
b) Hay tim diém E c6 toa db (4 ; —4). Al ?L; .
¢) Tim toa d clia vecto AB . Oli *
D
._
Téng quit, ta cd Hinh 31

Véi hai diém M(x,,; y,,) va N(xy; yy) thi

MN = (X = X305 Y = Vag) -

Hay giai thich vi sao c¢6 két qud trén.
&~ CHU ¥

Dé thuan tién, ta thudng dung ki hiéu (x,, ; y,,) dé chi toa do
ctia diém M.

6. Toa dd trung diém cla doan thang va toa dé cla trong tam tam giac

5
ﬁTrong mat phang toa d6 Oxy, cho hai diém M(x,, ; v,,), N(X» ; Yy). Goi P la trung
diém clia doan thdng M N.

a) Hay biéu thj vecto oP qua hai vecto OM va ON .
b) Tir d6 hay tim toa d6 diém P theo toa d6 clia M va N.
Viy ta c6

Néu P la trung diém cua doan thang MN thi

Xy + Xy _ Y T VN
— VP e L S

Xp =
P 7 J 9
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A
A

30

6

Tim toa do diém M’ d6i ximg véi diém M(7 ; -3) qua diém A(l ; 1).
7

Trong mat phdng toa dd Oxy, cho tam giac ABC véi trong tam G.
a) Hay viét hé thirc gilra cac vecto OA, OB, OC va OG .

b) TUr d6 suy ra toa d6 clia (7 theo toa dé clla A, B, C.

Viy ta c6

Néu G la trong tam cua tam gidc ABC thi
_ Xyt axp + X Yo+t ¥+ e

‘G = v Yg =

e 3 3

Vi du. Trong mdt phdng toa dé Oxy, cho cdc diém A(2 ; 0), B(0; 4), C(1 ; 3).
a) Chitng minh A, B, C la ba dinh ciia mét tam gidc.

b) Tim toa dé cua trong tam tam gidc ABC.

Gidi. a) Ta c6 AB = (- 2:4) vA AC = (= 1:3). Do_—?iénﬁmﬁ,ﬁ

khéng cling phwong, suy ra A, B, € khéng thang hang va chiing 14 ba dinh
cua mot tam giac.

Xy + X5 + X 2+0+1 e

b) Ta cd - = \J}.4+J?§+J?(‘:O+4+3:7

| va

3 3 3 3

; 7
Viy toa d6 cua trong tam tam gidc ABC la [1 : E]

Céu hoi va bai tap

. Trong mat phang toa d6, méi ménh dé sau ding hay sai ?

a) Hai vecto @(26; 9) va b(9; 26) bang nhau.

b) Hai vecto bang nhau khi va chi khi ching ¢é hoinh d6 bang nhau va
tung dé bang nhau.

c¢) Hai vecto d6i nhau thi chiing ¢6 hoanh d6é déi nhau.
d) Vecto @ cung phuong véi vecto i néu a cé hoinh do bang 0.

e) Vecto a c6 hoanh do bang O thi né cing phuong véi vecto .



30.

31.

35,

Tim toa do clia c4c vecto sau trong mat phang toa do
(_1':—;; 525}.; 323;—4}";
e Lo - & b7 = = -
d = E(.f TS e = 0,15 + 1,3 ; f=mi —(cos24®)j .

Che B =@ 1 b= ), Bl ).
a) Tim toa d6 cta vecto u = 2a — 3+ 2.
b) Tim toa dé cfia vecto ¥ saocho X +d=bh —¢.
¢) Tim cdc s6 k, [ d& &= ka +1b .
1

. Cho 5;:57-5} V=ki —4].

Tim cic gia tri clia k dé hai vecto #, Vv cung phirong.

. Trong cdc ménh dé sau, ménh dé nio ding ?

a) Toa do cha diém A bang toa do clia vecto OA , véi O 1a g6c toa do.
b) Hoanh d6 ctia mét diém bang O thi diém dé nim trén truc hoanh.
c) Diém A nam trén truc tung thi A c¢é hoanh dé bing 0.

d) P 1a trung diém clia doan thang AB khi va chi khi hoanh do diém P bing

trung binh céng cic hoinh do clia hai di€ém A, B.
e) Tt gide ABCD 1a hinh binh hanh khi va chi khi x4 + x, = x5 + xp

Yo t¥ "= ¥a + 3D

. Trong mat phang toa d6, cho ba diém A(-3 ; 4), B(1 ; 1), C(9 ; -5).

a) Chitng minh ba di€m A, B, C thang hang.

b) Tim toa dé di€ém D sao cho A 13 trung diém ctia BD.

c¢) Tim toa d6 diém E trén truc Ox sao cho A, B, E thang hang.
Cho diém M(x ; y). Tim toa do clia cdc diém

a) M, déi xirng véi M qua truc Ox ;

b) M, d6i ximg véi M qua truc Oy ;

c) M3 doéi xirng véi M qua goc toa d6 O.

. Trong mat phang toa do, cho ba di€fm A(—4 ;1),B(2;4), C(2 ;- 2).

a) Tim toa dé cna trong tAm tam gidc ABC'.
b) Tim toa do diém D sao cho C 14 trong tAm tam gidc ABD.
c) Tim toa d6 diém E sao cho ABCE 13 hinh binh hanh.

va
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ON TAP CHUONG I

| - Tém tat nhirng kién thie cadn nhé
1. Vecto

— Vecto khdc 0 12 mot doan thang cé huéng. Vecto-khong c6 diém dau
va diém cu6i trung nhau. Vecto-khong c6 do dai bang 0, c6 phuong va
hudng tuy y.

— Hai vecto bang nhau n€u chiing c6 cuing huéng va cung do6 dai.

!.J

Tong va hiéu cic vecto

— Quy tdc ba diém : Vé&iba diém M, N, P bat ki, ta c6
MN + NP = MP .

— Quy tdc hinh binh hanh : Néu OABC 14 hinh binh hanh thi
OA + OC = OB.

— Quy tdc vé hiéu vecto : Cho vecto MN . Vi di€ém O bat ki, ta cé

MN = ON - OM .

3. Tich cua mot vecto véi mot so
_Néu b= ka (@ = 0) thi || = |k [a] va
b cing huéng véi a khi k =0,

—

b nguge hwéng véi a khik <0,
— Cac tinh chat
1) k(la) = (klya ;
2) (k+Dd =kda +1a ;
3) k(@ +b) = ki + kb ;
4) k@ =0 < k=0hodc @ = 0.
— Diém I 13 trung di€ém doan thang AB khi va chi khi véi di€ém O bt ki, ta c6

R — 1 e —_—

ol = E(OA + OB).
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— Diém G 14 trong tam tam gidc ABC khi va chi khi véi diém O bit ki, ta c6

—
OG = (A + OB + OC).

4. Toa do6 chia vecto va cliia diém
— Déi véi hé truc (O ; ?, _;. ) hay Oxy
Di=(a;h)=ii=ai +b ;
2) M = (x;y) & OM = (x3 y).
— Néu A =(x;y), B=(x";y'") thi AB = (x'= x5y =9
~Néu W = (x;y) vav = (x'; y") thi
Di+v=(x+x"5y+y);

2) kit = (kx; ky).

Il = Cau hdi tu kiém tra

1. Haiy néi rd vecto khic doan thang nhur thé nao.

2. Néu hai vecto AB vd C'D bang nhau va c6 gid khoéng tring nhau thi bén dinh
A, B, C, D c61a bén dinh ctia mét hinh binh hanh hay khéng ?
3. Ne&u cé nhiéu vecto thi xdc dinh téng ctia ching nhu thé nao ?

4. Hiéu hai vecto duoc dinh nghia qua khdi niém téng hai vecto nhu thé nao ?
5. Cho hai diém A, B phan biét. Véi moét di€ém O bét ki, mbi dang thitc sau
day ding hay sai ?

a) AB = OA - OB ; b) OA- OB = BA ;

c) OA + OB = -BA ; d) OA+ BO = -AB .
6. C6 thé ding phép nhan vecto véi mot s6 dé dinh nghia vecto déi clia mot

vecto hay khéng ?

7. Cho hai vecto @ va b khoéng cung phuong. Trong cdc vecto ¢, d, u, v, X,
y sau day, hiy chi ra cic vecto cliing hudng va cic vecto nguoc hudng
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o |2

T 2 i —+ —* 7
=—a+—>bh ; d = —a+§b : u=3a+4b ;

v=3a-b ; X=—-=—a-=b; y = —=9a +3b.
4 3

Hai vecto ¢ va d cé cung phuong hay khéng ? Tai sao ?

8. Cho tam gidc ABC v&i trung tuyén AM va trong tim ;. Mbi khang dinh sau
day ding hay sai ?

2

11—

a)m:2A—(}:; b)EzEA—'M; C)M:EGA;
d) E:%(E+R") : &) GB = AG + BG.

9. Cho biét toa do hai di€ém A va B. LAim th& ndo dé

a) Tim toa d6 clia vecto AB ?
b) Tim toa do trung di€ém ctia doan thang AB ?

10. Cho bi€t toa do ba dinh ctia mot tam gidc. Lam thé nao dé tfim toa do clia
trong tam tam gidac doé ?

Il - Bai tap
1. Cho tam gidc ABC. Hiy xic dinh cdc vecto
AB+BC; CB+BA; AB+CA; BA+CB;
T B Bem: e
2. Cho ba diém O, A, B khéng thang hang. Tim diéu kién cdn va di dé vecto
OA + OB cb gid la duong phéin gidc cta géc AOB.
3. Goi O 1a tam cta hinh binh hanh ABCD. Chitng minh rang véi diém M bat
ki, ta co
==t ]

MO = I(MA—kMB + MC + MD) .

4. Cho tam giac ABC.

.
a) Tim cac diem M va N sao cho

MA— MB + MC =0 va 2NA + NB + NC = 0.
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b) Véi cac diém M, N & cau a), tim cdc s6 p va ¢ sao cho

MN = pAB + gAC.
5. Cho doan thang AB va diém I sao cho 2IA+3IB=0.
a) Tim s6 k sao cho Al = kAB .

b) Chitng minh rang véi moi diém M, ta ¢

W= ZMA« VR,
5 5

6. Trong mat phfmg toa dé Oxy, cho ba diém A(=1 ; 3), B(4 ; 2), C(3 ; 5).
a) Chitng minh riang ba di€ém A, B, € khéng thang hang.
b) Tim toa do diém D sao cho AD = -3BC .

¢) Tim toa d6 di€m E sao cho O 14 trong tAm tam gidc ABE.

IV - Bai tap trdc nghiém

1. Cho tam gisc ABC. Goi A’, B’, €’ 14an luot 14 trung diém cta cédc canh BC,

1

CA, AB. Vecto A'B’ cung hudng v4i vecto nao trong cac vecto sau day ?

(A) AB ; (B) AC” ;
(C) BA ; (D) C'B.

2. Cho ba di€ém M, N, P thang hang, trong dé diém N nam giita hai di€ém M
va P. Khi doé cac cap vecto nao sau day cung hudng ?

(A) MN va PN ; (B) MN va MP ;
(C) MP va PN : (D) NM v NP.

3. Cho hinh chit nhat ABCD. Trong céc dang thite dudi day, dang thitc ndo ding ?
(A) AB=CD ; (B) BC=DA .
(C) AC=BD ; (D) AD=BC .

4. Cho tam gidc déu ABC vé&i dudng cao AH. Pang thitc ndo dudi day ding ?
(A) HB=HC : (B) AC=2HC ;
© || - |5 (D) 4B~ 4C.
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10.

11.

36

Cho di€ém B nam gitra hai diém A va C véi AB = 2a, CB = 5a. Do dai vecto

AC bang bao nhiéu ?

(A) Ta ; (B) 3a ;
5 :
(&5 2= (D) 104> .
)
Cho bén diém A, B, C, D. Dﬁng thirc nao dudi day ding ?
(A) AB+ CD = AC + BD ; (B) AB+ CD = AD + BC ;
(C) AB + CD = AD + CB : (D) AB + CD = DA + BC..

Cho sdu diém A, B, C, D, E, F. Dang thitc nao duéi day ding ?
(A) AB+CD+ FA+BC+ EF + DE= 0 ;

(B) AB+ CD + FA + BC + EF + DE = AF ;

(C) AB + CD + FA + BC + EF + DE = AE ;

(D) AB + CD + FA + BC + EF + DE = AD .

Cho hinh thang ABCD véi hai canh day 1a AB = 3a va CD = 6a. Khi dé
|A—B'+ CD bang bao nhiéu ?

(A) 9a ; (B) 3a ;

(C) -3a; (D) 0.

Cho hinh vuéng ABCD c¢é canh bang a. Khi dé gia tri |E + El bang

bao nhiéu?

(A) 2a2 ; (B) 2a ;

O a; (D) 0.

Cho ba di€m bét ki A, B, €. Pang thitc ndo duwéi day ding ?
(A) AB = CB - CA; (B) BC = AB - AC;
(C) AC- CB = BA ; (D) CA—CB = AB .

Cho tam gidc déu ABC ¢6 canh bang a. Gia tri |E — HI bang bao nhiéu ?
(A) 2a ; (B) a;

(C) a3 ; (D) “‘E.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

. Cho hai tam gidc ABC va A'B’C’ l14n luot c6 trong tam 1a G va G'. Pang

thitc nao dudi day la sai ?

(A) 3GG’ = AA’ + BB + CC" ; (B) 3GG" = AB" + BC' + CA’ ;

(C) 36G"= AC" +BA’ + CB" ; (D) 3GG" = A’A+ BB’ + CC’ .

Cho di€ém B nam gitra hai diém A va C, v8i AB = 2a, AC = 6a. Dflﬂg thire
nao dudi day dung ?

(A) BC = AB : (B) BC = —2AB :
(C) BC = 4AB : (D) BC = —2BA.

Cho ba diém phan biét A, B, C. Néu AB=-3AC thi dang thirc nio dudi
day diung ?

(A) BC = 4AC : (B) BC = —4AC ;
(C) BC = 2AC (D) BC = -2AC .

A i i i & K 3 " 3
Diéu kién nao dudi diy la can va da dé diém O la trung diém cta doan
thang AB ?

(A) OA= OB ; (B)&'ZO—B’;
(C) A0 = BO : (D) OA + OB = 0.
Néu GG 12 trong tAm tam gidc ABC thi dang thitc ndo dudi day ding ?
. AB+ac . AB+ac
(A) A = ——— (B) AG = ;
2 3
(C) AG = 3(A3r+ AC) : (D) AG = Q(AB;-A(,)_

Goi AM 1a trung tuyén clia tam gidec ABC, va I 1a trung diém cla AM.
Pang thitc ndo sau day 1a ding ?

(A)E+F§+E=ﬁ; (B)—E+f§+i‘=f};
(O IA+IB-IC=0: (D)2IA+IB+IC= 0.

Trong mat phang toa dé Oxy cho hai diém A(-1 ; 4) va B(3 ; -5). Khi dé

toa d6 clia vecto BA 1a cép s6 nao ?
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19.

(A (24~ L) (B)(-4:;9);
O @;-9; (D) (4;9).

Trong mat phang toa d6 Oxy cho hai diém A(0 ; 5) va B(2 ; —7). Toa do
trung di€m ctia doan thang AB 13 cap s6 nao ?

(A)(2;~2); B)(-2;12);
(O (-1;6); L)L 1,

. Trong mat phang toa do6 Oxy cho hai diém M(8 ; — 1) va N(3 ; 2). Néu P 1a

diém d6i xitng véi diém M qua diém N thi toa d6 ctia P 13 cip s6 nao ?

11 1
A)(-2:35) ; BY | —t —| &
(A) ( ) ()[2 2]

(C)Y (13 -3} ; (D) (11 ;- 1).

. Trong mat phang toa dd Oxy cho ba di€ém A(5 ; —2), B(0 ; 3) va ((-5; —1).

Khi dé trong tim tam giac ABC cé toa d6 la cap s6 nao ?
(A)(1;~-1) ; (B)(0;0);
(O (0 11); (D) (10 ; 0).

. Trong mit phang toa d6 Oxy cho tam gidc ABC véi trong tim G. Biét rang

A=(-1;4),B=(2;5),G=(0;7). Hoditoa dd dinh C 14 cdp s6 nio ?
(A) (2;12); (B). 1312)3
©@3;1); (D) (1512).

23. Trong mat phang toa d6 Oxy cho bén di€ém A(3 ; 1), B2 ; 2), C(1 ; 6),

38

D(1 ;- 6). Hoi diém GG(2 ; — 1) 12 trong tam clia tam gidc nao sau day ?
(A) Tam gidac ABC ; (B) Tam giac ABD ;
(C) Tam gidc ACD ; (D) Tam giac BCD.



CHUONG

T'icH vO HUONG
CUA HAI VECTO
VA UNG DUNG

Ngoai tich clia mdt vecto v mdt 8, ¢dn ¢b tich vd hudng
cla hal vecto, tic 1& phép nhén vd hudng hai vacto véi nhau.
Két qua clia phép nhén nay cho ta mt s, Vi vy ngudi ta
goi tich dé la tich v6 huéng.

Chuong ndy trinh baly céc tinh chéit co ban clia tich vé huéng
va nhing 'mg dung clia chling. d&c biét [A nhimg hé thic
quan treng trong tam giac : dinh Il cbsin, dinh Il sin, cbng
thife trung tuy&n, cac cdng thirc tinh dién tich tam giéc,...

Hoc sinh phéi bit van dung cac kién thic co ban néu trén
dé gi&i mot s8 bai todn hinh hoc va bai toan thue &,




GIA TRI LUONG GIAC CUA
MOT GOC BAT KI (tit 0° d&n 180°)

O 16p 9, cdc em di bi€t vé cdc gid tr yh
luong gidc (ti s6 luong gidc) : sin, c6sin, L
tang, cotang cua mot géc nhon a va ki
hiéu 1a sina, cose, tana, cota. H™ " .

1

1
Trén hinh 32 ¢6 mét hé toa dé Oxy va mot 2
nra dudng tron tim O ban kinh R = 1, -1 0 1
nam phia trén truc Ox. Ta goi nd la
nua duong tron don vi.

Hinh 32

Néu cho truée mot gée nhon e thi ta c6 thé xdc dinh mot diém M duy nhit

trén nira dudng tron don vi sao cho MOx = a.

1
ﬁGié sr (x ; y)la toa d6 clia diém M (h. 32). Hay chiing t6 rng
; y %
sing =y ; cosa = x; tan == ; cotax = —.
¥ y
Béiy gio ching ta m& réng dinh nghia gid tri lvong gide cho géc « bit ki
(0° < <180°). Ta lam diéu dé bang cich van ding nira dudng tron don vi
nhu trén.

1. Binh nghia

Véi moi géc a (0° < a < 180°), ta xdc dinh diém M trén nita

duong tron don vi sao cho MOx = a. Gid sit diém M cé toa
do(x,; y). Khi do

Tung do y cua diém M goi la sin ciia géc a, ki hiéu la sina ;
Hoanh dé x ciia diém M goi la césin cia géc o, ki hiéu
la cosa ;
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@ at _}, . . 5 * - - - A 5
Ti s6 = (voi x #0) goi la tang cua goc , ki hiéu la tana ;

A

Ti s6 — (voi y# 0) goi la cotang cua goc a, ki hiéula cote,

y

Céc s6 sine, cosa, tana, cota goi la cac gid tri luong gidce cua géc a.

y sine X  cosa

Nhu viy sina = y, cosa = x, tana = — = , cota = —=

X  cosa y  sina

Vidu 1. Tim cde gid tri lwong gidc ciia géc 135°.

Giai. (h. 33) Ta ldy diém M trén nira

duong tron don vi  sao cho
MOx =135°. Khi dé hién nhien
m = 45° Tir dé6 suy ra toa d6 cua

o
diém M 1 &
2 2 Hinh 33
o[ Y2 2]
2 2
; 2 )
Viy sin135° = g : cos135° = —% - tan135° = -1 ; cot135° = 1.
21| Tim cdc gid tri lwong gide cia cdc gée 0°, 180°, 90°,
Voi cac géc anao thi sma <0 ?Voi cac goc a nao thi cosa <0 7
ﬁz (h. 34)
2 i I a ) » % l
Lay hai diém M va M’ trén nla duong tron Y 1
don vi sao cho MM’ // Ox. M'/__\\M
a) Tim su lién hé giita hai géc & = MOx va
S Iy
a’ = M'Ox. @ S
> , ik AR e s ; -1 0 1 x
b) Hay so sanh cac gia tri lugng giac cua hai
géc ava «’. Hinh 34
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Tir d6 ta suy ra cdc tinh chit sau day

ﬁé’u hai géc¢ bu nhau thi sin cua ching bang nhau, ""'jh
cosin, tang va coétang cua chiing déi nhau ; nghia la

sin(180° — @) = sina ;
cos(180° — @) = —cosa

tan(180° — &) = —tana (a = 90°);

\ cot(180° — &) = —cotax (0° < a < 180°). /

- u r - . a o, @ - 0
Vidu 2. Tim cdc gia tri luong gidac cua géc 150,

Gidi. Géc 150° b véi gbe 30° nén

1 3
sin150° = sin30° = 5 d cos150° = —cos30° = —% ‘
tan150° = —tan30° = —g 4 cot150° = —cot 30° = —\E.

2. Gia tri lugng giac cua mdt sé géc dic biét

42

Sau day 1a gia tri lwong giac ciia mot s6 goc dac biét ma ta nén nhé (trong
bang dwéi day, kxd 1a viét tat cia nhém tir khéng xdc dinh). Gia tri luong
gidc clia cdc gée bat ki ¢ thé tim thiy trong bang s6 hodc bang may tinh
bo tii.

Gée | 0% | 30° | 45° | 60° | 90° | 120° | 135° | 150° | 180°

sin 0 l Q ﬁ | ﬁ ﬁ l 0
2 ) ) 2 2 2

cos 1 £ ﬁ l 0 —l _ﬁ _ﬁ -1
2 2 2 2 2 2

tan | O ﬁ 1 3| kxd | =3 | -1 _ﬁ 0
3 3

cot | kxd | 3 | g 0 _g 1 | =«f3 | kxd




Y]

T xa xua, do nhu cau do dac thién van, nhiéu nha toan hoc da Iap bang d6 dai day
cung cang bédi cung trén (ban kinh cho trudéce) cé sé do 1°, 2°, 3°, ..., 180°, trong d6
c6 Hip-pac (Hipparque) & thé ki th(r Il truéc cdng nguyén, Pté-lé-mé (Ptolemey) & thé
ki th(r Il sau céng nguyén, v.v... D6 1a ngudn géc cla khai niém sin. Qua nhiéu giai
doan lich sir, tir "jiva" (tiéng An, cé nghia la "day cung") dudc dién dich, phién am, déi
dan thanh tur sinus béi cac nha thién van, toan hoc nhu An Bat-ta-ni (Al Battani) & thé
ki th(r X, Gié-ra Cré&-mén (Gérard Crémone) & thé ki tha XII, v.v...

Khai niém tang, cétang nay sinh tir viéc khdo sat béng clia vat thdng ding trén
nén nam ngang dé tim gid trong ngay. T xa xua, ngudi ta ciing da lap bang cac
"béng" (tic bang tang, cétang).

Dén thé ki thir XVI méi xuat hién ki hiéu sin, tang (Té-mat Phin (Thomas Finck))
va dau thé ki th&t XVII méi xuat hién ki hiéu césin, cotang dé chi sin, tang cla
géc phu (Et-mon Gon-to (Edmund Gunter)). Cac ki hiéu nay dan dan dugdc chap
nhan va slr dung phé cap.

Céu hoi va bdi tap
Tinh gia tri ding clia cdc biéu thite sau (khéng ding mdy tinh bd tii hoac
bang s6)
a) (2sin30° + cos135° — 3tan150° )(cos180° — cot 60°) ;
b) sin’ 90° + ok 120% 4e0s” 0%~ tzm2 60° + cu:)t2 135",
Pon gidn cdc biéu thite
a) sin100° + sin80° + cos16° + cos164° ;
b) 2sin(180° — &) cot & — cos(180° — &) tanx cot(180° — &) véi 0° < a < 90°.
Chirng minh cac hé thirc sau

a) sin® & + cos®a = 1 4

b) 1 + tan & = 12 (@ # 90°) :
cos o

) 1+ cot?a = — (0° <& < 180°).
sin” &
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TiCcH vO HUONG CUA HAI VECTO

1. Géc gilra hai vecto

Cho hai vecto @ va b déu khéc vecto 0. {

Tir mot diém O nao dé, ta v& céc vecto OA = d A

S LT e a
va OB = b (h. 35). Khi dé v
86 do cua géc AOB diroc goi la 0
56 do cua géc giita hai vecto a .
% . ) b
va b, hodc don gianla goc giwa B
hai vecto a va b. Hinh 35

Trong trudng hop ¢d it nhit mét trong hai vecto @ hoac b 1a vecto 0 thi ta

xem géc giira hai vecto dé 1a tuy y (tir 0° dén 180°).

R6 rang cach xac dinh gbc gitta hai vecto khéng phu thudc vao viée chon

diém O : cho nén goc gilta hai vecto a va b dwoc ki hiéula (a,b).

o 5 = o] a - > - = . = - e
Néu (a,b) = 90" thita noi rang hai vecto a va b vuong goc

voi nhau, ki hiéula a L b.

21] Khi nao géc giita hai vecto bdang 0° ? Bing 180° ?

1 C
Cho tam giac ABC vudng tai A vaco B = 50° (h. 36).
Tinh cac goc

(BA, BC) ; (AB, BC) ;

— 50°
CA,CB) : (AC. BC) : ]

( ¥ o e ) P B
(AC,CB) : (AC, BA). Hinh 36



2. Dinh nghia tich vé huéng cua hai vecto

Trong Vat li, ta ¢6 khai niém "céng
sinh boi mét luc".

Gia str mot luc khéng déi F tdc dung
[én mét vat 1Am cho vat dé di chuyén
tir diém O dén diém O’ (h. 37). @ -

Khi dé luc F di sinh ra mot cong A

5 2 " Hinh 37
tinh theo céng thirc

A= |F| |£| cos@,

trong do |F| la cuwong dé cua luc F tinh bang Niuton (ki hiéu 1a N), |OO’|

1A d6 dai vecto OO’ tinh bang mét (ki hiéu 12 m), ¢ 1A gbc giira hai vecto
F vi 00’ Coéng A duoc tinh bang Jun (ki hiéu 14 J). Nhue vay J= N. m.
Trong Todn hoc, gid tri A trong bi€u thitc trén (khong ké don vi do) duoc

goi 1a tich vé huéng cua hai vecto F va OO’ .

Tich vo huong cua hai vecto a va b la mét sé, ki hiéu la

a.b, ditoc xdac dinh boi

ab = || .|E|cos(.§, I;)

Vidu 1. Cho tam gidc déu ABC ¢é canh a va trong A
tam G (h. 38). Tinh cac tich vo hiong sau ddy

AB.AC 3 AC.CB ; Al .AB ;

GB.GC ; BG .GA; GA.BC. G
Giai. Theo dinh nghia, ta c6 1
e L B e
AB .AC = a.a.cos60° = EG ; Hinh 38
ol —_— I 2
AC .CB = a.a.cosl20” = ——a” ;
— — 3 343 1
AG .AB = a£-a-c0530° = a2£-£ = —a? ;
3 a 7 z
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— 3 3 a’

ﬁ.(}(.‘ = g g=——c0s120° = ——=—:
3 6

V3 B a’

Eﬁ = a— .a—cos60° = — :

6

o 3

G'—A.B(‘ = aT.u.cosC)Oo =i,

Trong truong hop nao thi tich vé huéng cua hai vecto @ va b bang 0 ?

)
()

Binh phuong vo huéng
Véi vecto a tuy y, tich vé huéng a.a dwge ki hiéu la (@)° hay don gian
hon 3 @2 va goi 1a binh phuwong vé huéng cia vecto a.
Tir dinh nghia cua tich v6 huéng ta ¢6
a> =l |al .cos0°® = lal*.

Viy

Binh phiuong vé huéng cia mét vecto bang binh phuwong doé
dai cuavecto do.

Héc-man  Grat-xo-man  (Hermann  Grassmann
1808 - 1877), nha toan hoc Burc, la cha dé cula tich

vé huéng clia hai vecto ma éng da ki hiéu la i = V.
Chinh viéc nghién clu thuy triéu dan 6ng dén cac
khao sat vé vecto.

3. Tinh chat cla tich vé huéng

23| Voi hai sé thuc ava b, ta ¢é ab = ba. Vdy véi hai vecto a va b, ta ¢é tinh

chdt tuong tw hay khéng ?
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DINH LI

Véi bavecto a, b, ¢ tuyyva moi sé thuc k, ta ¢

phép cong) ;

i(b-2)=d.b-d.c
phép trir).

(tinh chdt giao hodn) ;

4) a(b+c)=a.b+ a.c (tinhchdt phin phéi déi voi

(tinh chat phdan phéi déi vé?'/

\

Ta c6 thé dé dang chitng minh dugce cic tinh chat 1, 2, 3. Tinh chat 4 duoc

thira nhén, khéng chitng minh.

Dung céc tinh chit clia tich v6 huéng, ta ¢6 thé chitng minh cdc hé thife sau

(@+b)* =G% +b%+24b ;
(@-b2 =a%+b%-2ab;

— — — —0-2
@+b)@—-by=a2—-b2=al* - Ipl".

Sau day ta chitng minh hé thic 3. Theo tinh chat phan phéi, ta ¢d

(G+b)(G-b)=d(G-b)+b(da-h)

=l

= g2 = ghd

2
RHéy ching minh cac hé thic (1) va (2).

24

(1)
(2)

(3)

R S S T

Ta biét rang voi hai sé thite bdt ki a va b, luén cé (ab)? = a’b?. Vay voi

hai vecto bdt ki @ va b, ddng thiic (@.b)*

thé’ nao méi diing ?
Bai toan 1. Cho tir giac ABCD.
a) Chitng minh rang

AB? + ¢D? = BC? + AD? + 2CA .BD.

= G%.b% ¢6 ding khong ? Viét
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b) Tir cdu a), hay chitng minh rdang : Diéu kién cdn va du dé tit gidc cé
hai dwong chéo vuong géc la téong binh phuwong cdc cdp canh doéi dién
hdng nhau.

Gidi. (h. 39) B
a) Ta co
AB? + €D% — BC? -~ AD?
= (CH—CA)= 4 CD% ~ LAY~ (CD—CA)’
=._2CB.CA+ 2CD.CA
= 2CA(CD = CB) = 2CA.BD. D
Hinh 39

Tir d6 suy ra diéu phai chitrng minh.
b) Tir a) ta c6 ngay :

e —

CALBD e CABD=0 < AB2 +CD? = BC? + AD?.

Bai toan 2. Cho doan thdang AB ¢é dé dai 2a va sé K. Tim tap hop cac

diém M sao cho MA.MB = k*.
Gidi. (h. 40) Goi O la trung diém doan thang AB, ta c6

MA.MB = (MO + OA).(MO + OB)

= (MO + OA).(MO - OA)

—2 —2
- MO - OA
= MO? — 0A% = MO? - &°. Hinh 40

Do doé

MA.MB = k* & MO?* - a* = k> & MO? = k2 + &.
Viy tip hop cdc diém M 12 dudng tron taim O, ban kinh R = \sz La®,

Bai toan 3. Cho hai vecto E{, OB . Goi B’ la hinh chiéu ciia B trén duong
thang OA. Chitng minh rdang

OA.OB = OA.OB’ .



Chirng minh. Néu Aﬁ < 90° (h. 41a) thi B B

QHB‘ = OA.OB.CDS;‘I;E)E

= OA.OB’
= ’ 0 o
= OA.OB’. a) h)

Hinh 41
Con néu AOB = 90° (h. 41b) thi

OA.OB = OAOB.cos AOB = — OA.OB.cos B'OB

— _OA.OB’ = OAOB’.cos180° = OA.OB’.

Vecto OB’ goi la hinh chiéu ciia vecto OB trén diong thang OA.

Céng thitc OA.OB = OA.OB’ goi la cong thitc hinh chiéu.

3
ﬁHéy phat biéu bang I5i két luan clGa Bai toan 3.

Bai toan 4. Cho dwong tron (O ; R) va diém M c¢6 dinh. Mot duong thdang A
thay dot, luén di qua M, cdt duong tron dé tai hai diém A va B. Chiing
minh rdang

A MR — 2 2

MA .MB = MO“ - R" .
Chitng minh. (h. 42) V& duong kinh BC cua dudng tron (O ; R). Tacd MA la
hinh chi€u cia MC trén dudng thang MB. Theo céng thitc hinh chiéu, ta cé

B AWE

Hinh 42

MA .MB = MC .MB = (MO + OC).(MO + OB)

2 2
- (MO - OB).(MO + OB)= MO - OB
= & - R? (véi d = MO).
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= CHU ¥

1) Gi4 tri khong déi MA .MB = d* — R? néi trong Bai ton 4 goi 1a

phuwong tich ctia diém M déi véi dudng tron (0) va ki hiéu 1a 'ff’w(o}

[ Pyuioy= MA.MB =d* -R* (d= MO)]

2) (h. 43) Khi diém M nam ngoai
duwdng tron (O), MT 1a ti€p tuyén cua
dudng tron dé (T 1a ti€p diém), thi

D
Puioy= MT = MT”, Hinh 43

4. Biéu thirc toa dé cla tich vé hudng

4
ﬁTrong hé toa do (0O ; :}) cho @ = (x;y) va b= (x';¥"). Tinh

& e i s 728 ) -
8y ¢ .3 4 8.9 b) @a.b ; <3 i Gl d) cos(u,b).

Cac hé thic quan trong

ﬁho hai vecto' a = (x ; y) va b = (x';v"). Khi dé \

l)a.b=xx'+y';

2) lal = yx? + y*

xx'+ yy'
2

3) cos(a, E) =

x° + y’g x'“+y'

Q(j(' biét: @ L b < xx'+yy =0, /

Rs
Cho haivects @ = (1:2) va b = (=1 :m).

a) Timm dé @ va b vuéng gbc véi nhau.

b) Tim 46 dai cha @ va b . Tim m d8 |a] = |5].
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Vi duy

HE QUA
Trong mdt phdng toa dé, khodng cdch giita hai diém M(xy;; y M)

va N(xp; yy) la

[ MN = [MN = oy - x30)% + Oy - ) ]

2. Trong mdt phdng toa dé, cho hai diém M(=2 ;2)va N(4 ; 1),

a) Tim trén truc Ox diém P cdch déu hai diém M, N.
b) Tinh césin ciia géc MON.

Giai

a) Vi P thubc truc Ox nén P cétoa do (p; 0). Khi dé

MP = NP & MP? =NP? & (p+2)? +2° = (p- 4> +1°

Tir d6 ta dwoc phuong trinh 12p =9, suyra p = % Viy P = [2 ; 0].

4

b) Tacé OM = (-2;2) va ON = (4 ;1). Vay

—24+21

BT J_'

cos MON = cos(ﬁf, OT\’) =

T m

Cdu hoi va

O

ai t

(3

AP

—

Trong trudng hop nao tich vé hudng a.b cb gia tri duong, cé gia tri am,

bang 0 ?

Cho tam gidc ABC. Téng (:ﬂl—.é, B_(-:) + (:BT E‘Til) + (m, Xﬁ) c6 thé nhan gi4
tri ndo trong céc gi4 tri sau : 90° ; 180° ; 270" ; 360° 2

Cho tam gifc ABC vuéng & A va B = 30°. Tinh gi4 tri clia cdc bi€u thic sau

a) cos(gg, E?) + sin(ﬂ, Efﬁ‘) + tan

(AC,CB)

b) sin(ﬁ, A—‘C) - cos(ﬁ:, E{) + cos(a, E&) :
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10.

11.

14.

52

Cho bén diém bit ki A, B, C, D. Chitng minh rang

DA.BC+ DB.CA+DC.AB = 0.

Tiur d6 suy ra moét cach chitng minh dinh 1i : "Ba dwong cao ciia mét tam
gidc dong quy".
Chitng minh rang diéu kién can va di dé tam gidc ABC vubng tai A 1a
g ooy 5
BA .BC = AB".

Cho tam gidc ABC v§&i ba dudng trung tuyén AD, BE, CF. Ching minh rang

BC.AD+ CA. BE + AB.CF=0.

Cho hai diém M, N nam trén dudng tron dudng kinh AB = 2R. Goi I 1a giao
diém ctia hai dudng thang AM va BN.

a) Chimg minh rang AM Al = AB . Al . BN.BI = BA.BI .
b) Tinh EE" + ﬁﬁ theo R.

Cho hai duong thang @ va b cat nhau tai M. Trén a c6 hai diém A va B, trén

b c¢6 hai di€ém C vd D déu khic M sao cho MA.MB = MC .MD . Chiing

minh ring bén diém A, B, C, D ciing nim trén mot dudng tron.

. Cho doan thang AB ¢6 dinh, AB = 2a vi mot s6 k%, Tim tap hop cdc diém M

sao cho MAZ - f‘vIB2 = kz.
|

. Trong mat phang toa d6, cho i = E? = 5:;: va ¥ = ki - 4}.

a) Tim cdc gid tricia k dé€ if L v ;

b) Tim céc gid tri caa k d€ lul = |v].

Trong mat phang toa do, cho tam gidc ABC c6 cidc dinh A(—4 ; 1), B(2 ; 4),
C(2;-2).

a) Tinh chu vi va dién tich cta tam gidc dé.

b) Tim toa d6 cua trong tdm G, truc tim H va tam [ ciia dudng tron ngoai
ti€p tam gide ABC. Tir d6 hay ki€ém tra tinh chat thang hang ctia ba diém
LG, H.



HE THUC LUGNG TRONG TAM GIAC

Ta biét rang mot tam gidc hoin toan duoe xdc dinh n€u bi€t ba canh, hodc hai
canh va gbéc xen gitta, hoac mot canh va hai géc ké ; nghia 1a sé do cic canh,
cac gbéc con lai cua tam gidc nay hoan toan xac dinh. Nhu vay, gitta cac yéu té
cta tam gidc c6 nhitng méi lién hé nao dé, ma ta s€ goi ching la cac hé thirc
luong trong tam gidc. Trong muc nay ta sé lam quen v4i mot s6 hé thiic do.

1. Binh li cosin trong tam giac

21

A

Néu ABC la tam giac vuong tai A (h. 44) thi theo

dinh 1i Py-ta-go ta c6 4

BC? = AC? + AB?

—_—2 —2 —_2
hay BC = AC + AB . (%) “ =
Cé thé ching minh ngan gon dang thic (*) nhu sau Hinh 44

e )
BC = (AC - AB)” = AC

—_D

S N — P
+ AB - 2AC.AB = AC + AB .

Trong chitng minh trén, gia thiét géc A vuoéng diwoe sit dung nhu thé nao ?

Bay gio ta hay xét mot tam giac ABC tuy y.

1

Hay lam tuong tu nhu chimg minh trén, réi d3t BC = a, CA = b, AB = ¢, dé di dén

cong thirc

a’ = b% + ¢2 — 2becosA.

Nhu vay ta duoc dinh 11 sau day, goi la dinh li césin trong tam giac.

DINH LI

(Trong tam gidc ABC,véi BC=a,CA=b,AB=c, ta c6 )

a® = b +¢® - 2bccos A :

b = a® + ¢* - 2accosB .

8 Bopgd :
c"=a +b 2abcos (. Yy
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2

Tu dinh Ii trén, hay phat biéu bang 16i céng thire tinh mét canh clia tam giac theo hai
canh con lai va césin clia goc xen gitra hai canh d6.

22| Khi ABC la tam gidc vuéng, chang han A = 90°, dinh li césin tro thanh

dinh li quen thuéc nao ?

3
RTU’ dinh Ii césin hay viét cong thiic tinh gia tri cosA, cosB, cosC theoa. b, c.

Tir hoat dong nay ta c6 hé qua sau day trong tam giac ABC

HE QUA
- I p
cosA = ;
2bc
2 2 )
a“ +c°-»
cosB = '
2ac
: a2 +b2 — ¢'2
cos( =

\_ dab J

Vi du 1. Hai chiéc tau thuy cing xudt phat tir mét vi tri A, di thang theo

. - a - 0 - s A A 7 - - e
hai hirong tao voi nhau goc 60 . Tau B chay voi téc dé 20 hai li mot gio.
Tau C chay véi téc dé 15 hai li mét gio. Sau 2 gio, hai tau cdch nhau bao

nhiéu hai 17 7 (1 hai li = 1,852 km).
Giai. (h. 45) Sau 2 gio tau B di duge 40 hai li, tau € di duge 30 hai 1i. Vay
tam gidc ABC c6 AB= 40, AC = 30, A = 60°.
Ap dung dinh i cosin vao tam gidc ABC, ta c6
@ = b? + ¢® - 2bccos A

= 30° + 407 — 2.3040.c0s60°

= 900 + 1600 - 1200 = 1300.
Viy BC = /1300 ~ 36 (hai 17). A

Sau 2 gio, hai tau cach nhau khoang 36 hai li. Hinh 45
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Vidu 2. Cdc canh cia tam giac ABC laa="1,b= 24, c=23. Tinh géc A.

Giai. (h. 46) Theo hé qua cua dinh 1i c6sin ta cé

B
TR N 2
T b” + ¢ a 5
2be A 24
F4° 4 P32 T ¢
= ~ (0,9565. Hinh 46
2.24.23

Tir d6 ta dwge A ~ 16°58'.

&~ CHU ¥
Néu str dung mdy tinh bo tdi (MTBT) dé tinh géc A khi biét
cos A = 0,9565, ta c¢6 thé 1am nhu sau
1) Boi véi MTBT CASIO fx-220 hoac fx-500A thi 4n

0.9565 [SHIFT] [cos| [SHIFT] [or7]. Két qua: A ~ 16°58".

2) B6i véi MTBT CASIO fx-500MS thi 4n

SHIFT| |cos| 0.9565 IEI os|. K&t qua : A ~ 16°58'.

Ngoai ra, c6 thé diing mot s6 loai MTBT khac dé tinh todn, nhuw
CANON, SHARP hoac cac MTBT c¢6 chirc nang tuwong duwong.
2. Binh li sin trong tam giac

Cho tam gidc ABC ¢6 BC = a, CA = b, AB = ¢
noi ti€p duong tron (O ; R). b

Néu géc A vudng (h. 47) thi a = 2R va dé thay C B
0
a=2RsinA, b=2RsmB, c=2RsinC. (1)
Bay gio xét truong hop géc A khong vubng. Ta
chitng minh cic céng thire (1) van ding.
Hinh 47

4 (Bé chirng minh cac cbéng thire (1))

Goi (O ; R)1a dudng tron ngoai tiép tam giac ABC, vé dudng kinh BA” clia dudng tron.
Hay ching to sin BAC = sin BA'C trong ca hai truéng hop : Géc BAC |a géc nhon
(h. 48a), 1a gbc tu (h. 48b). Tur d6 hay két thiic chimg minh.
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A
a) b)
Hinh 48
Tir d6 ta c6 dinh 1i
#om - L 1 - -\
Voi moi tam giac ABC, ta co
a b c
, = - = —— = 2R,
sin A sin B sin C

\_ [rong do R la ban kinh dwong tron ngoai tiép tam gidc ABC, y

Vi du 3. Tw hai vi tri A va B cua mot toa nha, nguoi ta quan sdt dinh C
cia ngon niii (h. 49). Biét rdang dé cao AB bdng 70 m, phiwong nhin AC

tao véi phitong ndm ngang goc 30°, phuong nhin BC tao véi phuong nam
ngang géc 15°30'. Hdi ngon niii dé cao bao nhiéu mét so véi mdt ddr ?

Giai. (h. 49) Tir gia thiét, ta suy ra tam gidc ABC ¢c6

—

CAB = 60°, ABC = 105°30', ¢ = 70.
C =180° - (A + B) = 180° — 165°30' = 14°30.
Theo dinh li sin ta c6
[
sin B - sinC
hay
b 70

sin105°30' sin14°30° .

Hinh 49

70.5in105°30"
Do dé AC = b= —22 ~ 2694 (m).
sin14°30°
Goi CH 1a khoang cach tir C dén mat dat. Tam gidc vuéng ACH c¢6 canh

CH d6i dién véi gée 30° nén




AC 69,4
2 2

Viy ngon nii cao khoang 135 m.

CH=

= 134,7 (m).

&~ CHU Y

g ) 3 70.5in105°30"
Néu str dung MTBT dé tinh biéu thic b = e thi ta co

sin 14°30'

thé 1am nhu sau

1) D6i v6i MTBT CASIO fx-220 hoac fx-500A thi 4n

70 [<] [t¢..] 105 [or+1] 30[ossd| [sin] [-1] [=] T 14 [o0+)] 30 [os s
sin] [ E]. K&t qua : b = 269.4.

2) D6i véi MTBT CASIO fx-500MS thi 4n

70 [] [sin] 105 [o1] 30 Joro)] [£] [sin] 14 [0+ 30 [oon] [5].
Két qua: b ~ 2694,

Vidud. Chotam gidc ABC cé6 a=4,b=5, c=6. Chitng minh rdng
sinA — 2sinB +sinC = 0.

Giai. Goi R 1a ban kinh cta dudng tron ngoai ti€p tam gidc ABC.

Tir dinh 11 sin, ta cé

sinA = i, sinB = i sin( = .
2R 2R 2R

Viy sinA - 2sinB +sinC = L(.:;f —2b+¢) = L(4 - 10+ 6) =0.
2R 2R

Binh |i césin trong tam giac con dudc goi la dinh i
An Ka-si (AL Kashi) - tén clla nha thién van hoc va
toan hoc Trung A, mét trong nhiing nha bac hoc I6n
cudi cung cla trudgng phai Xa-mac-kan (Samarkand)
dau thé ki XV.

‘.

AL Kashi
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3. Téng binh phuong hai canh va dd dai dudng trung tuyén cua tam giac

A

58

Bai toan 1. Cho ba diém A, B, C, trong dé BC = a > 0. A
Goi I 1a trung diém ctia BC, bi€t AI = m (h. 50). Hiy

tinh AB‘2 + A(’Q theo a va m.

Néu m =< thi ¢6 thé thdy ngay AB? + AC? hdang " %
e % ) . B I C
bao nhiéu hay khong ?
Hinh 50
5 (P& giai Bai toan 1)
i T B R T =il B e i e
Hay viet AB = Al + IB, AC = Al + IC r6itinh AB + AC dé di dén két qua
2 2 2 “'2
AB® + AC” =2m +?.

Bai toan 2. Cho hai diém phan biét P, Q. Tim tap M
hop cdc diém M sao cho MP? + MQ2 = k2, trong dé
k 1a s6 cho trurée.,

Huéng dan. (h. 51) Goi I 1a trung di€ém ctia PQ va
dat PO = a. Theo Bai toan 1, ta cé

2) 2 i) (72 5 J ¢
MP= + MQ* = 2MI +7- Hinh 51

2 ”
Vay MP?> + MQ? = k? khi va chi khi 2MI2 + % = k2 hay

2 2
7 Kk a ,
MIE =l e %
2 4 *)
6

Tur (*) hay suy ra I8i gidi cla Bai toan 2.

Bai toan 3. Cho tam giac ABC. Goi m,, my, m, la d6 dai cac dudng trung

tuyé€n 1an lwot ttng véi cde canh BC = a, CA = b, AB = ¢. Chitng minh cac
cong thite sau day, goi la cong thitc trung tuyén

D) b e & p) a* + c? b 2 a’ + b? a
m., = = E my = — oM = —

y
2 D 4 ) 4 ‘ 0 4

Giai. Tir két qua ctia Bai todn 1, ta suy ra ngay cdc cong thite cAn chitng minh.



4, Dien tich tam giac

Véi tam gidc ABC, ta ki hiéu h,, hy,, h,.1a do dai cdc dudng cao lan luot
trng véi cac canh BC, CA, AB ; R, r 1an luot 1a ban kinh dudng tron ngoai
— 5 BB e ; i

tiép, nd1 ti€p tam gidc ; p = ———— la mra chu vi tam giac.

Ta c6 thé tinh dién tich § clia tam gidc ABC bang cic céng thifc sau day

| 1 1
/S:—ah =—bh, =—ch,.; 1 \
D d D b 2( ( ( )
PO e Loge .o ;
S = =absinC = —acsinB = —bcsinA ; (2)
abc
N =i—ir (3)
4R

S=pr;

(4)
\S = Jr(r—a(p-hp-o. (5)/

(Cong thire (5) goi la cong thite Hé-rong).

7 (h. 52)
Hay tinh /1, trong tam gidc AHB theo canh ¢ va géc B, réi thay vao cong thirc
S = -;Iaf:a dé duogc cong thirc (2) (chu y xét ca hai trudng hop H nam trong, H nam

ngoai doan BC).

Hinh 52

8
ﬁﬁr cong thire (2) va dinh Ii sin, hay suy ra céng thirc (3).
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%9 (h. 53)
Goi (O ; r) la dudng tron noi ti€p tam giac

ABC. D& y rang S la téng dién tich cac tam
giac OBC, OCA, OAB. Hay ap dung céng
thire (1) dé suy ra cong thic (4).

e Chitng minh céng thitc Hé-réng

| B
Tacé S =—hcsinA, suyra

§2 = %hz.{‘z(l — cos® A) Hinh 53
gy (h? + 2 - a?)?
il 4!3241'2

= %(th- i bZE 2 @2 - B2~ 224 )
= %[(b + )% - uz)}[az — (h- c-)ﬂ

b+c+a b+c—-a a-b+c a+b-c
2 2 9. B

=p(p—a)p —b)(p —c).
Vay  8=4Jp(p-a)p-bXp- o).

e Negudi ta goi tam gidc c¢6 d6 dai cidc canh la ba s6 nguyén lién ti€p va cd

dién tich bang moét s6 nguyén 12 tam gidc Hé-rong. Cic tam giac c6 do dai
’

cac canh nlur sau

3 wdln 5,
I3z d =15,
Sl 32 =83

la nhitng tam gidc Hé-roéng.

10
ﬂHéy tinh dién tich clia ba tam giac Hé&réng & trén.
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5. Giai tam giac va (rng dung thyc té

Giai tam gidc 1a tinh cdc canh va cdac géc cua tam gidc dua trén moét so
diéu kién cho trude.

Vi du 5. Cho tam gidc ABC. Biét a =174 ; B = 44°30' ; C = 64°. Tinh
géc Ava cdc canh b, ¢ cia tam gidc dé.
Gidi. (h. 54) A

Ta ¢cb

A =180"- (B+C)

= 180° - (44°30'+ 647) = 71°30'. g AUW 174 64

Theo dinh 1i sin ta c6 Hinh 54

asinB 17.4.5in44°30'
sin A sin71°30'

=

~ 129

sinC  17,4.sin64°
oo asinC sin 5 16.5.

sinA sin71°30"

Vi du 6. Cho tam gidgc ABC. Biét a = 494 ;
b =264 : C = 47°20'. Tinh hai géc A, B va
canh c.
Giai. (h. 55) Hinh 55
Theo dinh 11 césin ta cd
¢ = a® + b% = 2abcosC = (49,4)% + (26,4)> — 2.49,4.26,4 .cos47°20'
~ 1369,58.

Vay ¢ » 4/1369,58 ~ 37.0.

% 2 .9 B
il b” + ¢ - 696,96 + 1369,58 — 2440, 36 ~_ 0.1913,
2bc 2.26,4 .37

Dung bang s6 hoac MTBT, tim duoc A ~101°2'. Tir d6
B ~ 180° — (101°2' +47°20") = 31°38.
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Vi du 7. Cho tam gidc ABC. Biét a= 24 ; b =13 ; ¢ = 15. Tinh cdc géc

A. B, C. A
G;dz. (h 56) 15 13
Theo hé qua cua dinh 11 césin, ta c6 B 24 C
b2 + % - 4
cosA = Hinh 56
2bc
169 + 225 - 576 7
= — = ——=n — 0,4667.
2.13.15 15
Viy A ~ 117°49'.
Vi .a = .b nén
sinA sinB
. . (4] ] . (8] i
<inB = b.sin A ” 13.sinl117°49 _ 13.5in62"11 ~ 0.4791 .

a 24 24

Vi canh AC ngan nhit nén géc B nhon. Suy ra

B ~28°38': C ~ 180° — (117°49' + 28°38') = 33°33'.

Vi du 8. Duong ddy cao thé néi thang tir
vi tri A dén vi tri B dai 10 km, tir vi tri A
dén vi tri C dai 8 km, géc tao boi hai
duong day trén bang 15°. Tinh khodng
cach tirvi tri B dénvi tri C (h. 57).

Gidi. Ap dung dinh I{ césin vio tam gidc
ABC, ta co

Hinh 57

a’ = b + ¢ = 2bc.cos A
~ 82 +107 - 2.8.10.cos75° ~ 123,
Suy ra a~11 (km).
Véy khoang céch tir B dén C x4p xi 11 km.



Vi du 9. (h. 58) Mét nguwoi ngdi trén tau
hod di tir ga A dén ga B. Khi tau dé o ga A,
qua o6ng nhom nguwoi dé nhin thdy mot
thap C. Huong nhin tir ngwoi dé dén thap

o - - 7 . A -, 4] £
tao voi huong di cua tau moét goc 60 . Khi

tau do o ga B, nguoi dé nhin lai van thdy
thap C, huwong nhin tw nguoi dé dén thdp Hinh 58
tao voi huéng nguoc voi huéng di cua tau

mot géc 45°. Biét rdang doan duong tau ndi thing ga A véi ga B dai 8 km.
Hoi khoang cdch tir ga A dén thdap C la bao nhiéu ?
Giai. Xét tam gidc ABC.Ta cé

C = 180° - (60° + 45% = 75°.

¢

Ap dung dinh i sin vao tam gidc ABC, ta durge — = — ;
sinB  sinC

sin45°
sin 75°

Viéy khoang cdch tir ga A dén thdp € xdp x1 6 km.

Suy ra b = 8.

~ 6 (km).

Em cé biét 2

GIAI TAM CGIAC VA MET MAU

Ngay sau Cach mang 1789 & Phap, ngudi ta quyét dinh xay dung mét hé do
ludng phd cap, trong d6 cé do do6 dai.

Vé dé dai, ngudi ta |1ay dé dai vong kinh tuyén clia Trai Datlam co sé ("dudi chan maoi
ngusi déu co kinh tuyén"). Ngudi ta coi vong kinh tuyén Trai Pat dai 40000 km, tirc

I " ~ i b3 1 L] ~ P ~ A * . nF k)
4x107 met, vay moét mét la — cua moét phan tu d6 dai vong kinh tuyén. Bang
10
cach nao cé dugc mot mét dé lam mau ?
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13.

16.

Cac nha thién van Pi-e Mé-sanh (Pierre
Méchain) va Gidng ®olam-bro (Jean
Delambre) dudgc giao nhiém vu do do dai
cung kinh tuyén néi hai thanh phé Bon-kec
(Dunkerque & Bac Phap) va Bac-xo-lo-na
(Barcelona, Tay Ban Nha). Cac phudng
phap thién van thoi d6 da cho biét hai
thanh phé dé cé cung kinh dé va cé vi dé
khac nhau 10,8 do.

Trén mat dat, viéc do goéc dé hon do dd dai
nén ngudi ta xét day tam giac sap xé&p ké
nhau doc theo kinh tuyén di qua hai thanh
phé néi trén (méi tam giac c6 dinh 1a cac dia
diém dé xac dinh vi tri nhu dinh 1au dai, néc
nha thé v.v...). Trong 7 ndm lao déng kién
nhan miét mai, Mé-sanh, Bd-lam-bro dung
khodng 500000 phép do dé giai hang tram
tam giac sap xép nhu thé. Sau d6, qua
nhiéu thang kiém nghiém do dac, tinh toan
b&i mét hdi déng gébm nhiéu nha bac hoc
tén tudi (frong d6 cé cac nha toan hoc
Phap La-pla-xd (Laplace), Lo-gidng-dro
(Legendre), La-grang-gio (Lagrange) v.v...),
két qua cudi cung da dudc céng nhan vao
nam 1799 va da c6 mau mot mét bang
bach kim dat tai Vién do ludng Pa-ri (Paris)
(mau mot mét "cho moi thai dai”, "cho moi
dan téc").

Ngay nay, dung cac phuong phap cla
Vat Ii hién dai, ta ¢6 thé xac dinh don vj do
d6 dai chinh xac hon nhiéu.

Awie

Villersdl

Asvillera
3uurc| an
Novers
l .
Clermonkt unquieres
X
R-
: S Christophe
-
x
$'Martin Z
u Terre
Dainmarin
ok
Plni]u‘nn

Céu hoi va bdi tap

Tam giac ABC c6a=12,b=13, ¢c=15.Tinh cos A va goc A.

Cho tam giac ABC ¢6 AB =5, AC =8, A = 60°. Két qua nao trong cac két

qua sau la d6 dai canh BC' ?

a) V129 ;

c) 49 ;

b)Y 7%

d) 769



17.

18.

19.

. Chitng minh ring néu ba géc cla tam gide ABC

Hinh 59 v&€ mot hé nuéc nam &
gbc tao boi hai con duong. Bén
ban An, Cuong, Iri, Dirc du doan
khoang cach tir B dén € nhu sau

An: 5 km
Cudng : 6 km
Tri: T km
Pirc . 5,5 km. Hinh 59

Bi€t rang khoang cach tir A dén B 1a 3 km, khoang céach tir A dén C 1a 4 km,
gée BAC 12 120°.

Hoi du dodn cua ban nao sat véi thue t€ nhat ?

Cho tam gidc ABC'. Chirng minh cdc khang dinh sau

a) Géc A nhon khi va chi khi (12 &z bz + ('2 :

. y —_ ” y 2 2
b) Géc A tui khivachikhia > b+ ¢ ;

5 m &% 5 i 2 2
c) Géc A vudng khi va chikhia = b" + ¢".

Tam gidc ABC cé A=60°, B =45, b=4.Tinh hai canh a va c.

. Cho tam giic ABC c6 A = 60°, a = 6. Tinh bén

kinh duwdng tron ngoai ti€p tam giic. C

thoa méan hé thirc sinA = 2sinB.cosC thi ABC

la tam gidc can.

Hinh 60 v& mot chiéc tau thuy dang neo dau & vi

tri C' trén bién va hai ngudi & cdc vi tri quan sat 2 a7
A va B cach nhau 500 m. Ho do duwogc géc CAB B? 500 A

bang 87° va géc CBA bang 62°.

Tinh cac khoang cach AC va BC. Hinh 60

. Goi H 1a truc tAm cla tam gidc khéng vuéng ABC. Chitng minh rang ban kinh

cdc dudng troén ngoai ti€p céic tam gide ABC, HBC, HCA, HAB bang nhau.
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36.

60

. Tam gidc ABC c6a=7,b=8,¢c=6.Tinhm,.
. Tam gidc ABC c6a=5,b=4, c=3. Lay di€ém D d6i xiing véi B qua C.

Tinh d6 dai AD.

. Cho hinh binh hanh ABCD c6 AB=4,BC =5,BD ="7.Tinh AC.

. Chitng minh rang trong moét hinh binh hanh, téng binh phuong cdc canh

bang téng binh phurong ctia hai dudng chéo.

Chitng minh rang tam gidc ABC vuéng & A khi va chi khi Smg = m% + m}.

. Tam giac ABC c6 b=06,12; c=535; ﬁ = 84°. Tinh dién tich tam gidac do.

. Cho tit gidc ABCD. Goi M, N lan luot 1 trung di€ém ctia AC va BD. Chiing

minh ring

AB? &+ BC? +CD? + DA% = AC? - BD? - AMN°.

. Goi § 1a dién tich va R 1a ban kinh dudng tron ngoai ti€p tam gidc ABC'.

Chitng minh rang
= 2R23111AsinBsin(..‘.

. Chitng minh rang dién tich clia mot t gidc bang ntra tich hai dudng chéo

va sin cua géc hop bdi hai duong chéo dé.

. Giai tam giac ABC, biét

a)c=14, A =60°, B = 40°; b)h=4,5, A =30% C =75";
c)c=35 A =40° C = 120°; d)a=137,5 B =83°, C =57°.
Giai tam gidac ABC, biét

a)a=63,bh=63, C =54°; b)h=32, c=45, A =87°;

¢)a=17,b=23, C = 130°

. Giai tam gidc ABC, biét

a)a=14,b= 18, ¢=20; byag= 6, b= 13, =48
e) a= 4, b=3,6="1.

Biét hai luc cung tic dung vao mét vat va tao véi nhau goe 40°. Cuong do
ctia hai Iwe d6 1a 3N va 4N. Tinh cudng d6 clia Ive téng hop.



37. Tir vi tri A nguoi ta quan sat moét cdy cao (h. 61).

Hinh 61
Biét AH = 4 m, HB =20 m, BAC = 45°. Tinh chiéu cao cfia cay.

38. Trén n6éc moét toa nha cé modt cdt ang-ten cao 5 m. Tir vi tri quan sat A
cao 7 m so véi mit dit, c¢é thé nhin thdy dinh B v chin C cta c6t ang-ten dudi

gée 50° va 40° so véi phwong nam ngang. Tinh chiéu cao clia toa nha (h. 62).

Hinh 62
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ON TAP CHUGONG II

| = Tém tat nhirng kién thie can nhé
1. Gia tri lugng giac cia mot goc

— Véi mbi géc a (0° < a <180°), ta xdc dinh diém M trén nira dudng tron

don vi sao cho MOx = a. Gia sit diém M cé toa d6 (x ; y). Khi dé

sina =y, cosa = X,
sina cosa

tano = (cosa # 0), cotar = (sina # 0).
cos & sin &

— Hai géc bl nhau c¢é sin bang nhau ; con césin, tang, cétang cia chiing
déi nhau.

2. Tich v6 huéng cua hai vecto

— Tich v6 hwéng cta hai vecto @ va b 1a

25 =@l

. cos(a, f;).
— Céc tinh ché
)a.b=h.ad;
2) (ka). b = k(a bh):
) G.(b+T)= 3;4—(1( :
4)&'Lb<::>&'.5:0;
3) a a2 |ar|2
— Biéu thitc toa d6 clia tich v6 hwréng va khodng cdch giita hai diém
1) Néu a = (x;y), b = (x";y’) thi
ib=xx+ vy

2)Néu M =(x,,; yy), N=(xy;yy) thi

MN = \/(,rN — Xy )2 + (Vo= Ve )2
3. Pinh li césin trong tam giac
a® = b% + ¢2 - 2bccosA.
68



4. Pinh li sin trong tam giac

b .
2 B,

sin A sin B sin

5. Cong thic trung tuyén cua tam giac

o) bz + ('2 a2
mg, = — ;
2 4
6. Cac cong thuc tinh dién tich tam giac

= —;—ahu — -;—ahsin(._' = % = pr= \,/P(P —a)p-b)p-c).

Il - Cau hai tu kiém tra

1. Phit bi€u dinh nghia tich v6 huéng cta hai vecto. Khi nao thi tich vo
huwéng clia hai vecto 14 s6 dwong, 1a s6 Am, bang 0 ?

2. Dé giai tam gidc ta thudng diung dinh 1 c6sin trong nhimg trudng hop nio ?
Dung dinh i sin trong nhimg truong hop nao ?
3. Cho biét d6 dai ba canh clia tam gidc. Lam thé ndo dé tinh

a) Cac gbc cua tam giac ?

b) Cac dudng cao ctia tam gidc ?

c) Ban kinh dudng tron ngoai ti€p va noi ti€p tam giac ?
d) Dién tich tam giac ?

4. Trong mat phang toa do, biét toa do ba dinh ctia tam gidc, 1am thé nao dé
tim chu vi, dién tich, toa d6 true tAm, tAm dudng tron ngoai tiép tam giac ?

Il - Bai tap
1. Chitng minh cac c6ng thirc sau

oah-slal 4l =) was-tlaeal -la-a)

1
4
2. Goi G la trong tam tam gidac ABC',

a) Chitng minh rang véi moi diém M, ta luén c6

MA% + MB? + MC? = 3MG? + GA® + GB® + G2
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b) Tim tap hop céc diém M sao cho MA® + MB® + MC? = kz, trong doé k la
mot s6 cho trude.

Cho hinh binh hanh ABCD. Tim tap hop cic di€ém M sao cho

MA® + MB® + MC* + MD* = i,
trong dé k 1a mét s6 cho trudce.

Trén hinh 63 c6 vé hai tam giac vudéng céin B’
ABC va AB'C’ ¢6 chung dinh A. Goi I va J 7
lan lwot 12 trung diém cta hai doan thang
BB’ va CC’. Chirng minh rang 4
a)Al L CC’,AJ L BB’;
b) BC’ L B'C. A c’
Cho hinh vuéng ABCD canh a. Goi N la trung J
diém ctia CD, M 12 diém trén AC sao cho C

1 Hinh 63

AM = —AC.
4

a) Tinh cac canh cta tam giac BMN.

b) C6 nhin xét gi vé tam gidc BMN ? Tinh dién tich tam giic dé.
c¢) Goi I 14 giao diém clia BN va AC. Tinh C1.

d) Tinh ban kinh duwdng tron ngoai ti€p tam gidc BDN .

Trong mat phang toa do, cho ¢ = (4 ;1) va ? =(1:;4).

a) Tim géc giita cdc vecto ¢ va }:

b) Tim m dé vecto @ = € + mf vuéng gbe vdi truc hodnh.

¢) Tim n d€ vecto b = né + f tao véivecto i + j mot géc 45° .
Cho tam gidc ABC. Chitng minh ring diéu kién cin va di dé€ hai trung
tuyén ké tir B va C’ vudng gdoc véi nhau 1a

2

b™ + {__2 = 5(12.

Trong cdc tam gidc ¢d hai canh 1a @ va b, tim tam gidc c6 dién tich 16n nhat.

Cho tam gidc ABC ¢6 a =12, b = 16, ¢ = 20. Tinh dién tich S, chiéu cao 0.
cac ban kinh R, r clia dudng tron ngoai ti€p, noi ti€p tam gidc do.



10. Cho tam gidc ABC. Chitng minh rang

b2+£'2—(12 ey g e
a) cotA = E (8 1a dién tich tam gidc ABC) ;

a2+b2+c

4 Ls'

2

b) cot A + cotB + cot(C =

11. Cho hai dudng tron (O ; R) va (O’ ; R’) cat nhau tai hai diém A va B. Trén

duong thang AB, 14y diém C & ngoai hai duong tron va ké hai ti€p tuyén CE,
CF dén hai dudng tron dé (E, F 14 c4c ti€p diém). Chitng minh rang CE = CF.

12. Cho dudng tron (O ; R) va mét diém P c6 dinh & bén trong dudng tron dé.

Hai day cung thay déi AB va CD luén di qua P va vudng gbc véi nhau.
a) Chitng minh rang AB2 + (,'D2 khéng déi.

b) Chimg minh rang pa’+ PR + PC?+ PD? khong phu thudc vao vi tri
clia diém P.

IV - Bai tap trac nghiém

1.

S}

Gi4 tri cos45° + sin45° biang bao nhiéu ?
(A) 1; (B) V2 ; (C) 3 ; (D) 0.
Trong cdc dang thite sau, dang thirc nao ding ?

(A) sin(180° — @) = —cosa (B) sin(180° — &) = —sine&

(C) sin(180° — &) = sina ; (D) sin(180° — &) = cosa.
Trong cdc dang thitc sau, dang thifc nao sai ?
(A) sin0° + cos0° =0 ; (B) sin90° + cos90° =1 ;

\/§+1

(C) sinl180° + cos180° = -1 ; (D) sin60° + cos60° = >

Trong cac hé thirc sau, hé thirc nao khong diang ?
(A) (sina + cc:-sa:)2 =1+ 2sin@ cosa ;
(B) (sina — cosa)2 =1- 2sinacosa ;
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10.

12

(C) cost & — sin* @ = cos? @ — sin’ & :

(D) cos?a +sinta = 1.

Cho O 1a tam duwdng tron ngoai ti€p tam gidc déu MNP. Géc ndo sau day
bang 120° ?

(A) (MN, NP) : (B) (MO, ON) :
(C) (MN, OP) ; (D) (MN, MP).

Cho M, N, P, Q 1a bén diém tuy y. Trong cdc hé thitc sau, hé thitc ndo sai ?

(A) MN .(NP + PQ) = MN .NP + MN.PQ ;

(B) MP.MN = -MN .MP ;

(C) MN .PQ = PQ .MN ;

(D) (MN - PQ).(MN + PQ) = MN? - PQ?.

Trong cédc hé thire sau, hé thitc nao diung ?
(A) |a.b| = lal.lp] ; ®) ¥a* =l ;

V& -3, (D

)
Trong mat phang toa do, cho @ = (3 ; 4), b= (4 ; —3). K&t luin nao sau
day la sai ?

(AY@.h =0 : B)albhb :

+lal.

Ql
[l

©) |a.bl=0: (D) lal 6] = o.

Trong mat phang toa do, cho @ = (9 ; 3). Vecto nio sau diy khéng vuéng
gbc vGi vecto a ?

(A) ¥ (1 ;-3); (B) V(2 <06);

(@ ¥ 13); (D) vi(-1;3).

Tam gidc ABC c¢6 a= 14, b= 18, ¢ = 20. K&t qua nao sau diy 1a gan ding nhit ?
(A) B ~ 42°50' ; (B) B ~ 60°56';

(C) B ~ 119°04'; (D) B ~90°.



11.

14.

13.

16.

Néu tam gidc MNP ¢6 MP =5, PN = 8 va MPN = 120° thi d6 dai canh
MN (lam tron dén chir s6 thap phan thit nhat) 14

(A)11.4; (B) 12,4 ;

ey 7,05 (D) 12,0.

. Cho tam gidec MPQ vuoéng tai P. Trén canh MQ 14y hai diém E, F sao cho

cdc gbc MPE, EPF, FPQ bang nhau.

Pat MP = q, PQ=m, PE=x, PF=y(h.64). M
Trong céc hé thirc sau, hé thirc nao dung ?
E
(A) ME = EF = FQ ; q
2 2 2 7 F
(BYME " =q" +x" - xq;
(Q)MF* = ¢+ y" - yq; P " Q
J 2 2 ;
(D)MQ " =q +m —2gm. Hinh 64

. Tam giac ABC c6 BC = 10, A = 30°. Bén kinh dudng tron ngoai ti€p tam

gidc ABC bang bao nhiéu ?
(A)S; (B) 10;
10

& = D) 1043 .
()J§ (D)

Tam gidc v&i ba canh 14 5, 12 va 13 ¢6 dién tich bang bao nhiéu ?
(A)30: (B) 2042 :
(O) 1043 ; (D) 20.

Tam gidc ABC c¢6 ba canh la 6, 10, 8. Ban kinh dudng tron néi ti€p tam
gidc dé bang bao nhiéu ?

(A) V3 ; (B) 4

(©)2; (D) 1.

Tam giac ABC c6 B =60° C =45° AB=5. Hoi canh AC bang bao nhiéu ?
(A) 53 ; (B) 5V2 ;

(©) % ; (D) 10.
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CHUONG

Urf daosasMic,  Quidmsaobos  Quidao Trfi D

{0uf daw 599 [hufa Vg

0 oo suc M Yioumg ~*

(Juf dan sa0 Diém 'r'm:m;:_‘_

Pruone pHAP TOA PO
TRONG MAT PHANG

Biing cach dua vao mit phang mdt hé tryc toa d6, méi
vecto, mdi diém trén mat phing d6 d8u duge xac dinh
bdi toa dd cla nd. Khi d6 ching ta ¢ thé chuyén nhidu
bai todn hinh hoc sang bai todn dai s8 va nguoc lai, tir
k8t qua clia dai s& suy ra duge mdt s tinh chét va mdi
quan hé gilra c¢éc hinh hinh hgc.

Yéu céu d8i v6i cac em khi hoc chuong nay 1a

- Lap duge phuong trinh dudng thng, dudmg tron, dudng
cdnic khi biét cac y8u t§ xac dinh mdi dudng.

- TUr phuong trinh clia cdc dudng, thdy duge céc tinh chét
va quan hé gita cac dudng.

- Nhé va vin dyng duge céc bidu thic toa dd vao viée
tinh khoang céch, tinh géc.




PHUONG TRINH TONG QUAT
CUA PUONG THANG

S

1. Phuong trinh tt’:‘;ng quat cla dudng th%ng

~ » » — — —+ M oy n
Trén hinh 63, ta cé cac vecto ny, ny, ny khac 0 3
ma gid cta ching déu vuéng gbc véi dudng
thzz-lng A. Khi dé, ta goi ny, n,, ny la nhiing X -
i r &
vecto phdp tuyén cua A. A .

Vecto n khac 0, cé gida vuong géc voi duong thiang A goi la

vecto phdp tuyén clia duong thang A,

21| Méi duong thdng c6 bao nhiéu vecto phdap tuyén ? Chiing lién hé véi nhau
nhuw thé nao ?

Cho diém I va vecto i1 # 0. C6 bao nhiéu duong thang di qua I va nhédn n
la vecto phdp tuyén ?
Bai toan

Trong mdt phang toa dé, cho diém

I(xg ; ¥p) va vecto nia:;b) # 0. Goi A 4 A

la diwong thang di qua I, ¢6 vecto phdp

tuyén la n.Tim diéu kién cia x va y dé M

diém M(x ; y) nam trén A, 7

Gidi. (h. 66) /

Diém M nim trén A khi va chi khi 0 X
M 1 i, hay

IM .n =0. 0¥ Hinh 66
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Ta co W = (x—Xxg:¥—¥y) va 1 = (a;b) nén (*) twvong duong vai
a(x — xg) +b(y—y)=0. (1)
Day chinh 14 diéu kién cin va di dé€ M(x ; y) nam trén A.

Bién doi (1) vé dang ax + by —axy — by = 0 va dat —axgy —byg = ¢, ta duge
phuong trinh

ax + by +c=0 (a2 +b% 2 0)

va goi 12 phuwong trinh tong qudt clia dudng thang A.

Toém lat,

Trong mdt phang toa dé, moi duong thang déu cé phicong trinh
téng qudt dang

ax+ by +c=0, véi a2 +b2 =4,

Nguoc lai, ta ¢6 thé chiing minh duoc rang : Méi phuong trinh dang
ax+by+c=0,véi az +b2 =0

déu 13 phuong trinh téng quat ciia moét dudng thang xdc dinh, nhan 7 = (a ; b)
la vecto phéap tuyén.

23| M6i phirong trinh sau cé phdi la phuong trinh téng qudt cia duong thang

khong ? Hay chi ra mét vecto phdp tuyén cia duong thing dé :
Tx-5=0; mx+(m+1)y-3=0; h‘—ﬁky+ 1= 0.

1
ﬂ(}ho dudng thdng A cé phudng trinh t8ng quatia 3x — 2y + 1= 0.
a) Hay chi ra mot vecto phap tuyén clia dudng thang A.
b) Trong cac diém sau day, diém nao thudc A, diém nao khéng thuée A ?
1 1 1
M( 1), N-1;-1), PlO;—|, O2:;3), E|——;—|.
o werson, fod) oo L
Vi du. Cho tam gidc ¢6 ba dinh A= (-1 ;-1),B=(-1;3), C=(2;-4).
Viét phitong trinh téng qudat ciia dieong cao ke tir A,
Gidi. Dudng cao cdn tim 1a dudng thang di qua A va nhan BC 1 mot vecto
phép tuyén. Ta cé E =3 ;-7)vaA=(-1;-1)nén theo (1), phuwong trinh
téng quit ctia dudng cao dé 1a 3(x+ 1) — 7(y+ 1)=0hay 3x -7y -4 =0.
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Céc dang dac biét ciia phuong trinh tong quat

2
%Cho dudng thdng A : ax + by + ¢ = 0. Em c6 nhan xét gi vé vi tri tuong d&i clia A va

cactructoadokhia=0?2Khib=02Khic=07?
GHI NHO

Dicong thang by + ¢ = 0 song song hodic tring véi truc Ox (h. 67a).
Dirong thang ax + ¢ = 0 song song hodc tring véi truc Oy (h. 67b).
Duong thdng ax + by = 0 di qua géc toa dé (h. 67¢).

Y4 y A
A

#) X

b)
Hinh 67

0|

—ie
X
a)

3

ﬁ(:ho hai diém A(a ; 0) vaB(0 ; b), v8i ab =0 (h. 68).
a) Hay viét phuong trinh téng quat clia dudng thng A
di qua A va B.
b) Chimng té rang phuong trinh téng quat clia A tucng
duong vdi phuong trinh

2 i:]_

a b

GHI NHO
Puong thdng cé phuwong trinh

a
di qua hai diém A(a ; 0) va B(O ; b).

y A

"y

JAa:0) O

Hinh 68

i+%:l(u¢0,h¢0) (2)

Phwong trinh dang (2) dwoc goi 1a phuwong trinh dwong thdng theo

doan chdn.

Viét phuwong trinh téng qudt ciia duong thang di qua A(-1 ; 0) va B(0 ; 2).

&~ CHU ¥

Xét dudng thang A ¢é phuong trinh téng quat ax + by + ¢ = 0.
Néu b # 0 thi phwong trinh trén dua duoc vé dang

y=kx+m (3)
véi k= — %, m=— % Khi d6 k 1a hé s6 géc cha dudng thang A

va (3) goi 1a phuwong trinh cua A theo hé sé goc.

T



Y nghia hinh hoc ctia hé s6 géc (h. 69)
Xét duong thang A : y = kx + m. ‘\
Véi k # 0, goi M 14 giao diém cta A véi truc Ox
va Mt 1a tia cia A nam phia trén Ox. Khi d6, néu
o la gée hop bodi hai tia Mr va Mx thi hé s6 géc

o
ctia dudng thang A bang tang cta géc a, tic 1a 0 M\ﬂ *
k =tana.

Khi k = 0 thi A 13 dudng thang song song hoac Hinh 69
trung vai truc Ow.

Moi duong thiang sau dday cé hé sé géc bdang bao nhiéu ? Hday chi ra géc a
titong itng voi hé sé géc do.
a)A:2x+2y-1=0;
b) A,y : Jg_.r—_v+5: 0.

2. Vi tri tuong ddi cla hai dudng thing

Trong mat phang toa dé, cho hai dudng thang A, A, c6 phuong trinh
&] : (I]J""b]_‘}f""(']:':',
Ay: ax+ byy+cy=0.

Vi 86 diém chung clia hai dudng thang bang s6 nghiém ctia hé gém hai
phrong trinh trén, nén tir k€t qua cua dai s6 ta c6

a) Hai dudng thang A, A, cat nhau khi va chi khi

4 5 =) 2

o g hz

b) Hai dudng thang A, A, song song khi va chi khi

a b b C
L Mo s [ 20
a, by by ¢
ap by . la q
hoac =0 wva =0
ar by Cy ay

c) Hai dudng thang A, A, trung nhau khi va chi khi
by ¢
.’72 ("2

(11 bl - o= ('1 u‘.’?l :0
a by cp @
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26

17

12

Trong trwedong hop a,, by, ¢5 déu khic 0, ta cé

i, e i 31
Tir 1l 1é thire —L =
ay by

Xet vi tri tuong doi cia hai duong thdng Ay, A, trong moi truong hop sau

a)Aq \/5..(—33.-’+5=0 va
b)Ayix-3y+2=0
c)A;:0,/x+12y-5=0

va

vd

4 - p ~
Ay, Ay cdt nhau < L 1.
G'2 bz
b ;
Aiflhs s Slog Lo L
)] hZ €y
Al E‘AQ A= a_lzij_]:i-
\L (3'2 ) {2 j
by

f_\.z:.r+3y—\/_=0;
Ay: —2x4+6y+3=0;
Ay:14x+24y-10=0.

Cdu hoi va bdi tép

Trong cic ménh dé sau, ménh dé nio ding ?

a) Pudng thang song song véi truc Ox cé phwong trinh y =

——, ¢ thé ndi gi vé vi tri twong doi ciia Ay va Ay ?

m(m#0) ;

~ Z - ~ 2 £
b) Duwong thang cé phwong trinh x = m™ + | song song vdi truc Oy ;

¢) Phuong trinh y = kx + b 14 phuong trinh clia dudng thang ;

d) Moi dudng thang déu cé phuwong trinh dang y = kx + b ;
e) Duong thz?'ulg di qua hai di€ém A(a ; 0) va B(0 ; b) c6 phuong trinh

”_r_|_l:].
a b

Viét phiong trinh téng quét cla

a) Duodng thang Ox ;
b) Pudng thang Oy ;

¢) Puong thang di qua M(xy ; yp) va song song véi Ox ;

d) Duong thang di qua M(xg ; o) va vudéng gée véi Ox ;

e) Dudng thang OM, véi M(x; ; yy) khic diém O.

79



3,

§

, 7
1. Vectad chi phuong cla dudng thang /l
//'u'z
/

80

Cho tam gidc ABC ¢6 phuwong trinh cdc dudng thang AB, BC, CA 1a
AB :2x -3y-1=0;
BC :x+3y+7=0;
CA:5x-2y+1=0.

Viét phuong trinh téng quét ctia dudng cao ké tir dinh B.

Cho hai diém P(4 ; 0), Q(0 ; =2).

a) Viét phwong trinh téng quét ctia dudng thang di qua diém A(3 ; 2) va
song song v&i dudng thang PQ ;

b) Vi€t phwong trinh téng quat ctia dudng trung true clia doan thang PQ.
Cho dwdng thang d c¢é phwong trinh x —y = 0 va di€ém M(2 ; 1).

a) Viét phuong trinh téng quét ctia dudng thang déi xing véi dudng thing d
qua diém M.

b) Tim hinh chiéu ctia diém M trén dudng thang d.

’ N ’ e 2 ot - Z NN - =7 o ’
Xeét vi tri twong do6i ciia moéi cap dudng thang sau va tim giao diém (n€u cd)
cua ching

a)2x—35y+3=0vadx+2y-3=0;
b)x-3y+4=0va0,5x-15y+4=0;
c) IOx+2y-3=0vadx+y-15=0.

PHUGNG TRINH THAM sO CcUA
PUONG THANG

}ll

Trén hinh 70, vecto #; khic 0, c6 gié la /
2 —y = . A
dudng thang A ; vecto uy khac 0, c6 gia -
i 0 x
song song voi A. Khi dé ta goi u, u, la P
cdc vecto chi phwrong clia dudng thang A, Hinh 70



DINH NGHIA

—+

Vecto i khdc O, c¢é gid song song hodc triing voi diong thang A
diroc goi la vecto chi phuong ciia A.

21| Vecto chi phuong va vecto phdp tuyén ciia mét duong thang quan hé véi

nhau nhit thé nao ?

22| Vi sao vecto ii = (b ; — a) la mét vecto chi phuwong ciia diwong thing cé

phuong trinh ax + by + ¢ =0 ?

2. Phuong trinh tham sé cla dudng théng

Bai toan. Trong mdt phiang toa dé Oxy, cho duong thang A di qua diém
I(xg ; yg) va cévecto chi phuwong u = (a ; b). Hay tim diéu kién ciia x va y

dé diém M(x ; y) ndm trén A.

yi
ﬁ1 (D€ giai bai toén) e,
Piém M n3m trén A khi va chi khi vects IM ciing Mix: y)
L]
phuong véi vecto i (h. 71), tic 1a c6 sé ¢ sao cho
— I(x, .

: — ; 0/ X
Hay viét toa dd clia IM va cla ti roi so sanh Ve
cac toa d6 cla hai vectd nay. Hinh 71

Tir hoat déng trén suy ra : Diéu kién cdn va da dé M(x ; y) thude A 1a c6
s6 t sao cho

X = Xp + at
- (a2 -4 B2 20 (1)
y =y + bt

Hé (1) dwoc goi la phwong trinh tham sé cia dudng thing A, véi tham s6 t.

&~ CHU Y

V&i mbi gia tri clia tham s6 ¢, ta tinh dwoc x va y tir hé (1), tac 1a
cé duoc di€ém M(x ; ¥) nam trén A. Nguoce lai, n€u diém M(x ; y)

nam trén A thi c6 moét sé ¢ sao cho x, y thoa min hé (1).
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23

Cho dwong thang A cé phwong trinh tham sé

XxX=2+t
y =1-2t

a) Hay chi ra mét vecto chi phuwong cua A.

# - a7 7 - ) o L - 1
b) Tim cdc diém cua A ttng vorl cac giatri t=0,t=-4,t= 5 ;

¢) Biém nao trong cac diém sau thuéc A7

M(1; 3), N(1;-5),P(0;1),0(0;5).

2
ﬁ(}ho dudng thdng d cé phudng trinh téng quat 2x — 3y — 6 = 0.
a) Hay tim toa dé clia mét diém thudc d va viét phuong trinh tham sé cla d.

b) He

=249 1,08

2 cé phai 1a phuong trinh tham sé clia d khéng ?
y=——+1

3

c) Tim toa dd cla diém M thudc d sao cho OM = 2.

V=

CHU Y

X =Xxg+at . , ,
cua dudng thang, néu
y = yo + bt

o

Trong phuwong trinh tham sé {

a# 0, b # 0 thi bing ciach khir tham s6 ¢ tir hai phwong trinh trén,
ta di dén

X=Xy _ }’—h}'ﬂ (@20, bz0). (2)

a
Phirong trinh (2) dwagc goi 1a phuwong trinh chinh tic cia dudng thang.
Trong trudng hop @ = 0 hoac b = 0 thi dudng thang khong cé
phuong trinh chinh tac.,

Vi du. Viét phwong trinh tham sé, phwong trinh chinh tdc (néu c¢é) va
phutong trinh téng qudt ciia duong thang trong maoi truéng hop sau

a) Di qua diém A(1 ; 1) va song song véi truc hoanh ;

b) Di qua diém B(2 ; —1) va song song vai truc tung ;

c) i qua diém C(2 ;1) va vudng géc véi duong thang d : 5x =Ty +2 = 0.
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Giai
a) Dudng thang can tim cé vecto chi phwong i = (1 ; 0) va di qua A nén né cé

o B X = 1 —l— r ~ - ~ - ~
phuong trinh tham s6 la { i va phuong trinh tong quatla y— 1= 0.
}-‘ —

DPudng thang dé khéng cé phuong trinh chinh tac,

b) Pudng thang cin tim cb vecto chi phwong ; = (0 ; 1) nén khoéng cd

phuong trinh chinh tac. Do duong thang dé di qua B nén né cé phuong
X =2 ;

trinh tham s6 1a { i va phuong trinh téng quatlax - 2= 0.
y=-l+1

c) Vecto phap tuyén n = (5 ; =7) cla d cling 12 mot vecto chi phuong cua

dudng thang A cin tim (do A L d). Do dé phwong trinh tham s& ctia A

{zs o8, Y1

la : ;

va phuong trinh chinh tac ctia A 13 - =
y=1-7t 5 =7

Tir phwong trinh chinh tac (hoac tham s6) cua A, ta suy ra duge phuong
trinh téng quét ctia A la 7x + 5y — 19 = 0.

3
Viét phuong trinh tham sé, phuong trinh chinh tdc (néu cé) va phuong trinh téng
quat clia dudng th&ng di qua hai diém M (-4 ; 3) va N(1 ; -2).

Céu hoi va bai tap
" x=1+t - ’ : 4
7. Cho duong thang A : { g ® Hoi trong cac ménh dé sau, ménh dé
y = -t

nao sai ?

a) Diém A(~1 ; —4) thude A.

b) Diém B(8 ; 14) khong thudce A, diém C(8 ; —14) thude A.

c) A cé vecto phdp tuyén n = (1 ; 2).

d) A ¢6 vecto chi phuwong u = (1 ;-2).

x-8 y+14 .,
e) Phuong trinh : 3 =2 s la phrong trinh chinh tac cua A.

x=— 1 y

f) Phwong trinh |2 phwong trinh chinh tic clia A.

83



10.

11.

84

Cho duong thang A : ax + by + ¢ = 0. Trong cidc ménh dé sau, ménh dé
nao ding ?

a) Vecto n = (a ; b) la vecto phap tuyén cta A.

b) A ¢c6 vecto chi phuong u =(-b ; a).

¢) A c6 vecto chi phuong u = (kb ; ka) v&i k # 0.

d) A ¢6 vecto chi phuong u = (5h ; —5a).

e) Dudng thang vudng géc véi A ¢ vecto chi phuong i1 = (a ; b).

Hay viét phuong trinh tham s6, phuong trinh chinh tac (n€u c6) va phuong
trinh téng quat ctia dudng thang di qua hai diém A va B trong moi trudng
hop sau

a)A=(-3;0),B=(0;5);

b)A=(4;1), B=4;2);

c)A=(-4;1),B=(1;4).

Gmd%mAGS;mvﬁmﬁgﬂﬁ@A:XI2:y+3.vampMM@

trinh dudng thang
a) Di qua A va song song vdi A ;
b) Di qua A va vudng goéc vai A.

Xét vi tri twrong d6i cna mobi cap dudng thang sau day va fim toa do giao
di€ém (néu cd) cha ching

{x:4—2r . {x=8+&'
a) va

Y=y %t yizid B8t ;
x=5+1t = )

b) X o X 4=}+7;
y=-3+2t 2 2

. Tim hinh chi€u vuéng géc cha diém P(3 ; -2) trén dudng thang A trong

mdi trudng hop sau

xX=1
a)A
{J}_l;



x-1 )
- g
3 -4
c)A:S5x-12y+10=0.
13. Trén dudng thang A : x —y + 2 = 0, tim diém M cdch déu hai di€ém E(0 ; 4)
va F(4 ;-9).
14. Cho hinh binh hanh cé toa d6 moét dinh 1a (4 ; —1). Biét phuong trinh cédc
duwdng thang chita hai canh 1A x — 3y= 0 va 2x + 5y + 6 = 0. Tim toa d6 ba
dinh con lai ctia hinh binh hanh dé.

KHOANG CACH VA GOC

1. Khoang céach tir mét diém dén mét dudng thing

Bai toan 1. Trong mdt phing toa dé, cho dirong thang A ¢6 phuong trinh téng
qudt ax + by + ¢ = 0. Hay tinh khodng cdach d(M ; A) tix diem M(x,, ; v,,)

dén A.
Giai. (h. 72) Goi M’ 1a hinh chi€u ctia M trén A v} M
thi d6 dai doan M'M chinh 14 khodng cédch tir
M dén A, M’
Hién nhién M'M cung phuong véi vecto phép "
N . e g 0 N
tuyén n(a ; b) cua A, vy cd s6 k sao cho
i g A
M'M = kii. (1) -
Hinh 72

Tir do suy ra

dM: A= M= k|| 7 l=k| Na® + b2 (2)

Mat khac, néu goi (x"; y") la toa d6 caa M’ thitir (1) ta c6

Xy —X = ka X'= Xy — ka
. hay <,
Yu—y =kb Y' = Yu—kb.

Il
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Vi M’ nam trén A nén a(x,, — ka) + b(y,, — kb) + ¢ = 0. Tir dé suy ra
By Fibyy ¥

k =
a2+h2

. Thay gia tri cta k vao (2) ta duoc

d(M;ﬂ}:JMﬂ.

‘\faz + b2

1
RHéy tinh khoang cach tir diém M dén dudng thdng A trong méi trudng hop sau
ayM(13; 14)vaA:4x-3y+15=0;
x=7=2
byM(5 ;-1)vaA: J
ly=-4+3t
Vi tri ca hai diém déi v6i mét dudng thang
Cho dudng thang A : ax + by + ¢ = 0 va di€ém M(x,, ; v,,). Néu M’ 14 hinh
chi€u (vuéng gbéc) ciia M trén A thi theo 101 giai cua Bai todn 1, ta c6

Xy + By, + ¢

M'M =kn,trong d6 k = 3 =
a +b

Twong tr néu cé diém N(x, ; y,) v6i N’ 14 hinh chi€u ctia N trén A thi ta
cling c¢6
axy + byy + ¢

N'N = k'n, trong dé k' = e
@ = h

21| C6 nhdn xét gi vé vi tri ciia hai diém M, N déi véi A khi k va k’ cing ddu ?
Khi kvak’khdc ddu ?

Ta c6 két qua sau
Cho dwong thang A : ax + by + ¢ = 0 va hai diém M(x,, ; Yup)s
N(xy; yy) khong nam trén A. Khi dé
Hai diém M, N nam ciing phia doi véi A khi va chi khi
(axpy + byy + c)axy + byy +¢) >0
Hai diém M, N nam khdc phia déi véi A khi va chi khi
(axy, + by, + c)(axy + byy +¢) < 0.
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2
ﬁ(}ho tam giac ABC cécacdinhlaA=(;0),B=@2;-3),C =(-2;4) va
duong thdng A :x - 2y + 1 = 0. Xét xem A cat canh nao clia tam giac.

Ta c6 thé 4p dung cong thite tinh khoang cdch dé€ vi€t phwrong trinh cic dudng
phan giac.

Bai toan 2. Cho hai diong thdng cdt nhau, cé phicong trinh
Ajiax+by+cy=0 va Ay:ax+ byy+cy=0.
Chitng minh rdang phuong trinh hai diwong phdn gidc cua cdc géc tao boi

hai duong thang dé cé dang
apx + hlf" T €] i dy X + bzy t+Cy

1}(?12 + h12 1’&% + bg

0.

a )
Hay giai Bai toan 2, véi chu v ring diém M thudc

mét trong hai dudng phan giac khi va chi khi né

cach déu hai dudng thdng A, va A, (h. 73).

Ay
Vidu. Cho tam giac ABC vor Hinh 73

A:[%;3],B:(l o Y, = Y,

Viét phitong trinh duong phdn gidc trong ciia géc A.

Gidi. Dé thiy cic dudng thang AB va AC c6 phuong trinh
AB: 4x-3y+2=0va AC: y-3=0.
Cac duwdng phéin gidc trong va phan gidc ngoai ciia géc A ¢é phwong trinh
dx-3y+2 y-=3 dx-3y+2 y-3
SR o = 0 hoac eea . =0 ;

] 1 5 |
hay : 4x + 2y —13 = 0 (dudng phén gidc d,)

4x — 8y + 17 = 0 (dwong phén gidc d,).

Do hai diém B, C nam cung phia déi véi dudng phan gidc ngoai va nam
khéc phia d6i véi dudng phan gidc trong ctia géc A nén ta chi cin xét vi tri
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clia B, C d6i v6i mot trong hai dudng, chang han d,. Thay toa d6 clia B, C
lan lwot vao ve€ trai cna d, ta duoc
4-16+17=5>0 va -16-24+17=-23<0,
tirc 1a B, € nam khdc phia d6i véi d,.
Vay phuong trinh dudng phan gidc trong ctia gbe A 1a
dy: 4x-8y+17=0.

2. Géc giira hai dudng thing

PINH NGHIA
Hai duong thang a va b cdt nhau tao thanh bén géc. 86 do nho
nhf”r? cita cdc goc do diwoc goi la s6 do cua goc giita hai duwong
thang a va b, hay don gian la goc giita a va b.
Khi a song song hodc triung vot b, ta quy udc goc giita chiing

5 0
bdang 0. a
Trén hinh 74, géc giita hai dwong thing a ]
5 - = “ o~ # # # 1200
va b bdang bao nhiéu ? Hay so sdnh géc do
s ” P . — — i ” i . -
vol goc giita hai vecto' u, v va goc giita hai '
vecto ', V.
v b
= CHU Y Hinh 74

e

Géc giita hai dudng thang a va b duwge ki hiéu 1a (a,b), hay don
gian 12 (a, b). Géc nay khéng vuot qua 90° nén ta cé
(a,b)=(u,v)néu(ii,v)<90°
(a, b)=180° — (#,v) néu (i,v) > 90°,
trong dé i, v 1an luot 1a vecto chi phwrong cia a va b.
A%
Cho biét phuang trinh clia hai dudng thdng A va A' 1an lugt 1a
X TR ) x=1+1
va
y=3-1 y =2+ 3t
Tim toa d6 vectd chi phuong clia hai dudng thdng va tim géc hop bdi hai dudng
thang do.
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Baitoan 3

a) Tim césin ciia goéc giita hai dwong thing Ay va A, ldn liot cho bdi cdc
phirong trinh

ax + h]y + 1= 0 va ayXx + hz}? g Er= 0.
b) Tim diéu kién dé hai duong thdng Ay va Ayvuong goc voi nhau.

c) Tim diéu kién dé hai dwong thdang y = kx + b va y = k'x + b’ vuéng géc
voi nhau.

ﬁs (D& gidi Bai toan 3)
Viét toa do hai vectd chi phuong u; cla A, va i, cla A,.
Hay chimng t rang cos(A;, A,) = |cos(r'r'| , r'r’z)l . TUr d6 di dén cac két qua sau day

|u|a2 + h|h2|

\/ui? + hlz .Jujj' + hj?

vectd phap tuyén clia A, A,.
b) .&l J_ &2 — ﬂlffz + ble = 0.

a) cos(A, Ay) =

= |cos(iy, i1)|, trong d6 7y, /iy lan luct la

c) Ap dung cau b) hay chimg minh ring diéu kién can va di dé hai dudng thdng
y=kx+bhvay=k'x+ bh"vuéng goc la kk’=-1.

6
ﬁ'ﬁm géc gilra hai dudng thng A, va A, trong méi truéng hop sau

(A [x=13+1 " [x=5-2¢

a ;

' [y=—2+2r * 1y=?+r’;

b) A 1.x=95; Ay :2x+y—-14=0;
x=4-1

c)Al:{ Ay i 2x+3y-1=0.
y=-44 3t

Céu hoi va bdai tép

15. Trong cdc ménh dé sau, ménh dé nao ding ?

a) Cosin ctia gbc giita hai dudng thang a va b bang césin clia gée giita hai
vecto chi phwong clia chiing,.
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16.

17.

18.

19.
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b) Néu hai dudng thang A va A' 1an luot ¢6 phwong trinh px + y +m = 0 va
X+ py+ n=0thi

2|7

p2+1

cos(A, A') =

c) Trong tam gidc ABC ta c6
COSA = cos(A—B', I)

d) Néu @ 1a gbe giira hai dudong thang chita hai canh AB, AC clia tam gidc
ABC thi

e) Hai diém (7 ; 6) va (-1 ; 2) nam vé hai phia ctia dwdng thang y = x.

Cho ba di€ém A4 ; —1), B(-3 ; 2), C(1 ; 6). Tinh géc BAC va gbéc giita hai
dudng thang AB, AC.

Viét phuong trinh dudng thang song song va cdch dudng thang ax + by + ¢ =0
mot khoang bang s cho trudc.

Cho ba diém A(3 ; 0), B(=5 ; 4) va P(10 ; 2). Viét phuong trinh dudng
thang di qua P déng thoi cach déu A va B.

Cho diém M(2 ; 3). Vi€t phwong trinh dudng thang cat hai truc toa do & A
va B sao cho ABM 1a tam gidc vuéng cén tai dinh M.

. Cho hai dudng thang

T S G e B
Ay Ix—=y+ 250,
Vi€t phuong trinh dudng thang A di qua diém P(3 ; 1) va cat Ay, A, lan

lugt & A, B sao cho A tao v&i A va Ay mét tam gidc cdn c¢6 canh ddy 1a AB.



PUJUNG TRON

1. Phuong trinh dudng trén
Trén mat phang toa do, cho dudng tron (€)céd yA
tam I(x, ; ¥p) va ban kinh R (h. 75).

Diém M(x ; y) thude dudng tron (€ )khi va chi
khi IM = R, hay la

[c-w?r0-w'= ]

Ta goi phuwong trinh (1) 12 phuwong trinh cua Hinh 75
duong tron (€).

1

%Cho hai diém P(-2 ; 3) va Q(2 ; -3).
a) Hay viét phuong trinh dudng tron tdm P va di qua Q.
b) Hay viét phuong trinh dudng tron dudng kinh PQ.

2. Nhan dang phuong trinh dudng trén

Bién déi phuwong trinh (1) vé dang

.r2 + 3.-'2 — g = 2ygy + 1(3)} + y%— Rz = [,

ta thdy mdi dudng tron trong mat phang toa dé déu cé phwong trinh dang
2+ y2 + 2ax+ 2by+c= 0, (2)
Nguoc lai, phai chang mdi phuong trinh dang (2) vé6i a, b, ¢ tuy y, déu 1a
phuong trinh cia mét dudng tron ?

Ta bi€n déi phuwong trinh (2) vé dang

(x + a)2 + (y+ h)2 = 02 + h2 - C.
Néu goi I 12 diém c6 toa do (—a ; —b), con (x ; y) 1 toa d6 cna diém M thi
v€ trdi ctia dang thitc trén chinh 13 IM®. Boi vy ta di dén két luan
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. 2 2 R —
Phiwong trinh x~ + y~ + 2ax + 2by + ¢ = 0, vor diéu kién

a2 + b2 > ¢, la phuong trinh cua duéng trén tam I(— a ; — b),

ban kinh R = \/uz + hz - C.
\_ J

2
% Khia® + b’ < ¢, hay tim tap hop cac diém M c6 toa d6 (x ; y) thod man phuong frinh (2).

T

92

Trong cac phuong trinh sau, phiwong trinh nao la phuwong trinh duong tron ?
) x> +y - 0,14x+52y-7=0; b) 3x + 3y + 2003x — 17y=0:
c),r2+y2— 2x-6y+103=0; d)x2+ 2_‘,:2— 2x+5y+2=0;

e) g y2 ~ XY = Sy —1:=0,

Vi du. Viét phuwong trinh duéng trén di qua ba diém M(1 ; 2), N(5 ; 2)
va P(1 ;-3).

Giai. Goi I(x ; y) va R 14 tAm vA bdn kinh ctia dudng tron di qua ba diém
M, N, P.

Tir diéu kién IM = IN = IP ta cé hé phuong trinh

(=12 + (-2 = (x5 + (y- 2
{(x ~1D% +(y-2)% = (x=1)?% +(y+3)°.
Dé dang tim duoc nghiém cia hé 1A x=3;y=-0,5. VayI=(3 ;- 0,5),
Khi d6 R* = IM® = 10,25. Phwrong trinh dudng tron cédn tim 1a
= 3) 9y 0,57 = 10725,
C6 thé gidi bai todn bdng cach khac.

Gia sir phuong trinh dudng tron ¢é dang

2 2
X4+ ¥y 4+ 2ax+ 2by+e¢=0.

Do M, N, P thudc dudng tron nén ta ¢6 hé phuwong trinh véi ba 4n s6 a, b, ¢
5+2a+4b +¢c =0 (1"
29+ 10a+4b+c=0 (2"
10+2a-6b+c=0. (3



T (1') va (2') suyra 24 + 8a =0, do d6 a = - 3. Tir (1') va (3') suy ra
-5+ 10h=0,do dé h=0,5.Thay a va b vira tim dugc vao (1') ta c¢d

c=-5+6-2=—1.

A = =, - a ~ % 2 2
Viéy phuong trinh dudng tron can timla x™ +y " —6x+y-1=0.

3. Phuong trinh tiép tuyén cta dudng tron
Bai toan 1. Viét phuwong trinh tiép tuyén cia dirong tron
(@): (x+ 1)’ +(y-2)°=5,

biét rdang tiép tuyén dé di qua diém M (\E -1;1).

Gidi. Duong tron (‘€) c6 tAm I(=1 ; 2) va ban kinh R = J§
Pudng thang A di qua M ¢ phuong trinh

a(x — 5 + 1) + b(y — 1) = 0 (v6i a” + b° % 0).
Khoang cdch tir I(— 1 ; 2) t&i dudng thang A 1a
a(-1-5+1)+b2-1)| _|-v5a + |

'\}az + b2 ) \)‘(12 + b2 |

DE A 1a ti€p tuyén ctia dudng tron, diéu kién can va di 13 khoang céch
d(I ; A) bang ban kinh ctia dudng tron, tifc 1a

a'(I;A)zl

|—‘J§d + b| o \E

(.‘,2 + hz

hay |—\/§(1 + h| = 'JScfz +5h° .
T do b(2b + \/ga) =0, suyra b= 0 hoac 2b + \Ea: 0.

Néu b = 0, ta ¢ thé chon a = 1 va durge tiép tuyén

At x—-A541=0.

Néu 2b + \/ga =0, tacodthé chona=2,bh= —\/g va duoce tiép tuyén
Ay :2x— f5y+2-45=0.
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Dé€ viét phuong trinh ti€p tuyén clia dudng tron, ta thudng dung diéu kién sau
Duong thdng tiép xiic véi duong tron khi va chi khi khodng cdch tir tam
duong tron dén duong thdng bang bdn kinh ctia duong tron.
Tuy nhién, dé viét phuwrong trinh ti€p tuyén clia dudng tron tai diém M cho
trrde thude dudng tron, ta ¢ cach giai don gian hon.
Bai toan 2. Cho duong tron

Py QgL o 3 =
va diém M4 ; 2).
a) Chitng to rang diém M nam trén duong tron da cho.
b) Viét phitong trinh tiép tuyén ciia duong tron tai diém M.

Giai. (h. 76)

a) Thay toa d6 (4 ; 2) cia M vao v€ trai cua
phuong trinh dudng tron, ta dugc

A i a9z 0
Vay M nam trén dudng tron.

b) Dudng tron ¢6 tam I = (1 ; —2). Tiép tuyén cua

dudng tron tai M 13 dudng thang di qua M va

Hinh 76

nhan MI 1am vecto phdp tuyén.

Vi MI = (—3;—4) nén phwong trinh cua ti€p tuyén la
-3(x-4)-4(y-2)=0

hay 3x+4y-20=0,

3
RViét phudng trinh dudng thdng di qua géc toa do va tiép xuc véi dudng tron

(¢): X+ _}-‘2 -3x+y=0.

A,
Viét phuong trinh tiép tuyén clia dudng tron (x — 2)° + (y + 3)° = 1, biét tiép tuyén
d6 song song v6i dudng thAng A : 3x— y+ 2=0.
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-2

o

Céu hoi va bdi tap

. Cho phuong trinh

oy prt(p-Dy=0. (1)
Hbi trong cdc ménh dé sau, ménh dé nio ding ?
a) (1) 1a phuong trinh ctia mét dudng tron.,
b) (1) 1a phwong trinh ctia mot duwdng tron di qua géce toa do.
c) (1) la phrong trinh ctua mét dudng tron cé tam J(p ; p— 1).

d) (1) 1a phuwong trinh ctia dudng tron cd tim .I[—g ;= p; 1] va ban kinh

R:%-\/sz—?p—l—l.

. Viét phuong trinh dudng tron () trong mdi trurdong hop sau

a) (¢) c6 tam I(1 ; 3) va di qua di€m A(3; 1) ;

b) (‘¢) cé tam I(-2 ; 0) va ti€p xiic véi dudng thang A : 2x + y— 1 = 0.

. Tim tdm va ban kinh clia dudng tron cho bdi méi phuwong trinh sau

a).r2+y2—2r—2y—220;
b).x2+y2—4.x—6y+2:0;

)2’ +2y’ —Sx—4y+1+m°=0.

. Viét phuong trinh dudng tron di qua ba diém M(1 ; -2), N(1 ; 2), P(5 ; 2).

. a) Vi€t phuong trinh dudng tron ti€p xtic véi hai truc toa do va di qua diém

2:1).

b) Viét phwong trinh dudng tron di qua hai diém (1 ; 1), (1 ; 4) va ti€p xiic
véi truc Ox.

. Tim toa d6 cdc giao diém ctia dudong thang

x=1+ 2t
A g
{y =~2+1
va dudmg tron (€) : (x — )2 + (y — 2)% = 16.
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27. Viét phuong trinh ti€p tuyén cua duong tron x~ + y = 4 trong moi truong
hop sau

a) Ti€p tuyén song song véi dudng thang 3x —y+17=0;
b) Tiép tuyén vuoéng géc véi dudng thang x + 2y — 5=0;
c) Ti€p tuyén di qua diém (2 ; -2).
28. Xét vi tri trong d6i clia dudng thang A va dudng tron (€) sau day
A:3x+y+m=0,
(€) :xz+y2— dx+2y+1=0.
29. Tim toa d6 cic giao diém cla hai dudng tron sau day
(€) :.1‘2+y2+2.r+ 2y-1=0,

(”ﬁ'):,r2+vv2—2x+2y—7=0.

PUJUNG ELIP

Puwong elip 1a moét duong quen thudc véi chung ta va thuong gap trong
thue t&€, chang han :

— Béng ctia mot dudng tron in trén mat dit bang phang dudi 4nh sdng mat
troi thwong 1a moét dudng elip (h. 77).

£,

- E!-! _— ": .:!

Hinh 77 Hinh 78
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1. Pin

A

21

— Ta d6é mot it nuéc miu vao mot ce thuy
tinh hinh tru. Néu dat ding céc nudc trén mat
ban nam ngang thi mat thodng clia nudc trong
c6c 12 mot hinh tron, gidi han bdi mot dudng
tron. Néu ta nghiéng c6c nuéc di thi mat
thodng cta nudc duge gidi han bdi mot dudng
elip (h. 78).

— Quy dao cua Trai Dét khi quay quanh Mat Hinh 79

Troi la mét duong elip. Cac nha thién van hoc

da phat hién ra rang, trong hé Mat Tr&i, méi hanh tinh déu chuyén déng
theo mét quy dao la duong elip (h. 79).

h nghia dudng elip

1 (Vé duong elip)

Em hay déng 1én mat mot bang goé hai chiéc dinh tai
hai diém F, va F, (h. 80).

Lay mot vong day kin khéng dan hai, cé dd dai I6n hon
hai 1an khodng céach F\F,. Quang sdi day vao hai
chiéc dinh, d4t dau bat chi vao trong véng day réi cang
ra dé vong day tré thanh mot tam giac. Hay di chuyén
dau but chi sao cho day luén luén cang va ap sat mat
g6. Khi @6 dau but chi sé vach ra mét dudng ma ta goi
la duong elip.

Hinh 80

Trong cdch vé duong elip o trén, goi vi tri dau bit chi la M. Khi M thay

doi, ¢ nhdn xét gi vé chu vi tam gidc MF (Fy, va vé tong MF | + MF, ?

DINH NGHIA
Cho hai diém c¢é dinh Fiva Fy,voi Fi1Fy=12c (c>0).
Puong elip (con goi la elip) la tap hop cdc diém M sao cho
MF{+ MF, = 2a, trong dé a la s6 cho truéc lén hon c.
Hai diém F\ va F, goi la cdc tiéu diém ciia elip. Khodng cdch
2¢ diwoc goi la tiéu cu cuia elip.
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2. Phuong trinh chinh tic cua elip

Cho elip (£) nhu trong dinh nghia trén. Ta chon hé 2 i
truc toa do Oxy c6 gée 13 trung di€ém cha doan thang /— 7\

F|F,. Truc Oy la dudng trung truc cua FF, va F, il i
nam trén tia Ox (h. 81). K o—/F’t/ X

22| Voi cach chon hé truc toa déo nhuw vay, hay cho

biét toa do ciia hai tiéu diém F|va F,. Hinh 81

2
%Gié st diém M(x ; y) ndm trén elip (E). Hay tinh ME’ — MF; téi si dung dinh
nghia MF + MF, = 2a dé tinh ME — ME,. Tu d6 suy ra
ME = a+= va MFy = a-=.
o o
Céc doan thang MF |, MF, dugc goi 12 bdn kinh qua tiéu cla diém M.

Bay gio ta lap phuong trinh cna elip (E) déi v4i hé truc toa dé da chon
nhu trén.

Ta c6
CxX cx 2
MF =a+—-= \/(,r it r)z -+ y2 hay [u + —] = (x+ c')2 o y2 ;
a a
; ("2
Riit gon dang thitc trén ta duoe |1-— — D y2 = a - ¢? , hay
a
t2 V2 2 2 2 2 2
5T 2” 5 = 1.Via" - ¢ >0néntacédthé dita” — ¢ = b" (vé6i b > 0)
a ar =i
va dugce
2y
'—2+”—2:l (a>b>0). (1)
a b

Nguwoge lai, ¢6 thé chitng minh dwoc rang : Néu diém M cé toa do (x ; y)

thoa man (1) thi MF = a+£, MF, = a- L , do d6 MF |+ MF, = 2a, titc
a a

la M thuéce elip (E).
Phuong trinh (1) goi 1a phuwong trinh chinh tdc cua elip da cho.
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Vi du 1. Cho ba diém Fi(=~5 ; 0), Fo(\5 ; 0)va 100 ; 3).
a) Hay viét phitong trinh chinh tac ciia elip ¢é tiéu diém la F, F, va di qua 1.

b) Khi M chay trén elip dé, khoang cach MF | ¢6 gia tri nho nhdt va gid tri
[én nhdt bang bao nhiéu ?

Giai
_{_2 V2
a) Elip ¢6 phuong trinh chinh tac —2 g = |. Diém I(0 ; 3) nam trén elip
a b
& 2 b i o ; ;
da cho nén TR l,suyrab =9 Theo gia thiét, tiéu cu cua elip do
a b
1A2c=FFy=2J5.Vayc= 5. Dodéa’=b" +c*=9+ 5= 14.
a2
Vay elip can tim ¢6 phwong trinh chinh tac 14 H + 5 =1,

* o A N # » L » cxX ~
b) Theo céng thirc vé d6 dai ban kinh qua tiéu, ta ¢c6 MF; = a + — . Vi
a

ca ca ,
—a<x<anna-—<MF <a+— hay a-c < MF <a+c. Do dé
a a

MF | cé gia tri nho nhatla @ — ¢ = 414 - V5 khix=-avicé gia tri 16n
nhat 12 a + ¢ = V14 ++f5 khix= a.

Vi du 2. Viét phuong trinh chinh tac cia elip di qua hai diém M(0 ; 1) va
Jg - . A - .- - A 7 - #
N|1; il Xdc dinh toa do cac tiéu diéem cua elip do.

2 2
7. ~ # & * + - X / P
Giai. Phuong trinh chinh tac cua elip ¢6 dang — 7+ 2_=1véi a>b>0.

a I72
1 3
Elip di qua M(0 ; 1) nén — = | hay b* = 1. Elip d6 di qua N[l %]
b

1 3 i in ; s ;
nén —+——=—=1, suyra g =4, Vay elip can tim ¢6 phuwong trinh chinh

a2 4:’32
tac la
2

2
4 1
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Tacé c2=a? - =4-1=3. Vay toa do céc tiéu diém cha elip d6 1a

R =(-3:0)vaF =30

3. Hinh dang cua elip

23

100

a) Tinh déi xing cua elip
Cho elip ¢é phuong trinh (1) va mét diém M(xy ; yo) nam trén elip. Hoi
cdc diém sau dday cé nam trén elip khong ?
M](_f"'(} ; ,‘r‘g)e Mz(f(} ; —,V[})e M}(_I[} ) —,‘»’(})-
Tir d6 suy ra
Elip co phuong trinh (1) nhan cac truc toa doé lam cac truc
dér xitng va géc toa dé lam tam dér xiing.
b) Hinh chit nhat co so
Elip v6i phuong trinh chinh tac (1), cat truc Ox tai hai di€ém A, va A,, cat

truc Oy tai hai diém B, va B,. Bén diém dé goi 1a cdc dinh cla elip. Truc
Ox duwoc goi la truc lén, truc Oy dwoc goi la truc bé (hay truc nho). Nguoi

ta cting gol doan A;A, 1a truc 16n, ik
doan BB, la truc bé. D6 dai truc
16n 1a 2a, d6 dai truc bé 1a 2b. P Byl b 0
V& qua A, va A, hai dudng thang i / F
5 - 1 2
song song vai truc tung, vé qua B —a 0 F 3
vd B, hai dudng thang song song :
véi truc hoanh. Bén dudng thang s Ry R
dé tao thanh hinh chir nhat PORS. !

Ta goi hinh chir nhat d6 1a hinh

chir nhat co so cua elip (h. 82). Hinh 82

Néu xét diém M(x ; y) nam trén elip ¢6 phicong trinh chinh tdac (1) thi gid
tri nho nhdt va lén nhdt cia x la bao nhiéu ? Gid tri nho nhdt va lon nhdt
cua yla bao nhiéu ?
Tir do6 suy ra
Moi diém ciia elip néu khong phdi la dinh déu nam trong hinh chit
nhdt co so ciia né. Bén dinh cua elip la trung diém cdc canh cia
hinh chit nhdt co so.



¢) Tam sai cua elip
Ti 6 giita tiéu cuw va dé dai truc lén cua elip goi la tdm sai

7 - o - = A 5 - oy (.
cua elip va duoc ki hiéu la e, titc la e = —.
a

Ro rang 1a 0 < e < 1. Hon nira, do EzL: 1 - (’2 nén
a a

— Néu tim sai e cang bé (titc 1a cang gan 0)

thi b cang gin a va hinh chir nhat co sd

cang gan vdéi hinh vuéng, do d6 duong elip

cang "béo" ;

— Néu tam sai e cang 16n (tic 1a cang gan 1) thi

L] A b N - e n " -~ %
t1 s6 — cang gan téi 0 va hinh chir nhat co so

a " Hinh 83
cang "det", do dé duong elip cang "gay" (h. 83).

Vi du 3. Mot duong hdam xuyén qua niii ¢6 chiéu réng la 20 m, mdt cdt
ditng ciia diwong hdam c6 dang nita elip nhuw hinh 84. Biét rang tam sai ciia
duong elip la e = 0,5. Hay tim chiéu cao ciua duong ham dé.

Giai. Goi chi€u cao cliia dwdng ham la b. y

Nira truc 16n cua elip 1a @ = 10 m. Elip ¢é
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Chiéu cao ctua ham la

b =Na® -  » 100 - 25 ~ 8,7 (m). ma— =,

Hinh 84

[
Ly
i

d) Elip va phép co duong tron
Bai toan. Trong mdt phang toa dé, cho duong tron (€) ¢é phuong trinh
e _vz = a® va mot 56 k (0 < k < 1). Véi méi diem M(x ; y) trén (‘€), ldy
diéem M'(x" ; y") sao cho x’ = x va y'= ky. Tim tap hop cdc diém M’

Gigi. Tt x'=x, y=kysuyrax=x',y= % Di€m M thuéc duong tron (€)

khi va chi khi x2 + y? = &%, tic 1a
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2 e2 g2 I
,1'2+”—2—a2<::> 2+ = 2:1. (% M(x;y)
k k
a”  (ka) .? (E) x:2)
Dat b = ka, ta duoc tap hop cdc didm M’ 1a 2
elip (E) ¢6é phuong trinh chinh tac 0 .
)‘2 . }’2 oy
a b

Ngudi ta néi : Phép co vé truc hoanh theo hé

Hinh 85. Phép co vé truc
s8 k bién dudng tron () thanh elip (E).

hoanh theo hé s6 k 215 bié¢n

duong tron (¢) thanh elip (E).

Em cé biét 2

Nha thién van hoc ngusi Birc Ké-ple (J. Kepler) da chiing minh rang : Méi hanh
tinh trong hé Mat Tréi déu chuyén dong theo quy dao Ia moét dudng elip ma tam
Mat Trai la mot tiéu diém.

LA Tam sai clia cac quy dao cla 8 hanh tinh da quen thudc
trong hé Mat Trdi nhu sau :

Sao Kim: ¢=0,0068 TraiPbat: e ~0,0167
Sao Méc: e ~0,0484 Sao HaiVuong: e= 0,0082
Sao Thuy : ¢ ~0,2056 Sao Thién Vuong : ¢ = 0,0460
SaoTh8: e=0,0543

Sao Hod: ¢ =0,0934.

Johannes Kepler Trong cac hanh tinh trén thi Sao Kim, Trai Pat va Sao
(1571 - 1630) Hai Vuong cé quy dao gan gidéng dudng trén hon.

Ngoai ra, chung ta cling biét rang Mt Trang quay quanh Trai P4t theo quy dao
|a mot dudng elip ma tam Trai Dat 1a mét tiéu diém. Tam sai cla quy dao nay la
e =~ 0.0549.

Céu hoi va bai tap

5 2
30. Cho elip (E) ¢é phuwong trinh chinh tac -‘—2- + -“—2- = 1. Hoi trong cac ménh
a b

dé sau, ménh dé nao ding ?
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33,

a) Tiéu cu cta (E) 1a 2c¢, trong d6 ¢t =a?- b,
b) (E) ¢6 do dai truc 16n bang 2a, d6 dai truc bé bang 2b.
c) (E) cO tim sal e = Pt
a
d) Toa do6 cdc tiéu diém cha (E) la F=(c;0), K =(c;0).

e) Diém (b ; 0) 12 mot dinh cha (E).

# F " L - o N P N . » e =
. Tim toa do6 cdc tiéu diém, cdc dinh, dé dai truc 1én, d6é dai truc bé cua moi

elip c6 phurong trinh sau
2 2 2 2

a)L+y—:l; b)L+y—:1; c)x2+4y2:4.
25 4 9 4

. Viét phuong trinh chinh tic cta dudng elip (E) trong mdi trudng hop sau

V3

a) (E) c6 do dai truc 16n bang 8 va tAm sai e = ERL

b) (E) c6 do dai truc bé bang 8 va tiéu cur bang 4 ;

2)

¢) (E) c6 mot tieu diém 12 F(\/g : 0) va di qua diém M{l :

1,2 Vz
Choelip(E): —+—=1.

9 1
a) Tinh d6 dai day cung cta (E) di qua mot tiéu diém va vuéng géc véi truc
tiéu (doan thang néi hai diém cta elip goi 14 ddy cung cta elip, truc chita

cic tieu diém goi 12 truc tiéu cla elip).

b) Tim trén (E) diém M sao cho MF| = 2MF,, trong d6 Fy, F, lin lugt 13
cdc tiéu diém ctia (E) nam bén trdi va bén phai truc tung.

. Vé tinh nhén tao diu tién duge Lién X6 (ci) phéng tir Trai Dat nam 1957,

Quy dao cta vé tinh d6 1a mot duong elip nhan tim cta Trai Dat 1a mot
tieu diém. Nguoi ta do duoc vé tinh ciach bé mat Trai Dat gan nhat la
583 dam va xa nhat 1a 1342 dam (1 dam » 1,609 km). Tim tidm sai cia quy
dao dé bi€t ban kinh ctia Trai DAt x4p xi1 4000 dam.

Trong mat phang toa dé Oxy, cho di€ém A chay trén truc Ox, di€ém B chay
trén truc Oy nhung d6 dai doan AB bang a khéng déi. Tim tap hop cdc
diém M thu6c doan AB sao cho MB = 2MA.
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PUCONG HYPEBOL

Pudng hypebol ciing 14 moét dudng quen thude déi véi ching ta, chang han

= . 2 ., - 1 ., %,
— D6 thi cia ham s6 y = — la m6t duong hypebol (h. 86a) ;
%

— Quan sit ving sang hat 1én bitc tudng tir mét dén ban ; ving sdng nay
c6 hai mang, moéi mang duwoc gidi han bdi mdt phin ciua mot dudng
hypepol (h. 86b).

VA
1
Y=
7) 5
i) h)
Hinh 86
Dinh nghia dudng hypepol
PINH NGHIA
Cho hai diém c¢6 dinh Fy, F, ¢6 M

khoang cach FF, = 2¢ (¢ > 0). Puwong
hypebol (con goi la hypebol) la tap hop

cdc diem M sao cho |MF] x MF2| =2, F
trong dé a la sé dwong cho truée nho
hon ¢ (h. 87).
Hinh 87

Hai diém Fy, Fy goi la cdc tiéu diém
cua hypebol. Khoang cdach FFy= 2c goi la tiéu cu ciia hypebol.



Cé thé vé hypebol nhu sau (h. 88) : Lay mét thuéc thAng c6 mép AB va moét soi day
khéng dan héi cé chiéu dai / nhd hon chiéu dai AB clia thude val > AB - F | F,. Dong
hai chi€c dinh 1én m&t mét bang gé tai F, F,. Dinh moét dau day vao diém A va dau
day kia vao F,. Bt thuGc sao cho diém B trung véi £ va lay dau but chi ti sat soi
day vao thudc th&ng sao cho sdi day luén bi cing réi cho thudc quay quanh F, mép

thudc luén ap sat mat gé. Khi dé, dau but chi C sé vach nén mét dusng cong. Ta sé
ching té dudng cong d6 |a mot phan clia dudng hypebol. That vay, ta ¢

CF| - CF,=(CF| +CA) - (CFy+ CA)= AB -1 khéng déi.

Hinh 88

2. Phudng trinh chinh tac cla hypebol

yi
Cho hypebol (H) nhu trong dinh nghia trén.
Ta chon hé truc toa dé Oxy c6 gbc 1a trung Mx ; y)
diém ctia doan thang F|F,, truc Oy la dudng 70 g

trung trye cua FF, vd F, nam trén tia Ox.
Khi dé F, = (= ¢ ; 0), Fy = (¢ ; 0) (h. 89).

%1 Hinh 89
Gia sir diém M(x ; y) n&m trén hypebol (H). Hay tinh biéu thire MF> — MF; va sir
dung gi thiét |MF — MFy| = 2a dé suy ra

X 4
a +~‘ va MFJ =
a

C4c doan thang MF, MF, duoc goi la bdn kinh qua tiéu cta di€ém M.

X
F ==,
a

MF, =
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Bay gio ta sé 1ap phuong trinh cua hypebol (H) d6i véi hé toa do di chon.

Ta co
ox cx
MF = \/(_r + c')2 + y2 = |la + —| hay (x + .z-)2 i yz - [a u _}
a a
§io
1 i i € B 2 o gl 2
Rit gon dang thic trén ta duge |1 - — (X" Y =a" -« hay
a
2 y* Y ¥ 4 2
‘2 L =1.Chd yranga” — ¢" <Onéntacéthé data” — ¢ =-b
a a” —c

hay b” = ¢* — a” (v6i b > 0), va ta duoc

22
S-S =1@>0h>0). (1)
a b

Nguwoc lai, ¢6 thé chitng minh duoe rang : Néu diém M cé toa d6 (x ; v) thoa
cx )

a——| vado d6 |MF - MF2| = 2a, titc
a

X
a+—
a

man (1) thi MF = , MF, =

la M thuée hypebol (H).

Phuong trinh (1) dwoce goi 1a phuwong trinh chinh tac cua hypebol,

3. Hinh dang cua hypebol

A
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2
TU phuong trinh chinh tic (1) cGia hypebol, hay giai thich vi sao né ¢é cac tinh
chéat sau

a) Goc toa do O la tam d6i x(ing clia hypebol. Ox, Oy la hai truc déi ximg cda hypebol.
b) Hypebol cét truc Ox tai hai diém va khéng cat truc Oy.

Ngoai ra, d6i véi hypebol cé phuong trinh chinh tac (1), ta con ¢ céc
khai niém sau day

* Truc Ox (chita hai tiéu diém) goi 1a truc thue, truc Oy goi 1a truc do cta
hypebol. Hai giao diém ctia hypebol véi truc Ox goi 1a hai dinh ctia hypebol.
Ngudi ta ciling goi doan thang néi hai dinh ctia hypebol 1a truc thuc. Khoang
cdch 2a giita hai dinh goi 14 dé dai truc thuwe, 2b goi 1a dé dai truc do.



* Hypebol gém hai phin nam hai bén truc ao, mdi phin goi 13 mot nhdanh
cua hypebol.

» Ta ciing goi, giéng nhu véi elip, ti s6 gitta tiéu cu va do dai truc thue 1a

tam sai cua hypebol, ki hiéu 1a e, tirc la Z = ¢. Chi y rang ta luébncé e > 1.
Vi du. Cho hypebol (H) :

9 4
Xdc dinh toa dé cdc dinh, cdc tiéu diém va tinh tam sai, dé dai truc thuc,
dé dai truc do cua (H).

Gidi. Hypebol (H) c6 a° =9, b’ =4néna=3,b=2,¢>=da" + b* = 13,
= -JB . Vay hypebol (H) ¢6 céc tiéu diém F,= (—\/E ; 0), Fy :(\,/E B8

g . 13 )
cic dinh Ay = (-3;0),A,=(3;0); tAm sai e = g ; do dai truc thuc
2a=6; do daitruc do 2b = 4.

* Hinh chit nhat tao bdi cic dudng thang x = + a,

. . P A P » LY yi L
Y= + b goi la\ hinh chir nhdt co s0 cua hypePol \"*é b Gt
c6 phuwong trinh (1) (h. 90). Hai dudng thang e R P
chira hai dudng chéo clia hinh chit nhit co s& goi A P
la hai duwong tiém cdn cia hypebol. Phuong trinh _;1 I RN NX:
. ~ C ~ ra ~ L k:

hai duong tiém can dé la ‘_L{ _______ he ¥

b I"J D _b Ck\\

y=I—x.
a Hinh 90

(]

3
1'2 !
Cho hypebol (H) : T— 2

e 1. Lay diém M(x, ;5 yp) trén (H)véi xy >0, y, > 0.
4
\/5(."(0 + 2_}-‘0).

Chuing t6 rang khoang cach tor M dén dudng tiém can y = % bang
Nhan xét gi vé khoang cach dé khi x, tang dan ?

Nhur vay, khi diém M trén hypebol cang xa goc toa do thi khoang cach tir
diém dé dén mot trong hai dudng tiém cin cang nhd di, diéu dé ciing cé
nghia 1a diém M ngay cang gin sit dudng tiém can dé (diéu nay giai thich
y nghia cua tir "tiém cén").
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Hai dudéng tron khéng déng tam (0 ; R) va (0'; R’) ¢ diém chung M thi hién nhién
|Mo - mo'| = |r - R, nén khi gilt 0, 0’ ¢6 dinh va cho R, R’ thay d&i sao cho
|# - | = 2a khéng d8i (a > 0) thi cac giao diém M cung nam trén mot hypebol véi
tieu diémla ova o".

Hinh 91 minh hoa nhimg hypebol nhu thé véi cac gia tri khac nhau clia a.

0
1 > “ ‘\
”‘ ";._:L i i’“l :Lf ;i\““
\W sl
“'«Wf‘:*:4»:«'2%:%" 2

Ay Y,
‘ ;1-.“““ ’ ""‘-"1 ‘f A

L7 R
‘-”‘o" 'I"‘.‘f

2 2
36. Cho hypebol (H) ¢6 phuong trinh chinh tac X -1 H trong cac

(12 hz
ménh dé sau, ménh dé nao ding ?

. » N z 2 2 2
a) Tiéu cu cua (H) la 2¢, trong d6 ¢ =a + b".

b) (H) c6 d6 dai truc thue bang 2a, dd dai truc ao bang 2bh.

c) Phuong trinh hai duong tiém cén cua (H) la y = i;_r.

d) Tam sai cua (H) la e = LFNR

a
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37.

38.

39.

40.

41.

Tim toa do6 cdc tiéu diém, cdc dinh ; d6 dai truc thue, truc 4o va phuong
trinh cic dudng tiém cén ctia mdi hypebol ¢é phuwong trinh sau

2 2 4 2
) P A ) e AR [ ¢) x2 - 9y? =09,

9 4 9 16

Cho dudng tron (€) tam F,, ban kinh R va mot diém F, & ngoai (¢).

Chitng minh rang tap hop tim cdc dudng tron di qua F,, tiép xiic véi (€) 1a
mot dudng hypebol. Viét phuwong trinh chinh tic ctia hypebol dé.

Viét phuong trinh chinh tac ctia hypebol (H) trong méi trudng hop sau

a) (H) c6 mot tieu diém 1a (5 ; 0) va do dai truc thue bang 8 ;

g 2
b) (H) c6 tiéu cur bang 2\[3_, moét dirong tiém cén la y = E.r ;

c) (H) cé tam sai e = -\/5 va di qua diém (m, 6).

Chitng minh rang tich cdc khoang cdch tir mét diém bat ki thuée hypebol
dén hai dudng tiém cin clia né 1A moét s6 khong doi.

Trong mat phang toa doé cho hai diém Fl(—ﬁ;—\ﬁ) va Fz(ﬁ;ﬁ).

- - b - e - i - - - l
Chitng minh rang véi méi diém M(x ; y) nam trén dé thi hAm s6 y = —, ta
s

déu cé

2 2
MF? = [,r+-—l-+ﬁ] . MF} = [.r+-!-—\/§] .
X !

X

Tir d6 suy ra |MF] — MF2| = 2\5.

PUJNG PARABOL

Trong thure t€ ta ciing thuong gap dudng parabol, chang han :
— D6 thi cia hAm s6 y = ax® + bx + ¢ (v6i a # 0) 1a mot dudng parabol ;

— Céc tia nude phun ra tir voi phun nuée (thudng gap ¢ cidc vuon hoa hay
khi tudi cay) la nhilmg duong parabol ;

— Pudng di cua vién dan dai bac 1a mét dudng parabol.
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Binh nghia dudng parabol

Cho mét diém F ¢6 dinh va mét duong
thang A ¢6 dinh khéng di qua F. Tdp hop
cac diém M cach déu F va A diroc goi la
dwong parabol (hay parabol) (h. 92).

Diém F dwoc goi la tiéu diém cia parabol .

Duong thang A duoc goi la duong chudn
cua parabol .

A
Hinh 92

Khodng cdch tir F dén A duoc goi la tham sé tiéu cia parabol .

Ta c6 thé vé parabol véi tiéu diém F
va duéng chudn A nhu sau (h. 93) :
Lay mot éke ABC (vudng 8 A) va moét
doan day khéng dan hoéi, c6 do dai
bing AB. Dinh mét dau day vao diém
F, dau kia vao dinh B cla éke. Bat
éke sao cho canh AC nam trén A, 1ay
dau but chi ép sat soi day vao canh

ABVé gil:l’cang sdi déy réi C-hD Ganh |||||(|:|||||||||| |||||||||||I||||||||||||||||||

AC cla éke truct trén A. Khi d6 dau

M cla but chi sé vach nén mét phan Hinh 93

clia parabol (vi ta luén cé6 MF = MA).

Phudng trinh chinh tic clGa parabol

Cho parabol véi tiéu di€ém F va dudng chuin A. v

Ké FP vuéng géc v6i A (P € A). Dat FP = p (tham Mix: y)

s6 tiéu). Ta chon hé truc toa d6 Oxy sao cho O la

trung diém cta FP va diém F nam trén tia Ox (h. 94). -
ON rcP . x

FE&-;0)
Nhur vay ta c¢6 F = [g, 0] e [—%; 0] va phuong
trinh ctia duong thang A 1a x + % = 0. Diém M(x ; y) Hinh 94

nam trén parabol dd cho khi va chi khi khoang cidch MF bang khoang cich

tir M t&1 A, tire la



Binh phuong hai v€ ctia dang thite d6 réi rit gon , ta dioce

[ v2 = 2px (p>0). ] (1)

Phuong trinh (1) goi 14 phuwong trinh chinh tdc cua parabol.

Tu phuong trinh chinh tic clia parabol, hay ching té nhimg tinh chat sau day
clia parabol
a) Parabol nam vé bén phai cla truc tung.
b) Ox |a trye d6i xtihg clia parabol.
c) Parabol cat truc Ox tai diém O va d6 ciing la diém duy nhat clGa Oy thuodc
parabol. Géc toa dé O dugc goi la dinh clia parabol.
Vi du. Viét phuwong trinh chinh tdc cua parabol di qua diém M(2 ; 5).
Giai. Phuong trinh chinh tac cta parabol c6 dang yz = 2px. Thay toa dé cua
g ’ 2N o s
M vao phuong trinh ta dwoge 25 = 2.p.2, suy ra p = s T dé ta duoc

. ’ = i s 25
phwong trinh chinh tac cua parabol da cho la yz =

&~ CHU ¥

O moén Dai s6, chiing ta da goi d6 thi ciia ham s6 bac hai
2
y=ax + bx+c

1a moét duong parabol .

S& di ta goi nhur thé vi d6 thi d6 ciing thoa min 4

dinh nghia cta dudng parabol ma ta vira trinh

bay & trén.

2 > . 5 - 2 y= axz
Chang han, d6 thi ham s6 y = ax” (a # 0) la M
-~ I Pl

parabol c6 tiéu diém F[O : 4—] va dudng 0 >
| a H m

chudn A ¢6 phwong trinh y + — = 0 (h. 95).
4a Hinh 95
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Cau hoi va bai tap
42. Trong cdc ménh dé sau, ménh dé nao ding ?
a) yz = —2x la phuong trinh chinh tac cta parabol.

b) y= X 1a phuong trinh chinh tac ctia parabol.

c) Parabol (P) : _‘,;2 = 2x cé tiéu diém F(0,5 ; 0) vd c¢6 dudng chuin
Arx+ 0.59=10,

d) Parabol _v2 = 2px (p > 0) c6 tieu diém F(p ; 0) va ¢ dudng chuin
Aix+p=0.
43. Viét phuong trinh chinh tac cta parabol (P) trong moéi trudng hop sau
a) (P) cé tieu di€m F(3; 0) ;

b) (P) di qua di€m M(1 ; -1);

c¢) (P) ¢6 tham s6 tiéu la p =%.
44. Cho parabol y2 = 2px. Tim d6 dai day cung clia parabol vuéng gée véi truc
déi xitng tai tiéu diém ciia parabol (day cung ctia parabol 1a doan thang néi
hai diém ctia parabol).
45. Cho dAy cung AB di qua tiéu diém cia parabol (P). Ching minh ring
khoang cdch tir trung diém I cta diy AB dén dudng chuin cta (P) bang

EAB . Tir d6 c¢6 nhan xét gi vé duong tron duong kinh AB ?

46. Trong mat phang toa dé Oxy cho di€m F(1 ; —2). Tim hé thic giita x, y dé
di€m M(x ; y) cdch déu di€ém F va truc hoanh.

BA PUONG CONIC

Khéng phai chi parabol méi c6 dudng chudn, duéi day ching ta s€ thiy riang
elip vd hypebol ciing ¢6 dudng chuin. Twong tu dinh nghia ctia parabol, ta
ciing c6 thé dinh nghia elip va hypebol dua vio dudng chuidn va tiéu di€ém
ctia chiing.
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1. Pudng chuan cua elip

5 5

Cho elip ¢6 phuong trinh chinh tac L S (@ > b > 0). Khi dé6 dudng

(;'2 bz

2 1 * w L <7
thang A : x = _p gol la duong chuan 4
e
T M

ol

cua elip, tng véi tiéu diém Fil—e3; O);

[ F
. g a _— a 'lg &
Puong thang Ay : x — — = 0 go1 la —F \y
e

duong chuan cua elip, itng véi tiéu diém
Fy(c ;3 0) (h. 96).

Hinh 96
Tinh chat

LY )
Ry

Ay A,

Véi moi diém M cua elip, ta luén cé
ME,  MF,

= =e (e <1).
dM;Ay))  dM;A,)

Chirng minh
V&1 M(x ; y) thude elip, ta c6

|ﬂ'+€l| a + ex

MF, = = @by =g boex v d(M; Ay) =
a

T(-l—
e ¢ ¢

MF,
Suyra ————=
d(M;Ay)
MF
Chitng minh tuong tu ta cling c6 Wit =
d(M; Ay)
2. Pudng chuin cla hypebol ¥4
Ta ciing dinh nghia dwong chudn ciia hypebol M
twrong tw nhu déi véi elip (h. 97). Cho hypebol -4 .
(H) c¢6 phuong trinl —2——2: . Ciac duong
a b
2 a . a P A1 A2
thang A, : x + —— Ova Ay: x - i 0 goi la —
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3.

47.

48.

114

cdc duong chudn cta (H) 1an lugt img véi céc tieu di€ém Fi(— ¢ ; 0) va
Fy(c ; 0).

Ta ciing dé dang chitng minh duwoce tinh chit sau

Véi moi diém M nam trén (H), ta luén cé
MF, ME
dM;A)  dM;Ay)

e (e>1).

Tir nhitng két qua trén, ta nhan thiy rang ba dudng elip, hypebol, parabol
déu cé thé dwge dinh nghia dia trén tiéu di€ém va dudng chuin. Ba dudng
dé c6 tén chung 1a dudng cénic.

Dinh nghia dudng conic

Cho diém F ¢6 dinh va duéng thang A c¢6 dinh khéng di qua F.
A P . A7 4 A7 MF & i A
Tdp hop cac diéem M sao cho ti s6 ———— bang mot 56
d(M; A)
dirong e cho truoc duoc goi la duong conic.
Diém F goi la tiéu diém, A goi la duong chudn va e goi la
tam sai cua duong conic.

Tir dinh nghia trén, k€t hop véi tinh chit cua elip, parabol, hypebol, ta ¢é

Elip la duong cénic c6 tam sai e < 1 ;
Parabol la dueng conic ¢o tam sai e = 1 ;

Hypebol la duong conic co tam sai e > 1.

~ ] -~ | -~
Cadu hoi va bai tap
Xic dinh tiéu diém va dudng chudn clia cdc dudng coénic sau

: 2 2 2 2
a)yzzl«’-l.r; b)L-—ky—:l; C)A——J—zl.
10 7 14 1
Cho dudng thang A : x +y — 1 = 0 va diém F(1 ; 1). Viét phirong trinh clia
dudng coénic nhan F 14 tiéu diém va A 1a duwdng chuin trong méi trrdng hop
sau day

a) Tamsaie=1; b) Tam sai e = \E : c) TAm sai e =

I
E.



ON TAP CHUONG III

| - Tém tat nhirng kién thirc can nhé
1. Cac dinh nghia
a) 1 1a mot vecto phdp tuyén ciia dudng thang A néu 1 # 0 va gid cla n
vuoéng goc voi A.
u 1a vecto chi phitong clia dudng thang A néu i # 0 va gid clia 1 song
song hoac trung véi A.
b) Elip : Tap c4c diém M thod min MF+ MF, = 2a (F\F,=2c,0< ¢ <a).
Hypebol : Tap cic diém M thoa man IMF,— MF,l = 2a (F\F,=2c¢, ¢ >a > 0).
Parabol : Tap cac diém M thoa man MF = d(M ; A) (d(F ; A)=p> 0).

Duong cénic : Tap cdc di€ém M thod man % =e>0
Néu e < 1 thi duwdng coénic la elip.

Néu e = 1 thi dudng coénic 1a parabol.

Néu e > 1 thi dudng cénic 1a hypebol.

2. Phuong trinh cac duong
a) Phwong trinh duong thdng
— Dang téng quét
ax+by+c=0 (a® + b* #0), ii(a;b) la mot vecto phap tuyén,

— Dang tham s6

X Xn + at ’ ’
. @ + b £ 0),
y =y + bt

o

— Dang chinh tac

X — .1’0 _

Y= Y0 (a0, b#0)
a b

O dang tham s6 vi dang chinh tic, dudng thing di qua di€ém (xg 5 ¥p) va
cé vecto chi phuong ' = (a ; b).
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b) Phirong trinh duong tron
— Pudng tron tAm I(xg ; yg), ban kinh R c6 phuong trinh
2 2 2
(x—x¢)"+(y—y5) =R".

— Phuong trinh et yz + 2ax + 2by + ¢ =0, v&i Ao s 0, l1a phuong

trinh duwong tron c6 taim 7 (— a ; — b) va ban kinh R = \/az e i

¢) Phicong trinh chinh tdc cua ba duong conic va cdc yéu té'lién quan

2 g
— Elip : —2+ “2 =1(a>bh>0), 2 = a® — b*. Céc tiéu diém K(=c;0),
a b
. C 5 Py a
F5(c ; 0) ; truc 16n 2a, truc bé 2b ; tam sai ¢ = — < |, dwong chuan x = £—.
a e
2 52 _ |
— Hypebol : e = 1 (@ > 0, b > 0), ¢? = a® + b%. Cic titu diém
a b

F(=c;0), F(c;0); truc thue 2a, truc a0 2b : tAm sai e = % > 1, duong

;} ﬂ . A A
chuan x = +—, tiémcén y = +—x.

€ a
— Parabol : y* = 2px (p > 0). Tiéu diém F[g 0], tam sai e = 1, dudng
chuan x = sl

2

3. Khoang cach va géc
a) Khoang céch tir diém M(x, ; y,) dén dudng thang A : ax+ by +c=01a

dM : A) = |a.rn + byy + ('l.

(12 + !}2

b) Pwong thang A : ax + by + ¢ = 0 ti€p xiic véi duong tron (I ; R) khi va
chi khi

d(l ; A) =
¢) Géc giira hai dudng thang
A apx+by+e =0,
Ay i ayx + by +cy =0
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duroc xac dinh bdi
m%+h%|

\}al -l—bl 1((?2 + b

cos(Ay, Ay) =

Il = Cau hdi tu kiém tra

Cho biét toa do cha hai diém A va B. LAm thé nio dé

a) Viét phuvong trinh dudng thang di qua A, B ?

b) Vi€t phuong trinh dudong thang di qua diém C(xp 5 ¥p) va vudng goc
véi AB ?

c¢) Viét phuong trinh ti€p tuyén ctia duong tron (x — x y# s Y=Y ) = R?,
bi€t ti€p tuyén dé song song véi AB ?

Cho biét toa d6 ba dinh ctia m6t tam gidc. LAm thé€ nio dé

a) Tim toa d6 tAm va tinh bdn kinh ctia duwdng tron ngoai ti€p tam gidc ?

b) Tim toa dé truc tAm tam giac ?

¢) Tim toa d6 tAm dudng tron ndi ti€p tam giac ?

Hiy chi ra mot vecto phdp tuyén va mot vecto chi phrrong ctia dudng thang
A n€u A ¢é phuong trinh nhu sau

a)ax+ by+c=0 ((:2 + hz =0
X = Xy + at ;

b) : (@ +b* £0) ;
y = yo + bt

c) Ll P ] (m+#0, n#0),
m n

Lam thé¢ ndo dé chimg minh hai dudng thing vuéng gbéc véi nhau hoic
song song v4i nhau, né€u bi€t phrong trinh cia ching ?

Cé thé vi€t phwong trinh ctia mot dudng tron khi biét nhitng diéu kién nio
(néu mot s6 truong hop thuong gap) ?

Cé thé viét phuong trinh chinh tac cha elip, hypebol, parabol khi biét
nhirng diéu kién nido (néu mot s6 trudng hop thudng gap) ?
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Cho phuong trinh
ax? +by? = 1. (1)

a) Véi diéu kién ndo clia @ va b thi (1) 13 phuong trinh cia mot dudng tron ?

b) Véi diéu kién nao cta a va b thi (1) 1a phwong trinh chinh tac cta elip ?
Cua hypebol ?

Bai tap
Xét vi tri trong d6i clia cde dudng thang A; v A, trong mbi trudng hop sau

a)A;:3x-2y+1=0 vda Ay:2x+3y-5=0;

x=4+72t x=17-4¢
b) Ay va Ay
y=-1+t y=35-2t";

x=3+4¢
c) Ay : vi Ay:Sx+4y-T7=0.
y=-2-23t

Cho dudng thang A : 3x —4y+2=0.

a) Viét phuong trinh cia A dwéi dang tham s6.

b) Viét phwong trinh ctia A duéi dang phuong trinh theo doan chan.

¢) Tinh khoang cédch tir moi diém M(3 ; 5), N(-4 ; 0), P(2 ; 1) t6i A va xét
xem dudng thang A cat canh nio ctia tam gidc MNP,

d) Tinh cdc géc hop bdi A va mdi truc toa do.

Cho dudng thang d: x — y+ 2= 0va diém A(2 ; 0).

a) Véi diéu kién ndo cta x va y thi diém M(x ; y) thuéc nira mat phang cé
bd 14 d va chita géc toa d6 O ? Chimg minh diém A nim trong nira mat
phang dé.

b) Tim diém d6i xing véi di€ém O qua dudng thang d.

c¢) Tim diém M trén d sao cho chu vi tam gidc OMA nhd nhat.

Cho dudng thang A : ax + by + ¢ = 0 vd diém I(x, ; y). Vi€t phuwong trinh
dudng thang A' d6i xing véi dudng thang A qua I.

Maét hinh binh hanh cé hai canh nam trén hai dudong thang x + 3y — 6 =0

va 2x — 5y — 1 = 0. Biét hinh binh hanh d6 c6 tam déi xing 1a I(3 ; 5). Hay
vi€t phwong trinh hai canh con lai cta hinh binh hanh dé.



Cho phuong trinh
Py amx-2m+1)y+1=0. (1)
a) V6i gia tri ndo cua m thi (1) 1a phuong trinh dudng tron ?

b) Tim tap hop tim cua cic dudng tron néi & cau a).

7. a) Bi€t dudng tron (€) cé phuong trinh = y2 + 2ax + 2by + ¢ = 0. Ching
minh rang phuong tich cla diém M(x, ; yy) d6i véi dudng tron (‘€) bang
t,‘]? o y,"]z 4 2axy + 2by, + €.

b) Chirng minh rang néu hai dudng tron khéng déng tim thi tip hop cic
diém c6 cung phwong tich d6i véi hai dudng tron 13 mot dudng thang (goi
12 truc ding phwong cla hai dudng tron).

8. Cho hai dudng tron c6é phwong trinh P yz + 2ax + 2byy + ¢y = 0O va
i y2 + 2ayx + 2byy + ¢ = 0. Gia st ching cat nhau & hai diém M, N.
Viét phwong trinh duwdng thang MN.

9. Cho duwdng tron (€) : P y2 = 4 va diém A(-2: 3).

a) Viét phuong trinh cdc ti€p tuyén cia (€) ké tir A.
b) Tinh cic khoang cich tir A dén hai ti€p diém cla hai ti€p tuyén néi &
cau a) va khoang cach giira hai ti€p di€m dé.
2 5 2 52
10. Choelip(E): — +—=1 va hypebol (H): — - —=1.
5 4 ] 4
a) Tim toa dé céc tiéu diém cta (E) va (H).
b) V& phac elip (E) va hypebol (H) trong cung mot hé truc toa do.
¢) Tim toa do6 cédc giao di€ém cna (E) va (H).
. 2 &
11. Cho duong thang A : 2x — y—m = 0 vaelip (E) : —S— + 2&— =1.
a) Vé6i gid tri ndo ctia m thi A cat (£) tai hai diém phan biét ?
b) Vi gid tri ndo cha m thi A cat (E) tai mo6t di€m duy nhat ?
: Iz V2
12. Choelip(E): —+—=1.
25 9

a) Xdc dinh toa d6 hai tiéu diém va cdc dinh cna (E).
b) Viét phwong trinh chinh tac ctia hypebol (H) nhan céc tiéu diém cta (E)
[Am dinh va ¢6 hai tiéu diém 14 hai dinh cta elip (E).
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c) V& phac elip (E) va hypebol (H) néi & cau b) trong cung moét hé truc
toa do.

d) Vi€t phuwong trinh clia dudng tron di qua cic giao di€ém clia hai dudng
conic ndi trén.

13. Cho parabol (P) : yz = 2px. V&i mbi diém M trén (P) (M khic O), goi M’ 1a
hinh chi€u ctia M trén Oy va I 1a trung diém cta doan OM’. Chitng minh
rang dudng thang IM cat parabol di cho tai mot diém duy nhit.

: 1 5
14. Cho parabol (P) : y‘z = E.r. Goi M, N la hai diém di dong trén (P) sao cho

OM | ON (M, N khéng trung véi O). Chitng minh rang dudng thang MN
luén di qua mot diém c6 dinh.

IV - Bai tap trac nghiém
1. Dudng thang 2x + y — 1 = 0 ¢ vecto phép tuyén 1a vecto nio ?
(A) i =(2;-1); (B) A=l y=1) ;

O n=(2;1); (D) it =(-1;2).

2. Dudng trung true clia doan thang AB véi A = (-3 ; 2), B=(-3; 3) ¢6 vecto
phap tuyén la vecto nao ?

(A) n=(6;35); B)n=(0;1);
(C)n =(=3;3); (D) n =(-1;0).
3. Phwong trinh nio 14 phuwong trinh tham s6 clia dudng thang x — y+3=0?

Rr=iy 3 =3
(A) { (B) {

i S e b

xX=2+t X=
(©) (D)

y=1+t; y=3~1

. a2 9 X l + 2!
4. Vectonao la vecto phiap tuyén cua duodng thang c6 phuong trinh { 3 5
y=3-1t 1

(A ni=0Q;-1); By n=(-1;2);
(O n=(1;-2); (D) n=(1;2).

5. DPuong thang nio khong cat duong thang 2x + 3y —1=07?
(A)2x+3y+1=0; (B)x-2y+5=0;
(C)2x-3y+3=0; (D)4x - 6y—2=0,
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10.

11.

Duong thang niao song song véi dudng thang x — 3y +4=0?

x=1+t x=1-t
A B
x=1-3t X2 1 =3¢
C D
(@ (e s o [rzl3
Pudng thang nio song song véi duong than 1= Bl £
g g g g g g y & <1421 9
x=5+1t xX=5+1t
A B
( ){y=2r; ( ){,\J:—Zr;
xX=35—2t x=5+4¢
& D
”{:-:r: (){y:%
Pudng thang nao vuéng gée véi dudng thang 4x — 3y +1 =07
x = 4t x =
A B
( ){,v=—3—3r; (){,v=—3+3r;
x = —4¢ Xi= Ri
& D
( ){y=_3—3f2 ( ){’=—3+r.
Pt il mii vidsimds v8l didms il 0 ® 0 L)
ng thang nao vubéng goc vai ng thang =il 4 30
(A)2x+y+1=0; (B)x+2y+1=0;
(0) dx— Gy+ [ =0 (D) -"’l“:J’;l.

Khoang cach tir di€ém O(0 ; 0) dén dwdng thang 4x — 3y -5 = 0 bing
bao nhiéu ?

(A)O; (B) I;
1
)5 ; D) —.
(C) (D) 5
Phuong trinh nao la phuong trinh cta duwong tron 6 tam 7 (-3 ; 4) va ban
kinhR=127
(A) (x+3)° + (y- 4 -4=0; (B) (x=3)°+ (y—4)° = 4;
) (x+ 32+ (y+4%=4; (D) (x + 3)%+ (y- 4)%=2.

. Phuong trinh FL y2 — 2x + 4y + 1 = 0 la phwong trinh ciua dudng troén nao ?

(A) Puwong tron cé tAm (-1 ; 2), ban kinh R =1 ;
(B) Duong tron ¢6 tdim (1 ; —2), ban kinh R = 2 ;
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13.

14.

1S,

16.

17.

122

(C) Duong tron ¢6 tam (2 ; —4), ban kinh R = 2 ;
(D) Pudng tron c6 tam (1 ; —=2), ban kinh R = 1.

a 2
Cap di€ém no 1a céc tiéu diém ciia elip (E) : ? + }T =172
(A)Fi,=(£1;0); (B) Fi,=(x3;0);
(O F1,=(0;x1); (D) Fia=(1;x£2).
2 y? R

Elip (E) : F + T = 1 c6 tam sai bang bao nhiéu ?

3 V5
(A)F:_; (B)(J:—.__;

2 B

2 V5
Qe=—} D)e=—.
( 3 (D) 3
Cho elip c6 cac tiéu diém Fi(=3;0), F2(3 ; 0) va di qua A(=5 ; 0). Pi€m

M(x ; y) thuéc elip da cho c6 cac ban kinh qua tiéu 1a bao nhiéu ?
3 )
(A) M.F| =5+ g.-l” ) MF:E: 5—5.-\.’ i

(B MF, = 5+i.r,MF2 = S—ix ;
5 5
(C) MF; =3+ 5x, MF, = -3 - 5x;
(D)MF; =5+4x, MF, =5 — 4x.
2

Elip (E) : r_2 “‘V—z =1,véip>qg>0,co tiéu cu la bao nhiéu ?
P q
(A)p+q; (B) p*~ ¢ ;
(@b~ (D) 24yp? - ¢% .
1,2 y2
Phuong trink e S 1 13 phuong trinh chinh tac clia dudng nio ?
a b

(A) Elip véi truc 16n bang 2a, truc bé bang 2b ;

(B) Hypebol véi truc 16n bang 2a, truc bé bang 2b ;

(C) Hypebol véi truc hodnh bang 24, truc tung bang 25 ;
(D) Hypebol véi truc thue bang 2a, truc a0 bang 2b.



L2
!_J

2 2

. Cap diém nao 1a cdc tiéu diém clia hypebol T - % =17
(A) (£ 4;0); (B) (+ 14 ;0);
(O D) § (D) (0; =+/14).
L.
. Cap dudng thang nao 1a cac dwong tiém can clia hypebol = E =17
5 4
N y=d—x B)y=ft—=x;
(A) 2 (B) . 5
25 16
=g D)y=+—ux,
(©) T (D) >5
P ]_’2 ‘}}
. Cap dudng thang nao 14 cdc dudng chuin cia hypebol —2 e 4a 17
q P
(A x=xL; (B) x =% ;
q P
qz P2
(C) =t r—— (D) x = £ ————.
2 2 2 2
Vg~ +p \Ng“ +p
2 2
. Dudng tron nao ngoai ti€p hinh chir nhat co so ciia hypebol ;—6 - -—9— =1 2
(A)x +‘.’=25 (B)\ +y—7
(C)r +‘r‘—16 (D)r+y—9
Di€m nao 14 tiéu diém cta parabol yz =5x 7
(A)F(5:0); ® £(3:0);
%] 5
C) F| +—: 0] ; D) F|—:0].
(9 [ 4 ] = (4 j
. Pudng thang nio 1a dudng chudn clia parabol yz =4x?
() x=d 8 (B)x=-2;
(CYyx==x1; (D ==L,
. Conic co tdm sal e = T— dudng nao ?
(A) Hypebol ; (B) Parabol ;
(C) Elip ; (D) Buong tron.
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Bai doc thém

1. TU xa xua, ngudi Hi Lap ching minh dudc rang giao tuyén clia mét nén tron
xoay va mot mat phdng khéng di qua dinh clia mat nén la dudng tron hodc dudng
cénic (elip, hypebol, parabol) (h. 98). Tiéng Anh, tif cone cé nghia |4 m4t nén, do
dé co tur "duong conic”.

3

Puong tron Elip Parabol Hypebol
Hinh 98

Ngay tir dau thai ki A-léch-xang-dd-ri (thai ¢é Hi Lap), ngudi ta da biét kha day dd
vé cac dudng conic qua bod sach gém 8 quyén clia A-pé-16-ni-ut (262 - 190 trudc
Céng nguyén). Cudi thdi ki d6, nha toan hoc Hi-pa-chi-a (370 - 415 sau Céng
nguyén) da céng bé tac pham "Vé cac dudng cénic clia A-po-1é-ni-ut",
Phai rat |1au sau &6, dén thé ki XVII, ngudi ta méi tim thdy nhimg (ng dung quan
trong clia cac dudng d6 trong su phat trién clia khoa hoc va ki thuat.
2. Ba dudng cénic con cé nhiéu tinh chat chung. Tinh chat quang hoc 1a mét vi
du : Mét tia sang phat ra tir mot tiéu diém cla elip (hay hypebol) sau khi dap vao
elip (hay hypebol) sé bi hét lai theo mét tia (tia phan xa) nam trén dudng thng di
qua tiéu diém th( hai cta elip (hay hypebol) (h. 99).

a)
Hinh 99 Hinh 100



Véi parabol, tia sang phat ra tir tiéu diém (tia téi) chi€u dén mot diém clia parabol sé bj
hat lai (tia phan xa) theo mét tia song song (hoAc trting) véi truc clia parabol (h. 100).

Tinh chat nay cé nhiéu (ng dung, ch&ng han :

» Pén pha - B& mat clia dén pha la mét mat tron xoay sinh bdi mét cung parabol
quay quanh truc clia né, béng dén dugce dat & vi tri tiéu diém clia parabol d6 (h. 101).

Hinh 101

» May vién vong vo tuyén ciing cé dang nhu dén pha (h. 102). Diém thu va phat
tin hiéu clia may dudc dat & vi tri tieu diém cla parabol.

=
&

’
Théu diém, «
-

L
-

Hinh 102 Hinh 103

* Hinh 103 1a mé hinh mét 16 phan (ng hat nhan dudc xay dung & Mi. M4t ngoai clia
|6 14 mét tron xoay tao bdi mét cung clia hypebol quay quanh truc 4o clia né.

3. Chung ta da biét quy dao clia cac hanh tinh trong hé Mat Trdi 1a dudng elip. Déi
véi cac vé tinh nhan tao va cac con tau v tru, khi phéng Ién, ngudi ta phai tao cho
ching ¢é van téc thich hop dé dude quy dao la elip, hypebol ho#c parabol.
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Ngoai ra, ngudi ta con (ng dung cac tinh chat cla ba dudng cénic trong cac
nganh xay dung, hang khéng, hang hai,... (h. 104).

Hinh 104

BAI TAP ON CUOI NAM

Trén hinh 1035, ta ¢6 tam giac ABC va céc A
hinh vuéng AA’B;B, BB'C;C, CC'A,A. 7
A c
Chirng minh cdc dang thirc sau A
a) (AA’ + BB").AC =0 : By
b) (AA’ + BB’ + CC").AC = 0 ; B ¢

—

c) AA’+ BB’ +CC' =0 ;

d) ABy + BCy + CA; = 0.

B C
Hinh 105

Cho tam gidc ABC vubng tai A, AB = ¢, AC = b. 8

Goi M 1a diém trén canh BC sao cho CM = 2BM,
N 1a diém trén canh AB sao cho BN = 2AN (h. 106).

a) Bi€u thi cdc vecto AM va CN theo hai vecto N
AB vi AC.

b) Tim hé thirc lién hé gitta b va ¢ sao cho A C
AM L CN. Hinh 106




Cho tam giac ABC véi AB =4, AC =5, BC =6,

a) Tinh cac goéc A, B, C.

b) Tinh d6 dai ciac dwong trung tuyén va dién tich tam gidc.

c¢) Tinh cdc ban kinh dudng tron néi ti€p va ngoai ti€p tam giic ABC.
Cho tam gidac ABC'.

3 3 3
o o T b” +c¢” —a
a) Tam giac ABC c6 tinh chat gi néu a2 = ?
b+c—a
el W2 | | ) ) & ) ) L
b) Bi€ét — = — + —, chirng minh rang 2sinA = sinB + sinC’,
h, W, h.

Trong mat phang toa dé Oxy cho hai hinh chit nhat OACB va OA’C’B’ nhu
hinh 107. Biét A(a ; 0), A'(a"; 0), B(O ; b), B'(0 ; b’) (a, a’, b, b’ 1a nhirmg s6
dwong, a# a’, b #b’).

a) Vi€t phwong trinh cdc dudng thang b |

AB'va A'B.
b) Tim lién hé giita a, b, a’, b’ dé hai B’ o
dwong thang AB’ vd A’B cat nhau. Khi B C

dé hdy tim toa do giao diém I clia hai
dudng thang dé.

c) Ching minh r:‘f?mg ba diém I, C, C’
thang hang.

Hy

0 A A’

d) Véi diéu kién nao cua a, b, a’, b’
thi C 13 trung diém ctia IC” ?

Trong mat phang toa do Oxy cho hai diém A(3 ; 4) va B(6 ; 0).

a) Nhan xét gi vé tam gidc OAB ? Tinh dién tich ctia tam gidc dé.

Hinh 107

b) Viét phuong trinh dudng tron ngoai ti€p tam giac OAB.
¢) Viét phuong trinh dudng phan gidc trong tai dinh O clia tam gidc OAB.
d) Viét phrong trinh dueong tron ndi ti€p tam giac OAB.

Trong mat phang toa do, véi méi s6 m # 0, xét hai diém M (- 4 ; m) va

Mz[q-; E)
m

a) Viét phwong trinh dudng thang M| M,.
b) Tinh khodng céch tir g&c toa do O t6i dudng thang M, M,.
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c) Chimg t6 rang dudng thang M, M, luén ti€p xitic véi mot dudng tron 6 dinh.
d) Lay cdc diém A(=4 ; 0), Ay4 ; 0). Tim toa do giao diém I cla hai
dudng thang A M, va A,M,.

e) Chirng minh rang khi m thay déi, I luén luén nim trén mot elip (E) c6
dinh. X4c dinh toa d6 tiéu diém cna elip d6.
\’2 yZ
Cho hypebol (H) c6é phuong trinh E Y = ]
a) Vi€t phuwong trinh cdc dudng tiém cin ciua hypebol (H).

b) Tinh dién tich hinh chir nhét co s& cta hypebol (H).

c¢) Chitng minh rang cdc diém M[S : -%] va N(8 ; 2-\6) déu thude (H).

d) Viét phwong trinh dudng thang A di qua M, N va tim céc giao diém P, Q
cua A vdi hai duong tiém cén cua hypebol (H).
e) Chitng minh rang cdc trung di€ém cta hai doan thang PQ va MN

trung nhau.

Cho parabol (P) c6 phwong trinh yz = 4x.
a) Xdc dinh toa dé tiéu diém F va phuong trinh duong chuin d cta (P).

b) Pudng thang A ¢6 phuwong trinh y = m (m # 0) 14n luot cat d, Oy va (P)
tai cdc diém K, H, M. Tim toa d6 ctia cdc diém dé.

¢) Goi I 1a trung di€ém clia OH. Viét phwong trinh dudng thang IM va
ching té rang dudng thang IM cat (P) tai mot diém duy nhat.

d) Chitng minh rang MI 1. KF. Tir d6 suy ra MI 14 phan gidc clia géc KMF.



HUGNG DAN - PAP SO

Chuong |
2. a) Sai ; b) Bung ; c) Sai ; d) Pung ; e) Pung ;

f) Sai. 3. Cac vecto a, d, v, y cung phuong,

—

cdc vecto i+, u cung phuong. Cac cap vecto
b va u . Cac
cap vec to bang nhau : @ va V ; b va il .
4. a) Sai ; b) Puang ; c) Pung ; d) Sai ; ) Pung ;
f) DBang. 7. Hinh thoi. 9. a) Sai ; b) Ding.
11. a) Sai ; b) Pung ; ¢) Sai ; d) Ding.
12. M, N, P nam trén duong tron (O) sao cho
CM, AN, BP la cdc duong kinh cua (O).
13. a) 100N ; b) S0N. 16. a) Sai ; b) Pung
c) Sai ; d) Sai ; e) Ping. 17. a) Tap rong ;
b) Tap gom chi moét trung diém O cfm AB.

cing huéng : @ va v ; d va y ;

21. |oa+o8B = Ia o8l =

|304 + 408| ‘—OA +2. 503‘
TRy B . W
4 4 7 28

— = = — 1= 1=
22. OM = —OA+00B ; MN = ~—~0A+-OB ;

AN = —OA+—-0OB : MB=-—0A+OB.
2 2

35, AB==d<h : 60 ==guh

B =g 3h : CA=23+P.

—4

26. AA'+BB'+(CC'=0. 27. Ching minh
P_Q.+E+ﬁ E 29. b), c), e) Pung ;
a), d) Sai. 30. @ = (-1 ;0. b = (0 :5),

an
2 2
F=(m;- cos24%. 3L a) it = (2 ; -8) ;

P 2
b) ¥ =(-6;1); ) k=44:1=-06.32 k= =.

33. Cdc ménh dé ding la a), ¢), e) ; Cdc ménh
dé sai la b), d). 34 b) D=(T7:7) ;

e L ¢ = (0,15 1.3).

c) E = [%U] 35. Mi(x, - y), My(—x;y),

M;(=x ;= y). 36. a)Trong tim ctia tam gidc la
GO0;1);b)D=(8;-11):c) E=(-4;-5).
ﬁnt@pchuungl

1. AB+ BC = AC CB+BA=CA
AB+CA=CB ; BA+CB=CA ;
BA+CA=BD (D la diém déi xing cta
C qua diém A) 53‘—('—;1:5

AB - (B = AB + BC = AC ; BC — AB = BE
(E 1a diém sao cho ABCE la hinh binh hanh).
2. OA = OB. 3. S dung dang thic
OA+ OB +0C +0D = 0. 4. a) M la dinh cta
hinh binh hanh ABCM ; N la trung diém

5 3
cuia AD. b) p=—; ¢ = . 8. a) k=—
B 5

6. a) Ching minh AB va BC khong cung
phuong ; b) D=(2;-6);c) E=(-3;-)).
Bai tap trac nghiém chuong I

L (C):2(B):3.(D): 4 (C):35.(A) ;6. (C)
7.(A), 8.(B); 9.(B); 10. (A) ; 11. (C) ; 12. (D);
13. (D), 14 (A) ; 15. (D) ; 16. (B) ; 17. (D),
18. (B); 19. (D); 20. (A); 21. (B); 22. (B); 23. (B).

Chuong Il

. a) [%“E"J[”g] . B L

4
2. a) 25in80° ; b) cose. 4 a.b duong khi hai
vecto @ , b khéc 0 va géc (; h) bé hon 90° ;

im khi hai vecto @ . b khiac 0 va goc (a ., bh)

I6n hon 90° ; bang 0 khi hai vecto a va b
vuong goc. 5. 360°. 6. a 1 al J_ : b) : +2J§.

10. a) Cha y rﬁng hinh clucu clla vecto
AB trén dudng thang Al la vecto AM ;
b) AM.AI + BN.BI =4R>. 12. Tap hop cic
diém M la dutng thang vuéng géc véi OB tai H,
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O la trung diém clia AB, H nam trén tia OB sao

2
k +J3_?

cho OH =—.13.a)k=-40;b) k=%
da

14. a) Chu vi tam giac la 6 + 6\5 , dién tich

1 |
1al18:b)G=(0;1), H=|—;1|,I=|-=:1].
LIRS N (2 ] [4 ]

15. cos A = ;—; A =~ 50°.16. BC =7.17. Ban

Cudng (BC =+f37 = 6,1 km). 19. ¢ ~ 49 ;
¢35 200 R= 35 22. AC = 85T m, BC = 969 m.
24. m, = 6,1. 25. AD = 8,5. 26. AC = 3,8.
29,8~ 163.33.2) C =80°, h=9,1,ax 123;
b)B=75%an23,c=b=45:¢) B = 20°,
a=260 b~ 138;d) A=40%h ~ 2123,

¢~ 1794, 34. a) E—ﬁ: 63°% ¢ = 57 ;

b)ﬂ~338 B~36 ~57°:¢) ¢ = 28,0,

ﬁmn B ~ 39°. 35. )H 43°, B 61%
» 1 b) A=~55, B~ 85° C =~ 40°;

c) A~34° ; Bw 44° E 102°. 36. 6,6 N.

37.17,4 m. 38. 18,9 m.

()nt{apchu’ﬂngll

2. Tap hop cédc diém M cé thé 1a dudng tron,
diém G hodc tap rong tuy theo cdc gid tri clia k.

! ey ] e

4. Bi€u thi cdc vecto qua AB, AB', AC, AC"

. a)BM:m}IO : BN:mE, MN=“‘“0;
. 2 g
54
b) ABMN vuéng cin tai M, §= F;

(."JE

©) I€===; d)R= 6. a) (e f) =

asf10
4

61°56': b)Y m=-4:¢) n = -%. 8. § 16n nhit

khi va chi khi €
R=10:r=4.12.a) AB> + CD? = 88’
b) PA%+ PR’ + PC? + PD’ = 4R .
Bai tap trac nghiém chuong II
L(B);2.(C);3. (A);4(D); 5 (A);6.(B);
7. (B): 8. (D) : 9. (C) : 10. (B): 11. (A): 12. (C):
13. (B) : 14. (A); 15. (C): 16. (C).

=90°.9.8=196;h,=16;
- 40P?
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Chuaong Il
1. Cac ménh dé ding la a), b), ¢) ; Cac ménh dé
2.2) y=0;b)x=0;¢e)y—y=0
d) x —xg=0;

3.2=+51+§=U 4 a)x-2y+1=0;

sai lad), e).

(vg #0) ; €) yot — xqv = 0.

b)2x + y-3=0. 8 ax-y-2=0;

3. a3 : ;
b) M[-:-Z- . —2—] 6. a) Hai duong thang cat nhau

9 21
& diém | — ; b) Hai dudng thang son
i€m [29 29] ) Hai g g song

song ; ¢) Hai dudng thang tring nhau. 7. Céc
ménh dé ding 1a b), d), ), f) ; Cac ménh dé sai
la a), c). 8. Cac ménh dé dung la a), b), d), e).
s , x=-3+3¢
Ménh dé sai la c). 9. a) { " >
y = 3
=4

1-—l+r’

_r+3_

s —3y+ 15=0;Db)

o,
3005
Khéng c6 phuong trinh chinh tac ; x - 4= 0 ;

x =4+ .'.'+4
c) {

y—1

:3x-3y+17=0.

y=1+3% 5 3

2i5 5
10,5y 2t )
1 2

dudng thang song song ; b) Hai duong thang
—-13) ; ¢) Hai duong thé:mg

b)x—2y+9=0.11. a) Hai

cat nhau tai (0 ;

67 56
trt thau. 12. a) 3 ; 1) ; b :
rung nhau a) ( ) ; b) [25 25]
j 2 el | g e ([l
169 169 18 18
14. B = i,i ; D o= E;*E ;

11 11 11 11

¢ = [——;——]. 15. Cic ménh de b),

c), €¢) ding. Hai ménh dé¢ a) va d) sai.

16. 43°36". 17. ax+by+c+iNP +H =0,
ax + by + ¢ - .-‘J'Juz +bh2 =0.18. x + 2yv-14

=0 ; vy - 2= 0. 19 Khong ton tai.
20, A+2)0 =3+ (-1 =0 ;

(I-2)x=3)+(y-1)=0. 21 a) b) va



d) Pung ; c)S’u 22.*1)(1—1) + (yv—=3)
)(.\—1—2) —I—_‘.- =223 a1 s 1), K=

b) I(2

I e 33
R:ZJ:;s—smz véi diéu kien |ml < =

24 (- 3)

3, R =

+_'.'2=8.25. a) (x— I)2+(_\'3— Y=l

@« -5+ @ - 5 =25 b) (x-3)
[ 5]2 25 [ 5]2 25

+Hoy-— =—v1(x+l} Fly-—=| =—.
2) 4 2) 4

6. (1 —2)va[% ——] 27.2) 3v— y+ 2410

=0vadr—vy— 2410 =0;b) 2x— y+ 245 =0
va2v—y- 245 =0;¢) y+2=0vax-2=0.
28, |m + 3| > ZJE : A va ('¢) khong cat nhau ;

lm + 3] = 2410 : tie‘p xtic ; |m + 35| < 2410 :
cat nhau. 29. _2+J_ —E;—Z-FIJﬁ ;
2 2 2

30. a), b) va d) diing ; c) vae) sai. 31. a) Toado
céc tieu diém la (i\/ﬁ; 0) ; Toa dé cac dinh
la (£5; 0) va (0 ; £2). D6 dai true 16n 2a = 10,
do dai truc bé la 26 = 4 ; b) (i-\/g; 0) .

(£3:0)va(0:12):2a=6,2b=4:0) (+J3 : 0),

G2« 0y vA (0 : 1), 20 = 4 26 = 2.
2 i 2 2

3% &) aded 2w EFad =1 s
16 4 20 16

2 2 2
0) —+i-=1. 33 a) MN=| =) =
T ) boae = ol =5

- [3r J_] . Mz[af r}

4 ' 4 4 4

34. ¢ =~ 0,07647. 35. Tap hop diém M la elip

i n _1'2 ‘r—'z
c6 phuong trinh + —

ERG
3 3
ménh dé a), b), d) ding ; c) sai. 37. a) Tiéu diém

Fy(=~+13 5 0), Fy(V13 ; 0). Do dai tue thuc
2a = 6. Do dai truc ao 2h = 4. Phuong trinh

=1. 36. Cac

2

cic duong tiém cin y = ig.\' : b) Tiéu diém

Fi(=3:0), F5(3:0). Bé dai trye thue 2a = 6. Bo

dai truc ao 2h = 8. Phuong trinh cdc dudng tiém

ciny = i%_t : ¢) Hai tiéu di€ém la (—m : 0)
va (/10 ; 0). Do dai truc thuc béng 6, d6 dai truc

ao bang 2. Phuong trinh cac dudng tiém cin
2 2

y = i%_.\'. 38. < e Y R i

o (b=

2 2
2 2 2 2
s y b ¥
9- ol T e L e ] . —_— i —
9% B 16 9 B) 2? 12 :
]3 13
2 2

¢) ——-—=1.42. a), b) va d) sai ; c) ding.
43. a) _\!2 = 12x; b) _‘.-'2 =X;C) _\-'2 %t 44, 2p.

45. d(I ; A) = %AB . Puong tron duong kinh AB

ti€p xtic véi  duong chuin A. 46.

i LR | a) Tieu diém
4 2 4

F(3,5; 0), duong chudn x + 3,5 = 0 ; b) Tiéu diém

F,(—\E : 0), dudng chuan A : x +£— 0.

5

Tiéu di€ém Fy (\E ; 0), duong chuin Ay

.\'—ll:—)—-z 0 ;C)Tiéudiémﬂ(—--dlﬁ ; 0), dudng
V3
5 14 - -
chuan A : x + = 0. Tieudiem F(«/15 ;0),

Jis

dudong chudn A, : i

X — e = 0.

15

On tap chuong I1I
L a) A, Aycat nhau ; b) A [/ Ay ;) A= A

z.a){":_z“k Y+ =10y dM; A)
=] s 2 1 ' '
32
=18;:dN;A)=2;dP;A)=08;Acat hai
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canh MP va NP, khong cat canh MN. d) Goi & va
Blan luot 12 gée gitia A véi Ox va Oy, a= 36"52";
iR 53°8". 3. a) x -y+2>0.b)0'=(-2;2);
2

M= |—-—;
5
=0.5 x+3y-30=0va2x-5y+39=0.

%] . 4ax + by +c— 2axy+ byy+ )

6. a) m < —% hoac m > 0 ; b) Téap hop tam cua
céc dudng tron 1 hai phin chia dudng thang c6 phuong
trinh 2x + y— 1 = 0, ung voix <0 hoac x > % ;

8. 2ay —ay)x +2b —by)y+c -y = 0.
9. a)x+2=0,5x+ 12y - 26=0;b) AT = AT'= 3,

12
TT = ﬁ 10. a) (£) cé hai titu diém (-1 ; 0
va (1; 0): b) (H) cé hai tiéu diém (-3 ; 0) va

3 ; 0 ; (—Jg;U) va (\60)

1. a) 246 <m <246 ; b) m=+26.
12. a) Elip c6 céc tiéu diém (-4 ; 0), (4 ; 0), cdc

dinh (-5 ), (5:;0 va(0;-3),(0;3;
2 2

)L—Lzl o d) ..'v;2+_1|r-'2 881.
16 9 41

Bal tap trac nghiém chuong ITI

L (C); 2. (B); 3. (A); 4. (D); 5. (A); 6. (D); 7. (B);
8. (A); 9.(B); 10. (B) ; 11. (A); 12. (B); 13. (A);
14. (D); 15. (A); 16. (D); 17. (D); 18. (B); 19.
(A); 20. (O); 21. (A); 22. (D); 23. (D); 24. (C).

On tap cudi nam

1. ¢) Pat u=AA"+BB'+CC' ta cé

i AC = 0, ii AB = 0,suyrau = 0 . d) Phin

tich moéi vecto AB|, BC|, C4 thanh téng hai
vecto theo quy tiac hinh binh hanh.

% e i —x —  —
2. a) AM=§AB+§A(‘; CN =—=AB - AC ;

b) 362 = 2c%. 3. a) A = 83°, B = 56°, C =~ 41°
J46 J79 106
b) My =i Mg = w0
3 2 2
";'——-J_ ey Fi= f.R=8f.4.a)Tmn

132

gidc ABC c¢6 A=60°;b) Si dung § = %u.ha

1

= Eh.hh = %c:.hr. S.a)AB':bx+ay—ab'=0,

AB:bx+a'y- va A'B cat nhau

b'
khi Li— hay ah’ - ab # 0, giao diém

b a'

I{uu'(.-’:-'— b)

a'b'—ab

abh=0;Db)AB’

—_—

bb'(a'- o I
Y (a'— ) Ty = ah
a'b'-ab a'b'—ab

cung phuong, hay ba diém
O, I, (" thang hang ; d) a’h’ = 2ab. 6. a) OAB la

tam giac cén tai A, Sgap= 12 : b) (x - 3)?
625

7 2
.":__ = —
8 64
3 2
y— = =
2

-8(y-m) =

suy ra 7 va C'C"'

ce)x-2y=0;d) (x-3)>%+

7. a) (E - m](.r +4)

2

4 m
0 : b) dO:MM,)=4 .
¢) Puong thang MM, luén ti€p xiic véi

duong tron tim O, ban kinh R = 4 ;

2
l - 16 16
d) _,.—Iz__(umz_l : _.,,Izz—m :
+16 m- +16
N -
e) I nam trén elip — +=— = 1. Hai tiéu diém

B =
a) y=— va

(-243; 0) va K243 0). 8.

y==%:0)32;d) (W3-3-6-20¥3+24=0,
xp=8+243,yp=4+43,x5=5-243,
Yo = _—25+‘./3T :

trung diém MN, PQ thi x; = x;. Do I, J
cing thuéc dudng thang MN nén I = .J. 9. a)
F1:0,d:x4+1=0:b)K=(-1:m)),

2
m

H=0:m), M=|—:
(05 m), [4

e) Goi I va J lan luot la

m} ie)dv— Qm_v—i—n:-'z ) s

d) Pudng thang IM cé vecto phdp tuyén

ii = (4 - 2m), KF cing phuong véi ii. Vay
KF LIM.



BANG THUAT NGU

Ban kinh qua tiéu (déi véi elip) 98
Ban kinh qua tiéu (d6i véi hypebol) 105

Biéu thi mét vecto theo hai vectd khéng
cung phudng 22

Biéu thirc toa d6 clia cac phép toan
vectd 28

Biéu thirc toa dé cla tich vé hudng 50
Binh phuong vé huéng clia mét vecto 46

Cc

Cong thic Hé-réong 59
Céng thic hinh chiéu 49
Céng thic trung tuyén 58

D
Dién tich tam giac 59

b

Diéu kién dé ba diém thdng hang 21
Piéu kién dé hai vectd cling phucng 21
Pinh cha elip 100

Binh cla hypebol 106

Pinh clia parabol 111

Pinh li césin trong tam giac 53

Binh li sin trong tam giac 55

Do dai clia vecto 7

Do dai dai s6 26

Pudng cénic 112, 114

Pudng chuan cla elip 113

Pudng chuan cla hypebol 113

Pudng chudn cla parabol 110
Pudng tiém can cla hypebol 107
Pudng tron 91

E

Elip (dudng elip) 96

G
Giai tam giac 61
Gia tri luong giac clia mét goe 41
Goc giltra hai vecto 44
Géc gilra hai dudng thdng 88
Géc toa dod 25

H

Hé truc toa dé 25, 26

Hé sé gbc clia duong thdng 77

Hiéu clia hai vecto 15, 16

Hinh chir nhat co sé (doi véi elip) 100
Hinh chir nhéat co sé (déi véi hypebol) 107
Hoanh dé 27, 40

Hypebol (dudng hypebol) 104

K

Khodng cach tir mot diém
dén mot duong thdng 85

Mat phdng toa dé 26
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N

Nhanh clia hypebol 106

P

Parabol (dudng parabol) 109, 110
Phuong tich clia mét diém

déi véi mot dudng tron 50
Phudng trinh cac dudng phan giac 87
Phuong trinh chinh tac cla dudng thang 82
Phuang trinh chinh tic cla elip 98
Phuong trinh chinh tic clia hypebol 105, 106
Phuong trinh chinh tac cla parabol 110, 111

Phuong trinh dudng thdng theo doan
chan 77

Phuong trinh dudng tron 91

Phuong trinh tham sé cla dudng thdng 80
Phuong trinh tiép tuyén clia dudng tron 93
Phuong trinh t8ng quat clia dudng thdng 75

Q

Quy tac ba diém 12
Quy tac hinh binh hanh 12
Quy tac vé hiéu vecto 16

T

Tam giac Hé-réng 60

Tam déi ximg cla elip 100

Tam d6i xiing clla hypebol 106

Tam sai clia dudng cénic 114

Tam sai cta elip 101

Tam sai cla hypebol 107

Tam sai clia parabol 114

Tham sé tiéu clQa parabol 110

Tich clla mét vecto véi mot sé6 18, 19
Tich vé huéng cla hai vecto 39, 44, 45
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Tiéu cu cla elip 97

Tiéu cu clia hypebol 104

Tiéu diém clia dudng cénic 114
Tiéu diém cda elip 97

Tiéu diém clia hypebol 104

Tiéu diém cla parabol 110

Toa dé clia mot diém 25, 28

Toa dé clia vecto 25, 26

Toa @6 clia trong tdm tam giac 29
Toa d6 trung diém clia doan thdng 29
Téng hai vecta 9, 10

Tung d6 27, 40

Truc 4o 106

Truc bé 100

Truc ddng phuong clia hai dudng tron 119
Truc déi xing cha elip 100

Truc d6i xiing clia hypebol 106
Truc déi x(ng cha parabol 111
Truc hoanh 26

Truc 16n 100

Truc thuc 106

Truc toa do6 25

Truc tung 26

Vecto 3, 4

Vecto bang nhau 7
Vecto chi phuong 80, 81
Vectd cung huéng 5, 6
Vectd cung phuong 5
Vecto déi 15, 16

Vectd - khong 5

Vectd ngudc hudng 6
Vectd phap tuyén 75
Vectd vudng goc 44

Vi tri tuong d8i cha hai dudng thdng 78



MUC LUC

Trang
Chuong |- VECTO
§1. Cac dinh nghia 4
§2. Téng clia hai vectd 9
§3. Hiéu cla hai vecto 15
§4. Tich clia mét vecto véi mot sé 18
§5. Truc toa do va hé truc toa do 25
On tap chuong | 32
Chuong Il - TICH VO HUGNG CUA HAI VECTO VA UNG DUNG
§1. Gia tri luong giac clia mét géc bat ki (tir 0° dén 180°) 40
§2. Tich vé hudng clia hai vecto 44
§3. Hé thirc lugng trong tam giac 53
On tap chuong I 68
Chuong Il - PHUONG PHAP TOA DO TRONG MAT PHANG
§1. Phuong trinh t8ng quat clia dudng théng 75
§2. Phudng trinh tham sé cltia dudng thdng 80
§3. Khoang cach va gbéc 85
§4. buong tron 91
§5. buong elip 96
§6. Budng hypebol 104
§7. Budng parabol 109
§8. Ba dudng conic 112
On tap chuong Il 115
Bai tap 6n cudi nAm 126
Huéng dan - Dap sé 129
Bang thuat ngir 133
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