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HAM sd LUDNG GHAC VA PHUDNG TRINH LUTONG GIAC

HAM SO LUQNG GHAC VA
Chuong 4 PHUTNG TRINH LUDNG GHIC

Tiép tuc phén gid tr] luong gidc va cdc cing thic fuong gide duoc hoc trong chuong cudi
clia Dl s8 10, chuong ndy cung cdp kién thic vé ham sd lugng gldc va céch gidi phuong
trinh lgng gidc . O day chi ydu cdu gidi thanh thao céc phuong trinh ¢o béan va nhimg
phuong trinh b&c nhét va béc hai d6i v&i mot ham s6 luong gidc.

Khéc véi nhimg ham s8 dé duoc hoc trude day, cdc ham s8 y=sinx, y =cosx, y=tanx
vd y =cot x1a nhimg ham sd tuén hoan. C4c ham sd nay gap nhiéu trong cc mdn khoa
hoe Ung dyng (Vat If, Hod hge, ...)




HAM SO LUONG GIAC

I - bINH NGHIA

Trude hét, ta nhac lai bang cdc gid tri lugng gidc cua cdc cung dic biét.

Cung
s ) L ki i n
e 6 A 3 )
uong giac
1
sin.x 0 — £ £ 1
2 2 2
1
Ccos X 1 ﬁ £ = 0
2 2 2
: 3
tan.x 0 — 1 J?_,
3
cot.x “ J’;‘ 1 £ 0
3
1
a) Sr dung may tinh bd Ui, hay tinh sin.x, cos x véi x |4 cac sé sau :

B 15599 4555,
2

b) Trén dudng tron luong giac, vaéi diém goc A, hay xac dinh cac diém M ma sé do cla

cung Ar;ipf bang x (rad) tuong (hg da cho & trén va xac dinh sinx, cosx (1dy 7T = 3,14).
1. Ham sé sinva ham sé césin

a) Ham so sin

O 16p 10 ta da biét, c6 thé dat tuong ting méi s& thire x véi mot diém M duy

m ~
nhat trén dudng tron lwong gidc ma s6 do cua cung AM bang x (rad)
(h.1a). Diém M c6 tung d6 hoan toan xdc dinh, dé chinh 13 gi4 tri sin x.



a ey = = ¥ T~ . » ¥ = -
Biéu dién gia tri cua x trén truc hoanh va gia tri cua sinx trén truc tung, ta dugc

Hinh 1b.

Y

Bl

a)
Hinh 1

Quy tac dat twong ttng moi s6 thue x véi s6 thure sinx

sin: R >R

X — y=sinx

dwoc goi 1a ham s6 sin, ki hiéula y = sinx.

Tap xdc dinh cua ham s6 sinla R .

b) Ham s6 cosin
L

B

I
N

a)
Hinh 2

Yi
ginxf-------- ':M
|
: P
O X X
b)
Yi
COS X _________IM"
:
0 X r.x
b)

Quy tac dat trong tng moi s6 thue x véi s6 thue cosx

cos: R > R

X = ¥y =CO05X

dwoc goi 12 ham sé césin, ki hiéula y = cosx (h.2).

Tap xdc dinh ctia ham s6 césinla R,



2. Ham s6 tang va ham sé cétang

a) Ham sé tang

Ham s6 tang 13 ham s6 duoe xdc dinh béi céng thire

Sin x

y= (cosx # 0),

COS X

ki hiéula y = tanux.

~ - n =] - T[ e A » . hd -~
Vi cosx # 0 khi va chi khi x # 7 + k7 (k € Z) nén tap xac dinh cua ham
s6 y = tanx la

D= R\{%Jrkﬂ,keZi}.

b) Ham s6 cotang

Ham s6 cétang 13 ham s6 dwoc xdc dinh boi céng thire

COS X ;
Yi=i— (sinx # 0),
sin x

ki hiéu la y = cot x.

Vi sinx # 0 khi va chi khi x # kn (k € Z) nén tip x4c dinh clia ham sé

y = cotx la
D=R\{kn, ke Z}.

% 2
Hay so sanh cac gia fri sin.x va sin(—x), cos x va cos(—x).

NHAN XET

Ham s6 y = sinx 14 him s6 1&, hAm s6 y = cos x 14 ham s6 chan,
tir d6 suy ra c4c him s6 y= tanx va y= cotx déu 13 nhitng him s6 1é.

II - TINH TUAN HOAN CUA HAM SO LUGNG GIAC

% 3
Tim nhiing s6 7 sao cho fix + T') = fix) véi moi x thudc tap xac dinh clia cac ham sé sau :
a) f(x) = sinx ; b) f(x) = tan.x.



Nguwdi ta ching minh duoge rang T = 271 1A s6 dwong nhd nhit thod man
dang thic

sin(x + T) = sinx, Vx € R (xem Bai doc thém).
Ham s6 y = sin x thoda mén dang thitc trén duoce goi 14 ham sé tudn hoan véi
chu ki 2m.
Twong twr, haim s6 y = cos.x 12 ham s6 tuan hoan véi chu ki 27.

Cdc hAm s6 y= tanx va y = cotx ciling 1a nhimg ham s6 tuin hoan, véi chu ki .

III - SUBIEN THIEN VA PO THI CUA HAM SO LUONG GIAC

1. Ham sé y=sinx
Tir dinh nghia ta thiy ham s6 y = sinx :
e Xac dinhvéimoix € R va-1 <sinx<1;
e LAhimso 1é ;
* LA ham s6 tuan hoan vai chu ki 2m.
Sau day, ta s€ khao sat sur bién thién ctia ham sé y = sin.x.

a) Su bién thién va do thi ham sé y = sinx trén doan [0 ; 7]

; " E o
Xét cac s6 thue xy, xy, trong d6 0 < xy <, < o Dat x3 =1 — xy, x4 =71 — xq.

Biéu dién ching trén dudng tron luong gidc va xét sinx; twong ing (i = 1, 2, 3, 4)

B’ a) b)
Hinh 3

. o x| 5 w ;
Trén Hinh 3 ta thay, véi x;, x; tuy ¥ thude doan [0 : E] va x; < X, thi sin x| < sinx,.

H ” ~ ﬂ 5 = .
Khi dé x5, x4 thudc doan [5 ; 'n} va x3 < x4 nhung sinx3 > sinxy.



2 o p % iy . ! % ; g = Tl
Vay ham s6 y=sinx dong bién trén | O ; — | va nghich bién trén | — ; n |.
1y ) g > gh 5

Bang bién thién :

1
y = sinx / \‘
i 0 0

D6 thi ctia him s6 y = sin.x trén doan [0 ; 7] di qua c4c diém (0 ; 0), (x; ; sinxy),

(x5 ; sinx,), [% : l) , (X35 s1nx3), (x4 ; sinxy), (1 ; 0) (h.3b).
CHU Y

Vi y = sinx 12 ham s6 1& nén 14y d6i xitng d6 thi ham sé trén
doan [0 ;7] qua goéc toa d6 O, ta duoc dé thi him s6 trén doan

[-m ; 0].
D6 thi ham s6 y = sinx trén doan [-7 ; ©] dwoc biu dién trén
Hinh 4. vi

Hinh 4
b) Po thi ham s6 y=sinx trén R
Ham s6 y = sinx 12 ham s6 tuan hoan chu ki 21 nén véi moix € R ta cé
sin(x + k2n) = sinx, k€ Z.

Do d6, muén cé dé thi haim s6 y = sinx trén toan bo tap xdc dinh R, ta tinh

ti€n lién ti€p d6 thi him s6 trén doan [-7 ; 7] theo cdc vecto v = (27 ; 0)

va —v = (=27 ; 0), nghia 14 tinh ti€n song song vdi truc hoanh ting doan
c6 do dai 2m.



Hinh 5 duéi day 14 d6 thi hAm s6 y = sinx trén R .

4
X

2n
Hinh 5
c) Tap gia tri cia ham s6 y =sinx
Tir d6 thi ta thay tAp hop moi gi4 tri cia hAm sé y=sinx 1a doan [-1 ; 1].

Ta néi tdp gida tri ciia hAm s6é nay 1a [-1 ; 1].
Ham sd y = cosx

Tir dinh nghia ta thiy ham sé y = cosx :

* Xac dinhvéimoix e R va—-1 <cosx<1;
¢ L3 ham sé chan

* La ham s6 tudn hoan véi chu ki 27.

V&imoi x € R ta c6 dang thirc
; 'n
sm[x + —] = COSX.
2
5 # = # = = a - - - o . — T[
Tir d6, bang cach tinh tién doé thi ham sé y = sin x theo vecto u = [—5 : 0}

gl T T W, 5 ; ]
(sang trai mot doan c6 do dai bang > song song v&i truc hoanh), ta duge doé

thi cia ham s6 y = cos.x (h.6).

Hinh 6
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Tir d6 thi cia ham sé y = cosx trén Hinh 6, ta suy ra :
Ham s6 y = cos.x déong bién trén doan [ ; 0] va nghich bién trén doan [0 ; 7].
Bang bi€n thién :

y = cosx B / \_1

Tép gid tri cia ham s6 y = cosx la[-1 ; 1].

D6 thi ctia cdc him s6 y= cosx, y= sinx duoc goi chung 1a cic duong hinh sin.
Ham sd y=tanx

Tir dinh nghia ta thiy ham s6 y = tanx :
: T
* Coétip xac dinh la D = R\{E-I—kﬂ,k € Z} :

e LA hAmso 1é ;

e La ham s6 tuan hoan véi chu ki 7.

Vi vy, dé xét sir bi€n thién va v& d6 thi cia him s6 y = tan x, ta chi cin xét sur
o . 5 i~ - = kL n * w -~ K > T[ & ~t ~

bién thién va v& dé thi ciia ham s6 nay trén nira khoang[{} : E} , sau do lay déi
; . " o s . W, 5

Xtrng qua goc toa do O, ta duge do6 thi ham sé trén khoang & : =,

Cuéi ctung, do tinh tuan hoan véi chu ki m nén dé thi ham s6 y = tanx trén D

g, AERA isis ; | I e B
thu duogce tir dé thi ham s6 trén khoang [— >y ; E) bang cach tinh tién song
song v4i truc hoanh tirg doan c6 d6 dai bang .

_ ; " ; 5 < T
a) Su bién thién va do thi ham s6 y = tanx trén nua khoang{ﬂ' : ?}

~ . -2 - > F (s N
Tir bi€u dién hinh hoc cua tanx (h.7a), vé1 x, xy € {O : 5} AM| = xy,

N S -
AM, = xp, AT1= tanx, AT2 =tanx,, ta thiy :

X < Xy = tanx; < tanx,.



L e - 7 = % » a~ - At ~ L 3 T[
Diéu doé chimg to rang, ham s6 y = tan x dong bién trén nira khoang {0 : 5] :
4 tang

MYy

b)
Hinh 7
Bang bién thién :

1 (s
4 2

/ i
1

}F = ta['l. X /
0

o~ - = ot " ~ » ki T[ w
Dé v& d6 thi him s6 y = tanx trén nira khoang {0 : EJ ta lam nhw sau :

Tinh gia tri cua ham s6 y = tanx tai mét s6 diém dac biét nhu x = 0, x = g,
T i i — T | i
Xx=—,x=—, .. r16i xdc dinh cic diém (0 ; tan 0), [— : tan—], [ ; tan—
4 3 6 4

T T .
[E » tang] , ... . Ia c6 bang sau :

x 0

il
6
g | A3

3

i
3

|

y = tanx

L | V3

pros: g . . # y n : 5 me s
P6 thi ham s6 y = tanx trén nira khoang {0 : 5] di qua cac diém tim dwoc.

11



# = = % o T[' bt % . » e . s
Nhin xét rang khi x cang gan 5 thi déthi ham s6 y = tanx cang gin

dudng thang x = % (h.7b).

b

b) P6 thi ham s6 y=tanx trén D

Vi y = tanx 12 him s6 1é nén d6 thi him
s6 cd tam déi xirng l1a gbc toa do O.
LAy d6i xitng qua tAm O d6 thi ham s6

» o ﬂ
y = tanx trén ntra khoang {0 ? 5] , ta

(M

duge d6 thi ham s6 trén nira khoang

]

Tir d6, ta duoc d6 thi him s6 y = tanx trén

el el el el

. mT T e 8 ;
khoang (— E - 5] Ta thay trén khoang Hinh 8

niy, hAim sé y = tanx déng bién (h.8).
Vi ham s6 y = tanx tudn hoan v&i chu ki 7 nén tinh ti€n dé thi him s& trén

a 1[ 1[ & n 5 # ~ 5 "
khoang (— 2 : 5] song song vai truc hoanh tirng doan c6 dé dai m, ta dugce

d6 thi ham s6 y = tanx trén D (h.9).

1 I y"L 1 1
/: : | :

: : : :

: l : :

: ; i :
A - =’ 0 =X, T ' 3m "
5 Z, 2 y 2

: : : :

| 1 1 ]

\ : ; |

Hinh 9

* Tap gia tri cia ham s6 y = tanx la khoang (- ; +¢).



Ham sd y = cotx

Tir dinh nghia ta thiy ham s6 y = cotx :

* Cotip xdc dinh 1A D= R\ {kn, ke Z} ;
e Li hAimso 1é ;

* L3 him s6 tuian hoan véi chu ki m.

Sau day, ta xét sur bién thién va dé thi ciia ham s6 y = cotx trén khoang (0 ; m),
roi tir dé suy ra dé thi ctia hAm s6 trén D.

a) Su bién thién va do thi him sé y = cotx trén khoang (0 ; 7)
Véi hai sé6 x; vd x; saochoO<x;<x;<m tacéd 0<x)— x <m. Dodd

COs Xy COS X9

cotxy — cotxy =
! 2 sin X sin Xo

SIN X5 COSX| — COS Xy SIN X

sin x| sin.x,

sin{x, — x
= — % - V) > 0
sin.xy sinx,

hay cotx| > cotux,.

Vay him s& y = cotx nghich bién trén khoang (0 ; 7).

Bang bi€n thién :
yi

’n
bz 0 -
> oI

+00
y = cotx \;g \
o

—ao0

(1

Hinh 10 biéu dién dé thi him s6 y = cot x
trén khoang (0 ; m).

R TN .| .
=Y

Hinh 10
13
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b) P6 thi clia hAm sé y= cot x trén D

D6 thi ham s6 y = cotx trén D dwrge biéu dién trén Hinh 11.

Vi
1 I 1 1
1 ] I 1
1 I 1 1
1 L] 1 1
1 I 1 I
1 ] 1 1
1 ] 1 1
1 I 1 1
1 L] 1 1
1 n I 1
1 1 1 1
1 I 1 1
1 I 1 1

-2r!  3n 1! - 0 s T 3m 2n!  x
1 I 1 1
1 2 I 2 2 1 2 1
1 I 1 1
1 ] 1 1
1 n 1 1
1 I 1 1
1 I 1 1
1 L] 1 1
1 ] ] 1
1 L] 1 1

Hinh 11

Ap gia tri cua ham s6 y = cotx 1a khoang (- ; .
* T3 tri h ) tx lakt o0 ; 400

-~

BAI POC THEM

HAM SO TUAN HOAN

| - BINH NGHIA VA Vi DU

1. Pinh nghia
Ham sé y = fix) cb tap xac dinh D dugc goi 1a ham sé tudn hoan,
néu ton tai mét sé T = 0 sao cho véi moi x € D ta cé :
ayx-TeDvax+TeD,;
b) fix + T) = fix).

S6 T duong nhé nhat thod man cac tinh chat trén dudc goi l1a chu ki
clia ham s8 tuan hoan dé.

2. Vi du

Vi dy 1. Ham sé hang f(x) = ¢ (¢ 1a hang s&) la mét ham sé tuan hoan.
Véi moi s6 duong T ta déu cd fix + T) = fix) = ¢. Tuy nhién khéng c6 sé duong T
nhoé nhat thod man dinh nghia nén ham sé tuan hoan nay khéng cé chu ki.



Vi dy 2. Ham phan nguyén y = [x] da dugc néu trong Pai s6 10.
Ta xét ham y = {x} xac dinh bdi : {x} = x — [x]. Né dugc goi l1a ham phan |é cla x.
Ch&ng han, {4,3}=43-4=0,3;
{-43}=-43-(-5)=0,7.
Ta chimg t& ham y= {x} 1a ham tudn hoan véi chu ki 1a 1.
Thatvay, {x+1}=x+1-[x+1]=x+1-[x]-1=x—-[x]={x}.

D6 thi cla ham sé y = |x} dudc biéu dién trén Hinh 12. Nhin vao dé thj ta thay
ham sé cé chu ki bang 1.

Hinh 12

3. P6 thi cua ham sé tudn hoan

Gia slr y = f(x) |1a mdét ham s& xac dinh trén D va tuan hoan véi chu ki T.
Xéthaidoan Xy =[a:a+T]vaXy=[a+T ;a+2T]véia €D.

Goi (C'y) va (C5) lan lugt la phan cla d6 thj ing véi x € X va x € X,, ta tim méi
lién heé gidta (C;) va (C) (h.13).

Yi
(Cy) (C2)
Ty
;] DHOEE 40 & M
| r 1%
------ D Ry (eI A TEEEPIeY
1 1 % ’1‘5‘1'
’ : ! : ‘\ # :
l' 1 : I -2 1
! I ! i l
] [ g e
0 a Xg ia+T xo+T La+2T *
I i :
I 1
: T : T I

Hinh 13
Lé’y Xp bat ki thuéc Xl thi Xg + T e Xz.

15
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Xét hai diém M| va M |an lugt thudc (C) va (Cy), trong dé

_t'l = IU

M (xy ; yp) VOi
1(xg 1 yp) vai {y,=f(tg);

M5 (x5 ; yy) VOi
2 {yff(rgﬁ):f(re).

Tacd MM, =(xp—x; 5y —yp)=(T;0)=v (vkhéng déi).

Suy ra M, la anh cla M trong phép tinh tién theo vecto v . Vay "(C5) la anh cla
(C) trong phép tinh tién theo vecto v".

Tur d6, muén vé dé thi ctia ham sé tuan hoan chu ki T, ta chi can vé dé thi cia ham sé
nay trén doan [a ; a + T, sau d6 thuc hién lan luct cac phép tinh tién theo cac vecto

—

v, 2¥, .., vacacvecto —v, —2v, ... ta dudc toan bd dé thi clla ham sé.

Il - TINH TUAN HOAN CUA HAM SO LUGNG GIAC

1. Tinh tudn hoan va chu Ki clia cac ham sd y=sinx va y=cosx

PINH LI 1

Cac ham s6 y = sinx va y = cos.x 1a nhimg ham sé tuan hoan véi
chu ki 2x.

Chuing minh. Ta chimg minh cho ham sé y = sinx (trudng hop ham sé y = cosx
dudc chimg minh tuong tu).

Ham sé y = sinx ¢ tap xac dinh 1a R va véi moi sé thuc x ta cé
x-2ne R, x+2ne R, (1)
sin(x + 2m) = sinx. (2)

Vay y = sinx 14 ham s6 tudn hoan. Ta ching minh 2x 14 s8 duong nhd nhat thoa
man cac tinh chat (1) va (2).

GidslcésdTsaocho0<T <2rvasin(x+7T)=sinx, Vxe R.

Chon x = % ta dugc

Siﬂ[E-FTJZ sii:lE =1 cosT=1.
2 2

Piéu nay trai gia thiét0 < T < 27.
Vay 2n 1a sé duong nho nhat thod man tinh chat (2), nghia 1a 2x 14 chu ki cla
ham sé y=sinx. ®



.

2. Tinh tudn hoan va chu ki ctia cdc ham sd y= tanx va y= cotx

PINH LI 2

Cac ham s6 y = tanx va y = cot.x 14 nhimg ham s& tuan hoan véi
chu ki x.

Chung minh. Ta chimg minh cho ham sé y = tan.x, (trudng hop ham sé y = cot x
dudc chiing minh tuong tu).

Ham sé y = tanx c6 tap xac dinh D = R \ {ng km, k € Z}

Véimoixe Dtacox—rne Dvax+relD, tan(x + ) = tan.x.

Vay y=tan xlaham s& tuén hoan. Ta ching minh & 1a chu ki cla ham s& nay.
Gidslrc6s6Tsaocho 0 <T < mvatan(x + T) = tanx, Vx € D.
Chonx=0thixe Dvatan(0 +T)=tan0 = 0.

Nhung tan = 0 khi va chi khi a=kn, ke Z,do d6phdicdé T =kn, k € Z . Diéu
nay méau thuan véi gia thiét 0 < T < .

Vay chu ki clla ham sé y=tanx la . m

Béil tap

i

; i % B 2 o f . g
Hay xdc dinh cac gia tri ctia x trén doan [—ﬂ ;— | dé ham s6 y = tan.x :

a) Nhan gid tri bang 0 ; b) Nhan gid tri bang 1 ;
c) Nhén gia tri duong ; d) Nhén gia tri am.

Tim tap xac dinh ctia cdc ham s6 :

g = 1 +.cosx : g ’l + cosx :
SIN.X |l — cosx
b i
c)y=tan| x — —| ; d) y= cot| x +—|.
)= ol x-3) = co x5

Dua vao dé thi ciia him s6 y = sinx, hiy v& d6 thi ctia ham s6 y = [sinx|.

Chitng minh rang sin 2(x + km) = sin 2x véi moi s6 nguyén k. Tir d6 vé dé thi
ham s6 y = sin 2.

17
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\ 5 . " - - ” . . > T 1
Dua vao doé thi ham sé y = cos.x, tim cic gia tri cua x dé cosx = 5
Dira vao dé thi hAm s6 y = sinx, tim cidc khoang gi4 tri clia x dé hAm s6 dé
nhéan gia tri duong.

Dura vao dé6 thi hAm s6 y = cos.x, tim cdc khoang gid tri ctia x d€ ham sé dé
nhéan gia tri am.

Tim gia tri 16n nhit cua cdc ham s6 :

a) y= 24fcosx +1 ;

b) y= 3—~2sinx.

PHUONG TRINH LUCGNG GIAC CO BAN

1

Tim mét gia tri cGa x sao cho 2sinx — 1 = 0.

Trong thue t€, ta gap nhimg bai todn dan dén viéc tim tat ca cdc gid tri cua x
nghiém ding nhirng phwong trinh nao doé, nhw

3zinZe+2=0
hoac 2cosx+tan2x - 1 =0,
ma ta goi la cac phweng trinh luwong giac.

Giai phiwong trinh luwong gidc 13 tim tat ca cdc gii tri cha 4n s6 thod man
phuong trinh di cho. C4c gia tri ndy 13 s6 do cta cic cung (gbéc) tinh bang
radian hoac bang dé.

Viéc gidi cic phwong trinh lwong gidc thudng dwa vé viée giai cdc phurong
trinh sau, goi la cic phuwong trinh luong gidc co ban :

sinx = a, cosx = @, tanx —a, cotx = a,

trong dé a 12 mot hang s6.



1. Phuong trinh sinx=a

A

2
Cb gia tri nao cha x thod man phuong trinh sinx = -2 khéng ?

Xét phuong trinh sinx = a. (1)

gin §

Truong hop lal > 1

Phuwong trinh (1) vé6 nghiém, vi |sin,t'| =]
v3i moi x.

Truong hop lal <1

VEé dudng tron luong gidc tam O, truc
hoanh 1a truc césin, truc tung la truc sin.
Trén truc sin iy diém K sao cho OK = a.
Tir K ké dudng vuéng gée véi truc sin, cat B
dudong tron lugng gide tai M va M d6i
xttng véi nhau qua truc sin (néu |a| = 1
thi M trung vé1 M') (h.14).

Hinh 14

- - > s =2 m *, m ] b a7 7 # 2
Tir do ta thiay s6 do cua cac cung lwgng giac AM va AM' la tat ca cac nghiém
ctia phwong trinh (1).

= - > -, m -
Goi a 1a s6 do bang radian cia mét cung luong gidc AM , ta cé
% ,
sdAM = a+k2n, ke Z ;

sdAfA}' =n-a+k2n, ke Z.
Vay phuong trinh sinx = @ ¢6 cac nghiém la
=4 ke Z;
x=n—a+k2n, keZ

! T
W e
2

Néu s6 thue @ thoa man diéu kién ¢ 2 thi ta vi€t @ = arcsin a
sina = a
(doc 14 ac-sin-a, nghia 14 cung c6 sin bang «). Khi d6, cdc nghiém cla
phuong trinh sinx = a duoc viét 1a
x=arcsma + k2n. ke Z
vaix=m— arcsina + k2n,. k € Z.
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CHU Y

a) Phwrong trinh sin x = sin &, v6i a la mét s6 cho trude, ¢ cic
nghiém la

x=a+k2n, ke Z
va xX=m-a+k2n, ke Z.
Téng quat,

x) = g(x) + k2m, keZ

sinf{x) = sin g(x) & i) = gl

f(x)=m—gx)+k2n, k € Z.
b) Phuong trinh sinx = sinﬁu c6 cac nghiém la

x=B°+k360°, ke Z

va w=180" = g7+ B360°, ke Z.
¢) Trong mot cong thifc vé nghiém cta phuong trinh luwong
giac khéng dwoe dung déng thai hai don vi dé va radian.
d) Cac trudong hop dac biét :

* a= 1 : Phuwong trinh sinx = | ¢6 cdc nghiém la
L
x=—+k2n, ke Z.
2
* a= -1 : Phuong trinh sinx = -1 ¢6 cac nghiém la
x= —% +kom ke Z.

* a= 0 : Phrong trinh sinx = 0 ¢6 cdc nghiém la

x=kn, ke Z.

Vidu 1. Giai cdc phuong trinh sau :

) 1 , |
a) sinx = — ; b) sinx = —.

2 5

Giai

s 1 L . .M
a) Vi 5 = smg nénsinxy = — < sinx = sin—.

Vay phuong trinh c6 cic nghiém la

x:%+k2n,ke ¥ 98 g 'n—%+k2‘n:%ﬂ+k2ﬂ,ke 7.



1

= 5 . 1 - = ” #
b) Ta ¢6 sinx = 3 khi %= arcsmg. Vay phuong trinh sinx = — c6 cac

2
5

nghiém la

b s =arcs'u1% +k2n. ke Z va X=T— arcsiné +k2n . ke Z.

3
ﬁGiéi cac phuaong trinh sau :
V2

| i
a) sinx=— b) sin(x +45°%)= ——.
) = ) sin( ) 5

2. Phuong trinh cosx=a

gin

Truong hop |a| >1

Phuong trinh cos x = @ v6 nghiém

V1 |cosx| < 1 v61i moi x.

Truong hop la] <1

Twong tu treong hop phuong trinh A’
sinx = a, ta lay diém H trén truc coésin
sao cho OH = a. Tit H ké dudng
vubdng gbc vai truc codsin, cat dudng
tron lwong gidc tai M va M' do6i

xting v&i nhau qua truc césin (néu
lal = 1 thi M = M) (h.15).

Hinh 15

- - > - . m - ﬁl b ! b} -
Tir do6 ta thay s6 do cua cdc cung luong gidc AM va AM' la tit ca céc

nghiém cua phwong trinh cosx = a.
* n - X . k) = 2 % #
Goi & la s6 do bang radian cua mét cung luwong giac AM ,tacd:
Ia"
sdAM = a+k2n, ke Z ;

N
sdAM' =—-a+k2n, ke Z.

Viy phuong trinh cos x = @ c6 cac nghiém la

x=xa +k2n, ke Z.
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CHU Y
a) Phuwrong trinh cos x = cos @, v6i e la mot s6 cho trude, cé cac
nghiém la
x=xa+k2n, k € Z.
Téng quat, cos f(x) = cosg(x) & f(x)=+g(x)+k2n k€ Z.

b) Phwong trinh cosx = cos #° ¢6 cdc nghiém la
x=+B°+k360°, k € Z.
c¢) Néu s6 thue @ thoa man céc diéu kién
D@
{cosa =a
thi ta vi€t & = arccosa (doc 14 ac-césin-a, ¢6 nghia 13 cung cé

cosin bang a). Khi d6, cdc nghiém cta phuong trinh cos x = a
con duoc viét 1a

x=tarccosa+ k2n. k e Z.
d) Cac truong hop dac biét :
¢ a= 1 : Phwong trinh cosx = 1 c6 cac nghiém la
x=k2n,k € Z.
* a= -1 : Phuong trinh cosx = -1 ¢6 cac nghiém la
X=Tm+k2n,k € Z.

* a= 0 : Phrong trinh cosx = 0 ¢6 cdc nghiém la

x:%+MJEZ

Vidu 2. Giai cdc phuong trinh sau :

L2

9) CosX= cos% 3 b)cos3x= —— ;

c) cosx = l : d) cos(x + 600) = ﬂ
3 2

Giai

a) cosSX = cos% L3 x=+ % +k2n. k e Z.



JE 3n

b) Vi —— = cos— nén
3, 4

cos3x = ——2 & cos3x = 0083_11 5 ¥ =ik %ﬂ + k21
n 2m
Sx=trt—+k—., ke Z ;
4 2

<:>A\':iarccosl§ +k2n, ke Z ;

1
C) cosx = —
) 3

d) Vi 72 = cos45° nén

cos(x + 60°) = g < cos(x+ 60%) = cos45° & x + 60° = + 45° + k360°

x =-15% + k360°
= (ke Z). m

x =-105° + k360°

4
%Giéi cac phuong frinh sau :
NE)

1 2
a p R b) cosx=—; c x+30M)=—.
) cosx 5 ) cosx - ) cos(x ) 5
3. Phuong trinh tanx=a
Diéu kién ctuia phuong trinh 13 x # % +kn (ke Z).

Can cit vao d6 thi hAm sé y = tan x, ta thiy v6i mdi s6 @, d6 thi hAm s6 y = tan x
2 ~ Z . ’, . 7 ” N ” . - . ?
cat duong thang y = a tai cac diém c6 hoanh dé sai khac nhau mét béi cua =«

(h.16). Y|
7 ¥ ¥ i i
| ::—Fm :: ::’.Jt ::
! i 2-n/ iy i
1 =21 x, - 2n! X, =% +n! 2%/ % +2x! X

Hinh 16
23
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Hoanh d6 ctia méi giao diém 13 mét nghiém cta phuong trinh tanx = a .

Kl 5 5 A = = 7 P s~ = " T[ T[
Goi x; la hoanh d6 giao diém (tanx| = a) thoa man di€u kién 5 <X % 5

Ki hiéu x; = arctan a (doc 1a ac-tang-a, nghia 1a cung cé tang bang @). Khi dé,

nghiém cua phwong trinh tanx = @ 1a

X = arctana + kn, k € Z.

CHU Y

a) Phwong trinh tan x = tan @, véi @ 12 mot s6 cho trwde, cé cac
nghiém la
x=a+kn ke Z.

Téng quét, tan f(x) = tang(x) = f(x) = g(x) +kmn, k € Z.

b) Phwong trinh tanx = tan 8° ¢4 céc nghiém 1a
x=pB°+k180° ke Z.

Vidu 3. Giai cic phuong trinh sau :

a) tanx = tan% x b) tan 2x :—15 : c) tan (3x + 150) :\5.
Giai

a) tanx:tan% e X % +kn, k e Z.

b) tan 2x = —% €3 2= arctan[—%] + km

S y= larc‘[an[—l] + ki, ke Z.
2 3 2

¢) Vi 4f3 = tan60° nén tan(3x + 15°) = 4f3 < tan(3x + 15°) = tan 60°
< 3x+15°=60° + k180° & 3x = 45° + k180°
Sx=15°+4k60°kc Z. m

5

Gidi cac phuong frinh sau :
a)tanx=1; b)tanx=-1; c) tanx= 0.



4, Phuong trinh cotx=a

Diéu kién ctia phurong trinh 1A x # kn, k € Z.

Can ctt vio d6 thi haim s6 y = cot x, ta thdy véi méi s6 a, dudng thing
y = g cat d6 thi hAm s6 y = cot x tai cdc diém c6 hoanh do6 sai khdc nhau
mot béi cuaw (h.17).

Hinh 17
HoAnh d6 clia mébi giao diém 14 mo6t nghiém chia phwrong trinh cot.x = a.
Goi x; 12 hoanh d6 giao diém (cot.x; = a) thoa man diéu kién 0 < x| < 7.
Ki hiéu x; = arccota (doc 1a ac-cétang-a, nghia la cung cé cétang bang a).

Khi dé, cic nghiém cua phwong trinh cotx = a 12

x = arccota + kmn, k € Z.

CHUY
a) Phwong trinh cot.x = cot @, v&i @ 1a mot sé cho trude, co cac
nghiém la

x=a+kn, ke Z.
Téng quat, cot f(x) = cotg(x) = f(x) = g(x) +km, ke Z

b) Phuong trinh cotx = cctﬂu c6 cac nghiém la

x=pB"+k180° ke Z.
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Vidu 4. Giai cdc phuong trinh sau :

a) cotdx = cot 2Tﬂ -

bB) cot 3x=-2;

c) cot(2x — 10%) = L_

NE)
Giai
a) cotdx = u::t;:|t2—‘]I 3y = E +hkn < x = l—F kE, k e Z.
1 1 14 4
b) cot 3x = -2 < 3x = arccot(-2) + km

L l arccot(-2) + ki, k € Z.
3 3
c) Vi e cot 60° nén
NE)

cot(2x - 10%) = & cot(2x — 10%) = cot 60°

1
J3
& 2x—10°= 60° + k180°

>x=35+k90%kec Z =

6
ﬁeiéi cac phuong frinh sau :

a)cotx=1; b) cotx=-1; c) cotx=0.

GHI NHO

Mo6i phuong trinh
snx—a(la <1) :cesx=a(lal< 1) ;:tanx—a zcotx—= @
cd vo s6 nghiém.

Giai cdc phwong trinh trén 1a tim tdt ca cdac nghiém cia ching.
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BAI POC THEM

GIAl PHUONG TRINH LUONG GIAC CO BAN
BANG MAY TiNH BO TUI

Cé thé sir dung may tinh bd tii (MTBT) dé giai cac phuong trinh luong giac co
ban. Tuy nhién, d&i véi phuong trinh sinx = ¢ may chi cho két qua |3 arcsina véi
don vi 1a radian ho3c da dugc d8i ra d6. Luc d6, theo cong thirc nghiém ta viét
cac nghiém la

x=arcsina + k2n. ke Z
va x=T— arcsina + k2n, k € Z.
Tuong tu, déi véi phuong trinh cos x = @ may chi cho két qua 1a arccos a, d8i Vi

phuong trinh tan.x = @ may chi cho két qué 1a arctana.

Vi du. Dung MTBT CASIO fx — 500 MS, gii cac phuong trinh sau :
a) sinx=0,3 ; b) cos_\':—% : c) tan x = V3.
Giai
MODE
a) N&u muén cé dap sé bang dé thi bAm ba lan phim _ réi bAm phim [ 1 ¥

man hinh hién ra chir D. Sau d6 bam lién tiép
SHIFT

Dong thir nhat trén man hinh hién ra sin | 0.5 (cé nghia 1a arcsin 0,5) va két qua &
dong th( hai 1a 30°0°0 (aresin 0,5 da dudc ddi ra do).
Vay phuong trinh sinx = 0,5 c6 cac nghiém la
x=30°+£k360°, keZ
va x =180° - 30° + k360° = 150° + k360°, ke Z .
b) Bam lién tiép
[ cos JIEER[AR] o JOS]E=N]o

Dong thir nhat trén man hinh Ia cos | — (1 21 3) (cé nghia la arccos [— %j ) va két qua

& dong th(t hai 1a 109°28'16.3" (amcos[— %] da dugc di ra do).
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28

i
Vay phuang trinh cosx = 5 cé cac nghiém la x =~ + 109°28'16" + k360°, k € Z.
SHIFT

¢) Bam lien tisp (D (E (K (00 (00 G

dong th(r nhat trén man hinh 1a tan” '3 (cd nghia la arctan-\/g} va két qua &
dong ther hai 12 60°0°0 (arctany/3 da dugc d8ira da).

Vay phuong trinh tan.x = J3 6 cac nghiém lax=60°+ k180°, k € Z. m

CHU Y
a) D& gidi phuong trinh sinx=0,5 véi két qua 1a radian, ta bam ba
HNODE
14n phim (I réi b&m phim BEI, man hinh hién ra chir R.

SHIFT
sau dé, bam lien tiep () (EI3 (8 (50 B (=28
ta dugc két qua gan dung 1a 0,5236 (arcsin 0,5 = 0,5236).
Vay phuong trinh sinx = 0,5 c6 cac nghiém la
x=0,5236 +k2T, ke Z
va x=n— 05236 +k2w, keZ.
b) Pé gidi phuong trinh cotx=a bang MTBT, ta dua vé giai phudng

. 1
trinh tanx =—.
a

Bai tap
Giai cdc phurong trinh sau :

a)sin(x + 2) = 13 ! bl sn3e= 13}

. [ 28 m : \/_?_)
c) Slﬂ[—— —):0; d) sm(?:r+20°}: ——
3 3 2
V&i nhitng gia tri ndo cua x thi gia tri ctia cdc ham s6 y = sin3x va y = sinx
bang nhau ?

Giai cdc phuong trinh sau :

]

a)cos(.r—l)ZE; b)cos?).r:coleO;

c) c:(::ns[ﬁ - E] = —l : d) cos 22\: = l
2 4 6, 4



. 2 cos2x
4. Giai phuong trinh L =)
| —sin2x

5. Giai cdc phwong trinh sau :
a) tan(x — 150) :g : b) eot(3x—=1) = —\E :
c)cos2x tanx=0; d) sin 3x cotx = 0.

" Gk e I - T
6. V&1 nhitng gia tri nao cua x thi gia tri cua cac ham s6 y = tan[— = x] va

y = tan 2x bang nhau ?
7. Giai cdc phwong trinh sau :

a) sin3x - cosS5x=0; b) tan3x tanx = 1.

MOT sO PHUONG TRINH LUONG GIAC
THUONG GAP

I - PHUONG TRINH BAC NHAT DOI VOI MOT HAM SO LUGNG GIAC

1. Pinh nghia

Phuwong trinh bdc nhdt d6i v6i moét ham sé luwong gidc 1a
phuong trinh c6 dang

at + b =0, (1)

trong d6 a, b 1a cic hang s6 (a # 0) va t 1a moét trong cic ham
s6 lrong giic.

Vidul
a) 2sinx — 3 = 0 1a phwong trinh bAc nhit d6i véi sinx.

b) Btanx+1=01a phrrong trinh bic nhat déi vdi tanx.

1
ﬁeiéi cac phuong frinh trong Vidu 1.
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30

Cach giai
Chuyén v€ r6i chia hai vé& clia phuong trinh (1) cho a, ta dia phwrong trinh (1)
vé phuong trinh luong gidc co ban.

Vidu 2. Giai cdc phuong trinh sau :

a) 3cosx+35=0; b) \ECOL\'—BZ 0.
Giai

a) Tir 3cosx + 5 = 0, chuyén v€ ta c6

3cosx =-— 3. (2)

Chia hai v& cua phuong trinh (2) cho 3, ta dwoc cosx =— % ,

5 ;
Vi - = < —1 nén phuong trinh da cho v6 nghiém.

b) Tiur Jg cotx — 3=0, chuyén v€ ta c6
V3 cotx = 3. (3)
Chia hai vé&€ cua phuong trinh (3) cho JS_’, ta dugc cotx = J?_J ;

y || . T i
Vi \B: cotg nén cotx = J§ &opolx = cotg S x=—+kn, ke Z. 1

Phuong trinh dua vé phuong trinh bac nhat déi véi mét ham sé
lugng giac

Vi du 3. Giai ciac phwong trinh sau :

a) Scosx — 28in2x=0; (4)
b) 8sinx cosx cos2x = —1. (5)
Gidi
a) Ta co Scosx — 2sin 2x = 0 <> Scos x — 4sinx cosx =0 < cosx(5 - 4sinx) =0
cosx =0
=
5-4sinx = 0.

s
ccosx=0xv=—+kn, ke Z.



o e dgmx= 0SS dsmx= S & smx=

vO nghiém.

vi — > 1 nén phuong trinh nay

| w
+=|w

; o
Vay phuong trinh (4) c6 cac nghiém la x = 5 +kn, ke Z.

b) Ta cé

8sinxcosxcos2x=—-1 < 4sin2xcos2x = -1 < 2sindx=-1

. |
o 45 413 14 By i —5 =

4x=-2 4 kom
6

n

dx = — + k21

—

2 keZ) m

II - PHUONG TRINH BAC HAI DOI VOI MOT HAM SO LUONG GIAC

1. Binh nghia

Phurong trinh bac hai d6i véi mot ham s6 lwrong gidc 1a phwong
trinh c6 dang

atz +bt+c=0,

trong dé a, b, ¢ 12 cdc hang s6 (a # 0) va r 12 moét trong cdc
ham s6 luong giic.

Vidu4

v i i ; % % ; i g e
a) 2sin " x + 3sinx — 2 = 0 l1a phuwong trinh bac hai déi véi sinx.

2 n o " il Lt
b) 3cot x— Scotx— 7= 01la phwong trinh bac hai déi véi cotx.

2
ﬂ@iéi cac phuong frinh sau :

2 s
a)3cos x—3dcosx+2=0;

b) 3tan2 X— Z\Etan_r+ 3=0.

2. Cach giai

Dat biéu thite lwong gide 1am 4n phu va dat diéu kién cho 4n phu (n€u cd)
réi giai phwong trinh theo 4n phu nay. Cuéi cung, ta dwa vé viée giai cdc
phuong trinh lwong gidc co ban.

Al



Vidu 5. Giai phrong trinh
25in2%+\/§sin%— o e

- - o . -Y Rl - - A
Giai. Dat sin— =  v6i diéu kién

~l1<r< (),
ta dugc phuong trinh bac hai theo ¢

2B 20, (1)
- # . = - JE ? ¥
Phuong trinh (1) c6 hai nghiém # = —\E VA 1) = 9 nhung chi cé

2 ; oy : i
ty = £ thoa man diéu kién (¥). Vay ta c6

:%+k2‘n G %+k4ﬂ

& Come (ke Z). m
3m m

= —+k2m X =—+kdn
4 i 2

3. Phuong trinh dua vé dang phuong trinh bac hai ddi véi mét
ham sé lugng giac

A
Hay nhac lai :

a) Cac hing dang thic luong giac co ban ;

b) Céng thirc cong ;

¢) Coéng thic nhan dai ;

d) Céng thirc bién déi tich thanh téng va téng thanh tich.

Cé nhiéu phwong trinh lwong gidc ma khi giai c¢6 thé dwa vé phuong trinh
bac hai d6i v6i mét ham s6 lugng gidc. Sau day 1a mét sé vi du.

Vidu 6. Giai phrong trinh

6cos 2.1' + 3sinx - 2=0. (2)
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. s Al 2 . 2 - ~
Giai. Bién doi cos x = | — sin"x, ta dua phuong trinh (2) vé dang
_ 6sin’x + Ssinx + 4 = 0.
Dat sinx = ¢ véi diéu kién —1 <r < 1, ta duge phuwong trinh bac hai theo ¢

_ 62+ 5t+4=0. (3)

5

Phwong trinh (3) ¢6 hai nghiém f; = — va 1, = —% nhing chi ¢6 t, = —%

3
thoa man diéu kién. Vay ta cé

. | . . T
sinx = —— < sinx = sin| - —
) 6

x=— % +k2m
& " (keZ) =
X = —+k2m
& 6
Vidu 7. Giai phrong trinh
\Etanx — bcotx + 2~/_ s Foesif), (4)

Giai. Diéu kién cua phirong trinh (4) 1a cosx # 0 va sinx # 0.

Vicoty = nén phrong trinh (4) cé thé viét duéi dang
tan.x
6
J?_atan.\'— +2\/§—3:O,
fanx
hay —J?_)tanz.r + (2\/_ - 3)tanx - 6= 0.

Dat tanx = 7, ta duoc phuong trinh béac hai theo ¢
B+ 3 -3)i-6=0 (5)

Phuong trinh (5) ¢6 hai nghiém : #; = \5, t =-2.

. > ‘n T[
Véi 1 = \E ta cO tanx = \E & XS tz—mE ES = E +kin, ke Z
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Véity=—-2tacdtanx=-2 <> x = arctan(-2) + km, k € Z.

CAc gia tri nay déu thod man diéu kién néu trén nén ching 13 cdc nghiém
ctia phuong trinh (4). =

4
ﬁ@:iéi phuong trinh 300326_\' + 8sin3x cos3x— 4 = 0.
Vidu 8. Giai phrong trinh

- 2 ] 2
2sin " x — 3sinx cosx — cos x=—2. (6)

Giai. Trude hét, ta thiy néu cos.x = 0 thi phuong trinh (6) ¢6 vé trdi bang 2, con

v€ phai bang -2, nén cos x= 0 khong thoa min phuong trinh (6). Vay cos.x # 0.

5 X . 3 T & 2
Vi cosx # 0 nén chia hai vé€ cua phuong trinh (6) cho cos "x, ta dwoc

tan’x — Stanx - 1 = — & 2tan’x — Stanx — 1 = -2(1 + tanz,r).

cos X

Ta dwa duoe phuong trinh (6) vé phwrong trinh bac hai theo tanx

413112.1' — 5Stanx+1=0

tanx = 1

L=
tan.x

4
T
T
v {afix= 1< x= Z +kn. ke Z.
1 1
* tanxy = — < x = arctan— + kn, k € Z.
4 4
Vay phuong trinh (6) c6 cac nghiém la
XN . + km
A
1
va B arctanz +kn(keZ) u
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III - PHUONG TRINH BAC NHAT BOI VOI sinx VA cosx

1. Cdéng thirc bién ddi biéu thirc asin x + bcos x

A

Dua vao cac coéng thiic cong da hoc :
sin(a +bh) = sinacos b + sinhcosa ; cos (a4 +b) =cosacosbh — sinasinb ;
sin(a — b) = sinacos b — sinhcosa ; cos (@ —bh)=cosacosh + sinasinbh

; 5 T . T _ ; . &
va két qua cos:: sm: = 72 hay ching minh rang :

a) sinx +cosx = '\ECOS[.\' - ;j : b) sinx —cosx = -\;Esin[x - E] ;

- a - , . 2 2 -
Trong truong hop téong quat, véia + b # 0, ta cod

asinx + bcosx :\f + h — ] | | —COS Y |.
\/a + b \/ + h

2 2
y a b ko e
Vi [—] + (—} =1 nén c6 mot géc & sao cho

\}az + b2 \}(12 + b2

= Cc0S &, ——— = SIn a.

a
‘\}(12 + b? Na? + b’
e T .. ’ 2 2 (i sdiide)
Khi d6 asinx + bcosx = ¥a~ + b” (sinxcosa + cosxsina

= \p‘az B sin(x + &) .

Viay ta c6 cong thirc sau

asinx + hcosx = ‘q‘az + b2 sin(x + &), (1)
ol o - a sin o b
VOl COS O = === Vi SIl O = ——=—x—,
\/az 4 B ‘0(12 Iy

2. Phuodng trinh dang asinx+ bcosx=c¢

Xét phuong trinh asinx + bcosx = c, (2)
véia, b,c € R ; a, b khong déng thoi bang 0 (a2 b 0).
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Néu a = 0, b # 0 hoac @ = 0, b = 0, phwong trinh (2) c6 thé dwa ngay vé
phuong trinh lwong gide co ban. Néu a # 0, b # 0, ta 4p dung céng thire (1).

Vi du 9. Giai phurong trinh
sinx + y3cosx=1.

Giai. Theo céng thire (1) ta c6

sinx + 43 cosx = 1’1 + (-\E)2 sin(x + &) = 2sin(x + ),
NG

. L 2 g . ;
trong d6 cos o = > sina = 5 - Tir do lay a = o thi ta c6

: ; m
sinx ++f3cosx = 25111[.\: + E]

Khi dé
sinx + s3cosx=1 & 'Zsin[r + E] =] B o sin[x+£j =2 l
3 3 2
: [ 'n] oM
< sin| x +— | = sin—
3 6
.\'+%:£+k2’n s
Lo J p e
b cqgetipn |x=litnkez) m
s 3 6 : 2

ﬁ 6
Giai phuong frinh J3sin3x—cos3x = /2.

Bai tap
1. Giai phrong trinh
o #2 z
sin " x— sinx= 0.
2. Giai cdc phuwong trinh sau :

a) 2cos’x — 3cosx +1=0 - b) 2sin 2x + J‘Esin A= 0.
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3. Giai cdc phrong trinh sau :

a)sinzg— 2cos%+ 2=0 = b) 8(:052.\‘ +2sinx—7=0;

2
c) 2tan x+ 3tanx+1=0; d) tanx — 2cotx+ 1 = 0.
4. Giai cdc phuong trinh sau :
a) 2sin 2% + sinx cosx — 3cos>x = 0 ;

. 2 y 2
b) 3sin “x — 4sinx cosx + Scos x =2 ;

s 2 ; 2 |
c) sin x +sin2x — 2cos x = 5 1

d) 2c052.r = 3\/?_1 sin2x — 451112.1' — o I3
5. Giai cdc phwong trinh sau :

a) coSX — ‘\Esin.\' = \E . b) 3sin3x — 4cos3x=95;

c) 2sinx + 2cos.x — J_ = Uz d) Scos2x + 12sin2x - 13 = 0.
6. Giai cdc phuwong trinh sau :

a) tan(2x + Dtan(3x — 1) =1 ; b) tanx + tzm[.\' + %] =1

LS

BAI POC THEM

BAT PHUONG TRINH LUONG GIAC

Ta chi xét cac bat phuong trinh Iuong giac co ban. Pé 1a nhitng bat phuong trinh
dang sinx > a (ho#c sinx > a, sinx < a, sinx < q), trong d6 a 1a mét sé thuc tuy v.
Ta cling xét nhiing bat phuong trinh tuong tu déi véi cac ham sé cos x, tan.x, cot x.

| - BAT PHUONG TRINH sinx > a
Néu a = 1 thi bat phuong trinh sinx > @ vé nghiém, vi sinx < 1 v8i moi x.

Néu a < —1 thi moi sé thuc x déu la nghiém cla bat phuong trinh sinx > a, vi sinx = —1
vd@i moi x.

Al
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Ta xét fruong hop —1 <a < 1 théng qua vi du sau.
Vi dy 1. Giai bat phuong trinh

sin.x > g (1)

Gidi. Vé duong tron lugng giac tam O.
Trén truc sinldy diém K sao cho

2

— 2
OK == (h.18)

Ké tir K dudng thdng vuéng goéc véi truc
sin, cat dudng tron tai hai diém M va M. B'

- m e P - e
R0 rang, néu cung AD c6 s6 do thoa man
bat phuong trinh (1) thi D phai nam trén

cung MBM' va ngudc lai. Hinh 18
Y T
Tacosd AM = 7 +k2n, ke Z va

5
sd AM' - 37“ riom ke Z.

i 2o —— : ; LA

Vay nghiém cua bat phuong trinh sinx > 7 la

%+k21’[<_‘.’<% +k2n, ke Z. =

Chu y. Biém cudi cia cung cb s6 do |a nghiém cla bat phuong trinh sinx < T

phai ndm trén cung M'B'M va ngudc lai (h.18). Khi d6, nghiém clia bat phuong
trinh l1a

kM & [%+ 211:] + k2T

hay Ll +k2m <x < %T + k27, (k € Z).

Il - BAT PHUONG TRINH cosx < a
Néu a < —1 thi bat phuong trinh cos x < a vé nghiém.

Néu a = 1 thi moi sé thuc x déu |a nghiém cla bat phuong trinh cosx < a.

Ta xét truong hop -1 <a < 1 thong qua vi du sau day.



Vi du 2. Giai bat phuong trinh

(2)

2
cosxy £ — —.
2
Gidi. Trén truc césinldy diém H cé hoanh
2 ; ;
do Ia —g. Ké tir H dudng thdng vuéng

géc véi truc césin, cat dudng tron luong
giac tai hai diém M va M' (h.19).

) i ) 4 cosin
R6 rang, néu cung AE c6 sé do thoa man
bat phuong trinh (2) thi £ phai ndm trén

cung MA'M' va ngudc lai. Vay nghiém
clia bat phuong trinh da cho la

%“ il JT“ rm ke Z. ® Hinh 19

; 2 v
Chu y. Bat phuong trinh cos.x > _T co nghiém la

5 3

s + k2t <x < [_11:+ 211] + k27
4 4

5t

11
hay T+ 2nt<x< TTE +k2n.k e Z.

Il - BAT PHUONG TRINH tanx > a
Vé&i moi sé thuc a, bat phuong trinh tanx > a luén ¢é nghiém.
Ta xét vi du sau day. n 4 tang

Vi dy 3. Giai bat phuong trinh

tanx > 1. (3)

|

Gidi. L4y trén truc tang diém 7 sao cho Al = 1.
N&i OI cat dudng tron luong giac tai M va M’

¥

s 4 0 A
(h.20). Néu cung AE cb sd do thod man bat
phuong trinh (3) thi diém E phai ndm trén mot %
trong hai cung MB va M'B' va nguoc lai. B’
Vay nghiém cla bat phuong trinh (3) 1a

g+kﬂ£_r<;+kn(!¢e Z) n Hinh 20
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Chui y. Nghiém clia bat phuong trinh tanx < 1 14

) +kmt<x< % +km k € Z.

IV - BAT PHUONG TRINH cotx < a A
Véi moi sé thuc a, bat phuong trinh cotx < a M cbta;g
déu cé nghiém. £
Ta xét vi du sau day. 3
Vi dy 4. Giai bat phuong trinh L 0 T
cotx < L (4) M
7 e

Gidi. Lay diém J trén truc cétang sao cho 3 B
E— 1 ” &5 ~ 4 iy 2
BI = T Noéi JO cat ducng tron luong giac tai

3 Hinh 21

hai diém Mva M' (h.21).

- m ra ~t - - ~ 5 5 - . w - n
Néu cung AF c6 s6 do thoa man bat phuong frinh (4) thi diém F phai nam trén mot
trong hai cung MA' vaM'A va ngudc lai.

Vay nghiém clia bat phuong trinh (4) 1a

%+kn£x<n+kn,ke Z. B

, . L o
Chua y. Nghiém cla bat phuong trinh cotx >— la

NE)

kﬂ<.r<§+kn,ke Z.

On tép chuong |
a) Him s6 y = cos 3x ¢6 phai 12 ham s6 chan khéng ? Tai sao ?
~ ’ n e Ll B ~ a1 P A .
b) Ham s6 y = tan| x + i c6 phai la ham so6 le khéong ? Tai sao ?
Can ctt vao dé thi ham s6 y = sinx, tim nhitng gid tri ciia x trén doan
3n g —
[—? :2n | dé ham s6 dé :

a) Nhan gi4 tri bang -1 ; b) Nhan gia tri am.



3. Tim gia tri Ié&n nhit cia cdc ham s6 sau :

a) y = ,IQ(I +cosx) +1 ; b)y= 3sin(.\' - %] =

4. Giai cdc phwong trinh sau :

: 2 . 3 1
a)sin(x+1)=—; h) Bt 26s — &
3 2
2 X 1 [ m j
122 i d) tan| — + 12x | = —+f3.
c) co >3 ) tan ™ X
5. Giai cdc phuwong trinh sau :
a) ZCosz.r =~ 3cosx+1=0; b) 2531112:( + 15sin 2x + 90052,1' = 20
c) 2sinx + cosx =1 ; d) sinx + 1,5 cotx = 0.

Baii t&p trdc nghiém

Chon phwong an diing :

6. Phuong trinh cos.x = sinx ¢6 s6 nghiém thudéc doan [- m ;] 14 :

(A)2; (B) 4; (©)5; (D) 6.
7. Phwong trinh b = tan2x c6 s6 nghiém thudc khoang [0 : EJ la
cos2x 2
(A2 (B) 3 ©4; (D) 5.

A ? g k4 - - - 2 .
8. Nghiém duong nho nhat cua phuong trinh sinx + sin2x = cosx + 2cos™x la:

L 2m s s

A) —; B) —: C) —: D) —.

( )6 (B) 3 ( )4 ( )3

9. Nghiém 4m 16n nhat cua phuong trinh 2tan® x + Stanx +3=0 1a:
Sm

T i i
A) ——; B) == B - D) ——.
(A) 5 (B) ik (©) = i (D) e

10. Phuong trinh 2tanx — 2cot x — 3 = 0 ¢6 s6 nghiém thudc khoang [—g : ‘n) la:
(A)1; (B) 2; (C)3; (D) 4.
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TA HOP-XAC SUAT

Chuong HTG HOP-XAC SUAT

Chuang nay cung cip nhiig kién thic co ban nhit v& Dai s&6 hop va Lf thuyét

XA suét.

Phén thir nh&t bao gm quy tdc cfng va quy tdc nhén, céc khai nidm, cdc cong

thitc v8 hodn vi, chinh hgp va 16 hop. C4c bai todn ndy thudng gdp trong Todn tng
dung. Ngoai ra, cing thic khai trién nhj thic Nit-ton va cac 4p dung cla n ciing

duge irinh bay.

Phén tiép theo cung cip nhiing khéi niém mé dau va cac cdng thix don gian nhét

clia LI thuyét xéc sudt, mdt linh vyc quan trong cla Todn hoe, c6 nhiu ing dyng
thye 1.




QUY TAC PEM

Trong Dai s6 t6 hop, c6 nhiéu tap hop hitu han ma ta khéng dé dang xic
dinh duoc s6 phan tir ctia ching. D€ dém s6 phan tir clia cdc tap hop hitu
han dé, ciing nhurr dé xay dung cic cong thiic trong Dai s6 t6 hop, ngudi ta
thuong st dung quy tic céng va quy tac nhan.

S& phin tir cua tap hop hitu han A duoc ki hiéu 14 n(A). Ngudi ta
cling dung ki hiéu |A| dé chi s6 phin tir ctia tip A. Chang han :
a) Néu A = {a, b, ¢} thi s6 phan tir cua tap hop A 1a 3, ta viét
n(A) = 3 hay |A| =% 1
NG A={l,2. 5.4 5.6. 7 8,9},
B=1{2,4,6, 8} (tap hop cic s6 chan cta A),
thi AN = 1,3, 5, 7.9}
— S6 phan tir cta tAp hop A 1A n(A) = 9.
— S6 phan tir ctia tAp hop B la n(B) = 4.
— S6 phan tir ctia tAp hop A \Bla n(A\B)=35.

I- QUY TAC CONG

Vi du 1. Trong mot hop chira
sdu qua cAu trang duoc dinh

? 8 g
s6 tir 1 dén 6 va ba qua cau den @ @ @ @ @ @
duge danh s6 7, 8, 9 (h.22). Co

bao nhiéu cach chon mét trong

cdc qua cau iy ? Hinh 22

Giai. Vi cdc qua ciu trang hoac den déu duoc dinh s6 phan biét nén moi
l1an 14y ra mot qua ciu bat ki 1 mot 14n chon. Néu chon qua trang thi c6 6
cdch chon, con néu chon qua den thi cé 3 cich.

Do d6, s6 cach chon mét trong cdc qua cau la 6 + 3= 9 (cach). m
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QUY TAC

Mot cong viéc duoc hoan thanh bdi mét trong hai hanh
déng. Néu hanh déng nay c6é m cach thuc hién, hanh déng
kia ¢6 n cdch thuc hién khong tring véi bat ki cdch nio cua
hanh déong thit nhat thi céng viéc d6 c¢6 m + n cich thue hién.

1

ﬁTrong Vi du 1, ki hiéu A la tap hop cac qua cau tring, B la tap hop cac qua cau
den. Néu méi quan hé gilra sé cach chon mét qua cau va sé cac phan tir cla hai
tap A, B.

Quy tac cong dugc phat biéu & trén thue chit 14 quy tac dém s6 phan tir clia
hop hai tap hop hitu han khéng giao nhau, duoc phat bi€u nhu sau :

Néu A va B la cdc tdp hop hitu han khéng giao nhau, thi
n(A v B) = n(A) + n(B).
CHUY

Quy tac cong cé thé md rong cho nhiéu hanh déng.

- s . . ~ A }. e
Vidu 2. C6 bao nhiéu hinh vuéng trong Hinh 23 ? —
” . 5 2 g sl y lem
Giai. R6 rang, chi c6 thé c6 cac hinh
vuoéng canh | ecm va 2 cm. Ki hiéu A 1a
tap hop céc hinh vuéng cé canh 1 cm va B
la tip hop cac hinh vuéng c6 canh 2 cm. Hinh 23

ViAnB=J,A U Blatip hop cac hinh vuéng trong Hinh 23 va n(A) = 10,
nB)=4nénn(AuB)=n(A)+n(B)=10+4 = 14.
Vay c6 tit ca 14 hinh vuéng. =

1 al
£ ~ a
II - QUY TAC NHAN 2 al
Vidu 3. Ban Hoang c6 hai 40 mau khac nhau va 3 a3
ba quan kiéu khac nhau. Hoi HoAng c6 bao nhiéu
cdch chon mot bé quéan 4o ? L B
Giai. Hai 40 duoc ghi chit @ va b, ba quan b
duge dénh s6 1, 2, 3. 2 b2
Dé chon moét bé quan 4o, ta phai thuc hién lién 3 3
ti€p hai hanh déng :
Hanh doéng I — chon do. C6 hai cich chon (chon @ hoac b).  Hinh 24
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Hanh déng 2 — chon quan. Ung véi mébi cdch chon 40 ¢6 ba cich chon quan
(chon 1, hoac 2, hoac 3).

Két qua ta c6 cdc bo quan do nhu sau : al, a2, a3, b1, b2, b3 (h.24).
Vay s6 cdch chon mét bd quan 4012 2 . 3 = 6 (cdch). =
Téng quat, ta cé quy tdc nhdn san day.

QUY TAC

Mot cong viéc duoc hoan thanh béi hai hanh déng lién tiép.
Néu c6 m cach thuc hién hanh déng thit nhat va itng véi
moi cidch dé cé n cich thuc hién hanh déng thit hai thi cé
m.n cich hoan thanh céng viéc.

2
ﬁﬂr thanh phé A dén thanh phé B c6 ba
con dudng, tr B dén C c6 bén con
dudng (h.25). Hoi c6 bao nhiéu cach di A B G

tr A dén C, qua B ?
Hinh 25

CHITY
Quy tac nhan cé thé md rong cho nhiéu hanh déng lién tiép.

Vidu 4. C6 bao nhiéu sé dién thoai gém :

a) Sau chir s6 bat ki ?

b) Sau chir s6 1€ ?

Giai

a) Vi moéi s6 dién thoai 13 mét diy gém sdu chit s6 nén dé 1ap mot s6 dién

thoai, ta cin thuc hién sdu hanh dong lua chon lién ti€p cac chit s6 d6 tir 10
chits80.1.2,3,4.5,6. 1. 8,9.

C6 10 cach chon chit s6 dau tién.

Tuong tu, c6 10 cdch chon chit s6 thit hai ;

C6 10 céich chon chit s6 thit sdu.

Viy theo quy tac nhan, s6 cdc s6 dién thoai gém sdu chir s6 12

10.10. ... .10 = 10° = 1 000 000 (s0).

6 thiia s6

b) Twong tir, s6 cic s6 dién thoai gébm sdu chir s6 1& 1a 5°= 15625 (s6). ™
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Bdi tap

Tir c4c chirs6 1, 2, 3, 4 ¢6 thé 1ap duoc bao nhiéu sé tr nhién g6m :

a) Mot chir s6 ? b) Hai chir s6 ? c) Hai chir s6 khac nhau ?

Tir cdc chirsé 1, 2, 3, 4, 5, 6 ¢6 thé 1ap dirge bao nhiéu s6 tur nhién bé hon 100 ?
Céac thanh phé A, B, C, D duoce néi véi nhau boi cic con dudng nhr Hinh 26,
Hoi :

a) C6 bao nhiéu cich di tir A d€n D ma qua B va C chi mét 14n ?

b) Cé bao nhiéu cich di tir A d€n D r6i quay lai A ?

Hinh 26

Cé ba kiéu mat déng hé deo tay (vuéng, tron, elip) va bén ki€u day (kim
loai, da, vai v nhwa). Hoi ¢ bao nhiéu cidch chon mét chiée déng hé gém
moét mat va mét day ?

HOAN VI - CHINH HOP - TO HOP

I- HOAN VI

1
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Binh nghfa

Vidu 1. Trong mét tran béng da, sau hai hiép phu hai déi van hoa nén phai
thire hién d4 luan lvu 11 m. Mét déi da chon dwoge nam cau tha dé thue
hién dd nam qua 11 m. Hay néu ba cich sap xép d4 phat.

Gidi. Dé xic dinh, ta gid thi€t tén ctia nam cdu tha dwoc chon 13 A, B, C,
D, E. Dé t6 chitc d4 luan luwu, huan luyén vién can phin céng ngudi di thit
nhAt, thi hai, ... va két qua phan coéng 13 mo6t danh sich ¢é thit tr gém tén
ctia nam ciu thi. Chang han, n€u viét DEACB nghia 1a D d4 qua thi nhat,
E da qua thit hai, ... vA B d4 qua cudi cung.



C6 thé néu ba cach t6 chite d4 luan lvu nhu sau

Cach 1 : ABCDE.

Cach 2 : ACBDE.

Cdch 3 : CABED. B

Moéi két qua cua viéc sap thit tu tén ctia nam cau thu da chon dwoc goi 1a

mot hodn vi tén cia nam cAu tha.

DINH NGHIA

Cho tap hop A gém n phan tir (n > 1).

Moéi két qua ctia sur sap x€&p thit tur #» phan tir cia thp hop A
dwoc goi 1a mot hedn vi ctia n phan tir dé.

1
ﬁHéy liét ké tat ca cac s6 gém ba chif s6 khac nhau tir cac chirsé 1,2, 3.

NHAN XET

Hai hodn vi cia n phan tir chi khdc nhau & thir tw sap xé&p.

Chang han, hai hodn vi abe va ach cua ba phan tir a, b, ¢ 1a
khéc nhau.

2. S& cac hoanvi

Vidu 2. C6 bao nhiéu cich sap x&p bén ban An, Binh, Chi, Dung ngéi vio
mo6t ban hoc gém bén chd ?

Gidi. Dé don gian, ta vi€t A, B, C, D thay cho
tén clia bén ban va viét ACBD dé mé ta cach
xép ché nhu Hinh 27.

a) Cdch thir nhat : Liét ké. Hinh 27

CAc cdach sap x€p chdé ngdi duge 1iét ké nhur sau
ABCD,ABDC, ACBD,ACDB, ADBC, ADCB,
BACD,BADC, BCAD,BCDA, BDAC,BDCA,
CABD, CADB, CBAD, CBDA, CDAB, CDBA,
DACB, DABC, DBAC, DBCA, DCAB, DCBA.

A7



48

Nhuw vay c¢é 24 cdch, mbi c4dch cho ta modt hodn vi tén cta bén ban va
nguwoc lai.

b) Cdch thit hai : Dung quy tac nhan.
— C6 bén cdch chon mot trong bén ban dé xép vao ché thit nhat.

— Sau khi di chon mét ban, con ba ban nira. C6 ba cach chon mét ban xép vao
ché thi hai.

— Sau khi da chon hai ban réi con hai ban nira. C6 hai cidch chon mo6t ban ngéi
vao ché thit ba.

— Ban con lai duge x€p vao chd thit twr,
Theo quy tac nhén, ta ¢6 s6 ciach x€p chd ngdi la

4.3.2.1=24(cich).m

Ki hiéu P, 1a s6 cdc hodn vi cia n phan tir. Ta ¢6 dinh i sau day.

DINH LI

P, =nn—1)..2.1.

Chirng minh. Dé lap dirgc moi ho4n vi clia # phan tir, ta ti€n hanh nhr sau :
Chon mét phan tir cho vi tri thit nhat. Cé n cach.

Sau khi chon mét phén tir cho vi tri thit nhit, cé n — 1 cdch chon moét phin
tir cho vi tri thit hai.

Sau khi da chon n — 2 phan tir cho n — 2 vi tri dau tién, cé hai cich chon
mot trong hai phan tir con lai dé xé€p vao vi tri thit n — 1.
Phan tir con lai sau cung dwoc x€p vao vi tri thi n.

Nhrr vay, theo quy tac nhan, ¢é n(n — 1) ... 2.1 két qua sap xé&p thit tw n
phan tir dd cho.

Vay
P,=n(n-1)..21. =



CHU Y

Kihi¢un(n—-1) ...2.1 la n! (doc la n giai thira), ta c6

B =yl

n

2
%Trong gid hoc mén Gido duc quéc phong, mét tiéu ddi hoc sinh gém mudi ngudi
duoc xép thanh mét hang doc. Héi ¢ bao nhiéu cach xép ?

II - CHINH HOP
1. Pinh nghia

Vidu 3. M6t nhém hoc tip cé nam ban A, B, C, D, E. Hiy ké ra vai cAch phan
céng ba ban lam true nhéit : mét ban quét nha, moét ban lau bang va mét ban
sap ban ghé.

Giai. Ta c6 bang phin céng sau day.

Quét nha Lau bang Sap ban ghé
A C D
A D C
[ B E

Moéi cdch phan céng néu trong bang trén cho ta mét chinh hop chap 3ctia5. m

Mot cich téng quit, ta ¢6 dinh nghia sau day.

DINH NGHIA

Cho tap hop A gébm n phan tir (n = 1).

K&t qua cua viéc 14y k& phan tir khdc nhau tir n phén tir ctia tp
hop A va sap x€p ching theo mét thit tr ndo dé duoce goi la
mot chinh hop chdp k ciia n phan tw da cho.

3
ﬁTrén mat phang, cho bén diém phan biét A, B, C, D. Liét ké tat ca cac vecto khac
vectd — khong ma diém dau va diém cudi clia chung thudc tap diém da cho.
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S6 cac chinh hop

Trd lai Vi du 3, ngoai cich tinh s6 cdch phan céng trire nhat bang phuwong
phép liét ké, ta con c6 mot cach khic 14 sir dung quy tic nhan. Dé tao nén
moi cdch phan céng, ta ti€n hanh nhuw sau :

” ~ - Fid . A - - - -
— Chon moét ban tir nam ban dé giao viéc quét nha. Coé 5 cach.

— Khi di chon moét ban quét nha roi, chon tiép mot ban tir bén ban con lai
& : " il - -
de giao viéc lau bang. C6 4 cach.

— Khi di cé cédc ban quét nha va lau bang réi, chon mét ban tir ba ban con lai
dé giao viéc sap ban gh&. C6 3 cach.

Theo quy tac nhén, s6 cich phin céng true nhat 1a
3 o, 3= Ol (each),
N6i céich khéc, ta ¢6 60 chinh hop chip 3 cia 5 ban. ®
Ki hiéu Afj 12 s6 cdc chinh hop chap k ctia n phan tir (1 < k < n). Ta ¢6 dinh 1i

sau day.

DINH LI

[ Af -1 . -k +1). ]

Chitng minh. Dé tao nén moi chinh hop chap k ctia n phan tir, ta ti€n hanh
nhir sau :

Chon mét trong n phan tir da cho x&€p vao vi tri thit nhat. Cé n cich.

Khi dd c6 phan tir thit nhat, chon ti€p moét trong n — 1 phan tir con lai x€p
vao vi tri thir hai. Cé n— | cach.

Sau khi da chon k — 1 phin t&r ré6i, chon mét trong n — (k — 1) phan tir con lai
x&p vao vitri thit k. Cé6 n — k + 1 céch.
Tir d6 theo quy tac nhan, ta duogc

A= pn-1..(n-k+1).m
Vidu 4. C6 bao nhiéu s6 tur nhién gém nam chir s6 khic nhau dwoc lap tir cic
chirs61,2,..,9?

Giai. M6i s6 tr nhién ¢6 nam chir s6 khdc nhau dwoc lap bang cdch lay
nam chir s6 khac nhau tir chin chir s6 di cho va xé&p chiing theo mot thir tw



nhAt dinh. M&i s6 nhu vay duoge coi 13 mét chinh hop chap 5 cia 9. Vay s6
cdc s6 do6 la

A

WO LN

=0.8.7.6.5=15120. =
CHU Y

a) Véi quy ude 0! = 1, ta c6

k n!

A=—> l=zk=n.
(n—k)!

b) Méi ho4n vi ctia n phin tir ciing chinh 1A mét chinh hop
chap n cua n phan tir d6. Vi vay

B = Al

n 1

I - TO HOP
1. Binh nghia

rd A - 2 e L4 A . A 72y Y
Vidu 5. Trén mat phang, cho bén diém phan biét A, B, C, D sao cho khong
” =2 5 2 5 2 = z 2 " = a : g 5 z
c6 ba diém nao thang hang. Hoi c¢6 thé tao nén bao nhiéu tam gidc ma cac

dinh thudc tip bén diém da cho ?

Gidi. Mbi tam gidc tng v6i mot tip con gém ba diém tir tAp di cho. Viy ta
cé bén tam gidc ABC, ABD,ACD,BCD. m

Mot cach téng quit, ta ¢6 dinh nghia sau day.

DINH NGHIA

CHU Y

Gia str tip A ¢6 n phan tir (n = 1). M6i tap con gém k phén tir
ctia A dwoc goi 13 mot té hop chdp k cita n phdn tw di cho.

S6 k trong dinh nghia ciAn thoa man diéu kién 1 < k < n. Tuy vay,
tap hop khoéng cé phin tir nao 1a tip réng nén ta quy ude goi td
hop chap 0 ctia n phan tir 1a tap rong.

4
%Cho tap A= {1,2,3.4,5}. Hay liét ké cac t8 hdp chap 3, chap 4 cha 5 phan i clia A.
51



A

52

S6 cac té hop

Ki hiéu Cf‘,’ 12 56 cdc t6 hop chap k ctia n phan tir (0 < k < n).
Ta c6 dinh li sau day.
DINH LI

I n!
c” - i P
k!(n—k)!

Chirng minh. Véi k = 0, cong thitc hién nhién ding.
Véik = 1, ta thiy mot chinh hop chép & ctia # phin tir duoc thanh 14p nhu sau :
— Chon moét tAp con k phén tir cta tip hop gém n phén tir. C6 Cf;' cach chon.
— Sap thit twr k phan tir chon duge. Cé k! cich.
Vay theo quy tac nhan, ta ¢6 s6 cdc chinh hop chip k clia n phan tir 1a

Al = et g

k
e e . N g
T T kN n—-k)!

Vidu 6. Mot t6 ¢6 10 ngudi gém 6 nam va 4 nit. Can 1ap mot doan dai biéu
g6m 5 nguoi. Hoi :
a) Cé6 tit ca bao nhiéu cach lap ?
b) Cé bao nhiéu cich 1ap doan dai bi€u, trong dé c¢6 ba nam, hai nir ?
Giai
a) Méi doan dwoc 1ap 13 mét t6 hop chip 5 ctia 10 (ngudi). Vi vay, s6 doan
dai biéu cé thé c6 1a
5 10!
o= = PP
515!

b) Chon 3 nguaoi tir 6 nam. Cé Cg cach chon.

Chon 2 nguoi tir 4 nir. Co Cﬁ cach chon.

Theo quy tdc nhan, ¢6 tit ca Ci.C3 = 20.6 = 120 cach lap doan dai biéu
gom ba nam va hai nir. m

5

Cé 16 ddi béng da tham gia thi dau. Hoéi can phai t8 chic bao nhiéu tran dau sao
cho hai déi bat ki déu g&p nhau dang mét lan ?



3. Tinh chét cGa cacsé Ct

Tir dinh 1i vé c6ng thitc tinh s6 cdc t6 hop chap k ctia n phan tir, ta cé cic
tinh chét sau day.

a) Tinh chat 1

Ct=2% | ©<Lk=n).

Chéng han, C3 = C3 = 35.
b) Tinh chat 2 (céng thitc Pa-xcan)

Il =0 5 = CF | Ulsken).

Chéng han, C5 + C7 = Cg = 70.

Vidu 7. Chimg minh rang, v6i2<k<n-2,tacé
cd=es B o5 Elc P8
Giai. Theo Tinh chat 2, ta ¢é
C3+CTh= G, (1)
g T o NN G )
Cong cdc v€ trong rng ctia (1) va (2) va theo Tinh chit 2, ta c6

k—
Cn 2+2Cn 2+cnr 2= Cn 1+Cn E= C N

BAI POC THEM

TiINH SO CAC HOAN V| VA SO CAC TO HOP
BANG MAY TINH BO TUI

C6 thé sir dung may tinh bo tai dé tinh s6 cac hoan vi n! va sé cac té hop c;’j.
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1. Tinh sé cac hoan vi b&ng may tinh bo tui

Dung may tinh bé tai CASIO fx — 500MS dé tinh n!, ta an cac phim theo trinh tu
sau :

SHIFT xf
An 6 n, &n phim (@, 5n phim &, 4n phim B kni d6, k&t qua sé hién thi
& dong thir hai.
Vi dy 1. Tinh 10!.

Ta bam lién tiép cac phim sau :
SHIFT X/

CEEROmED
Dong thir hai hién ra 3,628,800.
Vay 10! = 3 628 800.

2. Tinh s6 cac t6 hop bing may tinh bo tui

Duing may tinh bé tii CASIO fx — 500 MS dé tinh Cf; , ta &n cac phim theo trinh tu' sau :

An s6 n, an phim , an so6 k, an phim H Két qua hién thi & dong thir hai.
Vi dy 2. Tinh C3, .

Ta &n lién tiép cac phim sau :

Dong thir hai hién ra 792.

Vay C}, = 792.

Bai tép
Tir cdc chit s6 1, 2, 3, 4, 5, 6, lap c4c s6 tw nhién gébm sdu chir s6 khac
nhau. Hoi :
a) C6 tit ca bao nhiéu s6 ?
b) C6 bao nhiéu s6 chan, bao nhiéu s6 I ?
c) C6 bao nhiéu sé bé hon 432 000 ?
C6 bao nhiéu cich sap xé€p chd ngdi cho mudi ngudi khich vao mudi ghé
ké thanh mot day ?
Gia sir c6 bay bong hoa mau khiac nhau va ba lo khiac nhau. Hoi c6 bao
nhiéu cich cam ba béong hoa vio ba lo da cho (méi lo cam moét béng) ?



Cé bao nhiéu cdch mac néi ti€p 4 béng dén duge chon tir 6 béng dén khic
nhau ?

C6 bao nhiéu cdch cam 3 béng hoa vao 5 lo khdc nhau (mébi lo cam khéng
qua mot béng) néu :

a) Cac bong hoa khac nhau ?
b) Cac béng hoa nhwr nhau ?

Trong mat phang, cho sdu di€ém phéin biét sao cho khéng c6 ba di€ém nio
thang hing. Hoéi ¢6 thé lap duoc bao nhiéu tam gidc ma cdc dinh ctua né
thuoc tap diém da cho ?

Trong mat phang cé bao nhiéu hinh chit nhat duoc tao thanh tir bén dudng
thang song song véi nhau vi nam dudng thang vuéng géc véi bén dudng
thang song song dé ?

NHI THUC NIU-TON

I=

A

CONG THUC NHI THUC NIU-TON
Ta cé:
(a+b) = a’ +2ab+ b = CYa® + Cha'b! + C31?,
(a+b) = a +3a’b+3ab” + b> =Ca® + CLa?b! + CIa'b? + C3b°.

1
Khai trién biéu thirc (a + b)4 thanh téng cac don thirc.

o 7 = i i 2 i . 7 .7 - 1 i .
Téng quit, ta thira nhan coéng thite khai trién biéu thite (¢ + »)" thanh téng
cdc don thite nhur sau :

(LB = B O Bk g M Joap S, )

Coéng thire (1) duwoc goi la cong thitc nhi thitc Niu-ton.
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HE QUA
Véia=b=1,tac6 2" =C +C +..+C"
Véia=1; b=-1,tacd
0 =@ Ot li-Tet ft 1%
CHUY
Trong biéu thitc & vé& phai clia cong thite (1) :
a) S6 cdc hangtrla n+ 1.
b) Cdc hang tir c6 s6 mii cua a giam dan tir n dén 0, s6 md cla

b tang dan tir 0 d€n »n, nhung téng cic s6 mil clia @ va b trong
moi hang tir luén bang n.

¢) Cdc hé s6 cia mdi hang tir cich déu hai hang tir dau va cudi
thi bang nhau.

Vidu 1. Khai trién biéu thite (x + y)ﬁ.
Gidi. Theo céng thitc nhi thitc Niu-ton ta c6
(x + y)ﬁ = ngﬁ + C:S.\':’y + Cg,r4y2 + ng3y3 + Cgi)_‘.-ﬂ + Cg.ry:’ + ngﬁ

6 ] 4 2 3 3 2 4 3 6
=x +6xy+15xy +20xy +15xy +6xy +y . N

Vi du 2. Khai trién biéu thite (2x — 3)4.
Giai. Theo cong thirc nhi thirc Niu-ton ta c6
2x—3)"= €S0 + L O v 0 (=8)° + O3 + ] (=-8)"
= 16" — 96x° +216x° — 216x + 81. m
Vidu 3. Chitng t6 rang véi n = 4, ta c6
G Ryl 3 . OF 8 e =BT,
Gidi. Kihieu A= C +C2 + ...
B= Cf, Jr(_‘,‘f‘j S

Theo Hé qua ta ¢é P A B
0=A-B,.

n—1

TrdésuyraA=B=2 . 1



II - TAM GIAC PA-XCAN

Trong céng thirc nhi thitc Niu-ton d muc I, cho n= 0, 1, ... va x€p cic hé s6
thanh dong, ta nhin duoc tam giac sau day, goi la fam gidac Pa-xcan.

n=2 1 2 |

n=3 1 3 3 1

n=4 4 6 4 1

n=>5 1 \]0/ \10/ 1

n==6 1 6 15 20 13 6 1

n=7 | 7 21 35 33 21 7 |
NHAN XET

T céng thire Cf; = Cfgj + Cﬁ_l suy ra cdch tinh cdc s6 & moi

dong dwra vio cdc s6 & dong trieée né. Chang han

Cr= ¢ o+ 67 =446=10.

2
ﬁDL‘mg tam giac Pa-xcan, chimng to rang :
g) 142 4344=CF ;

by Lopidin. ot T

Bai tap
1. Viét khai trién theo céng thite nhi thitc Niu-ton :

13
aY fa e By b) (a - 425 ; c)[_r—lj |

X

3
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2

6
2 3 G s 2 2
Tim hé s6 cua X trong khai trién clia biéu thife : [I +— .
X

Biét hé s6 cua ¥ trong khai trién clia (1 — 3x)" 14 90. Tim n.
3 1Y
Tim s6 hang khéng chira x trong khai trién clia [J.‘ + —j :

X

. . -7 -7 - 1? ~ - ~ ’ 2 # - .
Tir khai trién biéu thice (3x — 4) * thanh da thire, hay tinh téng cac hé so6
ctia da thire nhén duoc.

Chitng minh rang :
a) 11'% — 1 chia hét cho 100 ;
b) 101" — 1 chia hét cho 10 000 :

c)ﬁ[(l + JE]“}U —(1- JE)IOO] 12 mét s6 nguyén.

BAN CO BIET ?

PA-XCAN (PASCAL)

Pa-xcan |a nha toan hoc, vat |i hoc va triét hoc ngudi
Phap. Pa-xcan lic nho |a mét cau bé than déng. Cha cau
nhan thdy diéu nay. Khéng muén sém lam mét éc con,
6ng cdm cau bé Pa-xcan hoc toan. Song diéu nay cang
kich thich tinh t& mo cla cau. N&m 12 tudi, mét hém cau
héi cha "Hinh hoc la gi ?". Cha cau gidi thich sd qua cho
cau hiéu. Pa-xcan rat lay lam thich thu. Cau lién budc
theo con dudng dung la thién huéng clia minh. Khéng can
sach vd, mét minh cau tu chihg minh dudc rang téng cac
géc trong mét tam giac bang hai géc vuéng. O tudi 16,
Pa-xcan viét céng trinh dau tién cla minh vé cac thiét
dién cénic.

Blaise Pascal

(1623 — 1662)

Pa-xcan viét hang loat céng frinh vé cac chuéi s6 va cac hé sé nhi thirc. Pa-xcan da
dua ra bang cac hé sé cla su khai trién cha (a + b)" dusi dang mot tam giac,
ngay nay goi la "Tam giac Pa-xcan". Pa-xcan da tim ra cac hé sé nhj thirc bang
phudng phap quy nap toan hoc, d6 1a mét trong nhimg phat minh quan trong cla
6ng. Diéu ma&i mé & day la Pa-xcan phat hién ra rang cac hé sé nhi thiic chinh la



s6 cac t8 hop chap k clia n phan tr va Pa-xcan da dung chiing dé giai nhitng bai
toan cta li thuyét xac suat.

Mot céng hién 18n nira clla Pa-xcan la viéc khdi thao phép tinh cac dai luong vé
clng bé.

Vé mat ki thuat, ngay tir n3m 1642, Iic mdi 19 tudi, Pa-xcan da sang ché ra mot
may tinh dé thu’c hién cac phép tlnh s6 hoc. Nguyen tdc cha may nay da la xuat
phat diém cho viéc ché tao may tinh dién tlr vé sau nay.

Pé ghi nhé cong lao clia ngudi diu tién da sang ché ra may tinh, cac nha tin hoc
da dat tén cho mot ngon ngl may tinh rat phd bién la ngén ngir Pa-xcan.

Vé vat li, Pa-xcan da nghién clu ap suat clia khi quyén va cac van dé thuy tinh hoc.
Tén clia Pa-xcan da dudc dat cho mdt miéng nui Ifra trén Mat Trang.

PHEP THU VA BIEN CO

I - PHEP THU, KHONG GIAN MAU
1. Phép thu

Mét trong nhitng khai niém co ban cta li thuyét xdc suit 1a phép thir. M6t
thi nghiém, mot phép do hay mét su quan sat hién twrong nao dé, ... duoc
hi€u 1a phép thir.

Chang han, gieo mot déng tién kim loai (goi tat 1a déng tién), rit mét quan
bai tir ¢6 bai ti lo kho (c6 bai 52 14) hay ban moét vién dan vao bia, ... 12
nhitng vi du vé phép thir.

Khi gieo mét déng tién, ta khéng thé doan truwée diroc mat ghi s6 (mat
ngtra, viét tat 12 N) hay mat kia (mat sip, viét tat 1a S) s€ xuit hién (quay
lén trén). D6 1a vi du vé phép thit ngdu nhién.

Mét cach téng quit :

Phép thu ngau nhién 132 phép thir ma ta khéng dodn trudc
dwoc két qua cua né, mac du da biét tap hop tat ca cac két qua
c6 thé c6 cta phép thir dé.

Pé don gian, tir nay phép thir ngidu nhién dwoc goi tat 14 phép thir. Trong
Todn hoc phé théng, ta chi xét cdc phép thir c6 mét sé hitu han két qua.
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2. Khéng gian mau

A

60

-
1 @ i soe|
Hay liet ké cac két qua cb thé clia phép thir gieo ® |o saale

: -1
mot con suc sac.

Tap hop céc két qua cé thé xay ra ctia mot phép thir dwrge goi la

khéng gian mau cta phép thir va ki hiéu 12 Q (doc 13 6-mé-ga).

Vi du 1. Gieo mét déng tién (h.28).
b6 1a phép thir véi khéng gian mau
Q= {8, N}. O day, S ki hiéu cho két
qua "Mat sdp xuét hién" va N ki hiéu
cho két qua "Mat ngira xuat hién".

Vi du 2. Néu phép thir 1a gieo mdt
dong tién hai lan thi khéng gian miu Hai mat déng tién

g6m bon phin tir: Q= {SS, SN, NS, NN}, Hinl 28

trong dé, chang han, SN 1a két qua "LAn diu déng tién xuit hién mat sap,
lan thit hai déng tién xuit hién mat ngira”, ...

Vidu 3. N&u phép thir 1a gieo mét con siic sdac hai ldn, thi khéng gian miu
gém 36 phian tir: Q={@, j) | i,j=1,2,3,4,5, 6}, 5d6 (i, j) 1a két qua
"Lan dau xuat hién mat 7/ cham, lan sau xuét hién mat j chAm" (h. 29).

Hinh 29



II - BIEN CcO

Vidu 4. Gieo mot déng tién hai 1an. Day 1a phép thir v6i khéong gian mau
Q= {88, SN, NS, NN}.

Ta thiy su kién A : "Két qua clia hai lan gieo 1 nhu nhau” cé thé xay ra

khi phép thir dwroc ti€n hanh. N6 xay ra khi va chi khi mét trong hai két qua

S8, NN xuit hién. Nhur vay, s kién A twong tng véi moét va chi mot tap

con {88, NN} cua khéng gian mau. Chinh vi 1€ d6, ta déng nhit ching vdi

nhau va vi€t A= {88, NN}. Ta goi A 12 mét hién 6.

Twong twr, bién ¢6 B : "Cé it nhiat mét 1an xuit hién mat ngira” duogce viét 1a
B= {SN, NS, NN}.

Ngwoc lai, tip con € = {85, SN} 13 bi€n c6 c6 thé phat bi€u duwéi dang
ménh dé : "Mat sap xuit hién trong 14n gieo dau tién".

C4c bi€n c6 A, B va C & trén déu gan lién vdi phép thir gieo mot dong tién
hai lan nén ta néi chiing lién quan dén phép thir da cho.

— Mot c4ch téng quat, mbi bién c6 lién quan dén mot
phép thir dwoc mé ta boi mét tip con ciua khéng gian

mau (h.30). Tir d6 ta c6 dinh nghia sau day.

~

|| Bién co6 1a mot tap con cla khéng gian mau. T

Nhur vay, moét bién ¢6 lién quan dén phép thir 1A moét tap hop bao gém céc
két qua nao dé cua phép thir.

— Can chi ¥ rang bi€n ¢6 déi khi duoe cho dudi dang mot ménh dé x4c dinh
tAp hop nhwr da thay trong Vi du 4, hoac trong phép thir gieo con siic sdc, bién
c6 A : "Con siic sac xuit hién mat chan chAm" dwgce cho dudi dang ménh dé
xac dinh tip con A = {2, 4, 6} cua khéng gian mau Q = {1, 2, ..., 6}.

Neuwdi ta thudng ki hiéu cdc bi€n ¢6 bang cic chirin hoa A, B, C, ...

— Tir nay vé sau, khi néi cho cdc bién c6 A, B, ... ma khoéng néi gi thém thi
« 27 - = * A e -, i
ta hiéu ching cung lién quan dén mot phép thrr.

Tap @ dwoc goi 1a bién cé khong thé (goi tat 1a bién co
khong). Con tap Q duoc goi 1a bién cé chdc chdn.

Chang han, khi gieo mot con siic sac, bién c¢6 : "Con siic sac xuét hién mat
7 chdm" 1a bién ¢6 khoéng, con bi€n c6 : "Con sic sac xuft hién mat c6 s6
chidm khéng vuot qua 6" 1a bién ¢6 chac chan.

— Ta néi rang bién cé6 A xdy ra trong mot phép thir nao dé khi va chi khi
két qua cia phép thir d6 12 mét phan tir cua A (hay thuin loi cho A).
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III - PHEP TOAN TREN CAC BIEN CO " -
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Nhir vay, bién 6 khéng thé (titc 14 &) khéng bao gid xay ra, trong khi dé,
bi€n c6 chac chian Q luén luén xay ra.

Trong Vi du 4, n€u xuat hién két qua S thi A xay ra con B khoéng xay ra.
Trong khi d6, n€u xuit hién k&€t qua SN thi B xay ra con A khéng xay ra.

— (GGia str A 14 bién ¢6 lién quan dén mét phép thur.
Tap Q\ A duogce goi 12 bién cé déi
cua bién c6 A, ki hiéu 1a A (h.31).

Hinh 31

Dowe A< @¢ A, nén A xay ra khi va chi khi A khéng xay ra.

Chang han, néu phép thir 1a gieo mot con siic sac thi bién c¢6 B : "Xuit hién
mat chan chdm" 13 bi€n c6 d&i clia bién c¢6 A : "Xuét hién mat 1é chim",

nghiala B = A,

— Gia sir A va B 12 hai bién ¢6 lién quan dén mot phép thir. Ta ¢é dinh nghia sau :
Tap A U B duoc goi 1a hop ctua céc bién cd A va B.
Tap A m B duoc goi 1a giae cua cic bi€n c6 A va B,
Néu A N B = thi ta néi A va B xung khdc.

Theo dinh nghia, A U B xay ra khi va chi khi A xdy ra hoic B
xay ra ; A M B xay ra khi va chi khi A v B déng thdi xay ra.
Bién c¢6 A m B con dwoc vi€t 1a A.B.

A vd B xung khac khi va chi khi chiing khéng khi nio cling
xay ra (h. 32).

Ta c6 bang sau :

Ki hiéu Ngon ngir bién co

AcCO Alabiéncé @
A= A la bién c6 khong

A=D A 1a bién ¢6 chac chan <
C=AuUB C la bién c6 : "A hoac B" &2
C=AnNB C labiéncé: "AvaB" )
ANB=0 A va B xung khac

B= A A va B do6i nhau.




2

Vidu 5. Xét phép thir gieo mét déng tién hai lan véi cic bién c6 :

A : "Két qua cna hai lan gieo 1a nhr nhau" ;

B : "C6 it nhat mét 1an xudt hién mat sap” ;

C :"Lan thir hai méi xudt hién mat sap" ;

D : "Lan dau xuat hién mat sap".
Taco:

A= [SS, NN} :B= [SN, NS, S8} : C = {NS) : D = S5, SN}.

Tir dé,
CUD= {88 SN, NS} =B :

A~ D= {85} 1a bi€n c6 "Ca hai 1in déu xuit hién mat sap”.
Bai tép

Gieo mot déng tién ba lan.
a) M6 ta khéng gian mau.
b) Xac dinh cic bién c6 :
A : "Lan dau xuit hién mat sap" ;
B : "Mat sip xay ra ding mot 14n" ;
(' : "Mait ngira xay ra it nhdt moét 1an".
Gieo mot con siic sac hai 1an.
a) Mo ta khéng gian mau.
b) Phat bi€u cic bién c6 sau duéi dang ménh dé :
A= {(6,1),(6.2),(6,3), (6,4),(6,5),(6,6)} ;
B=1{(2.6).(6.2).(3.5).(5.3). (4.4} ;

=L 1) (2.2, 35, 8:45:45,5); (6.6));

Moét hép chira bén cdi thé duge danh s6 1, 2, 3, 4. LAy ngau nhién hai thé.

a) Mo ta khéng gian mau.
b) X4c dinh céc bién c6 sau :
A : "Téng céc s6 trén hai thé 1a s6 chan" ;

B : "Tich cac s6 trén hai thé 12 s6 chan".
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Hai xa thi cling ban vao bia. Ki hiéu A; 1a bi€n c6 : "Ngudi thi k ban
tring", k=1, 2,
a) Hiy biéu dién c4c bi€n c6 sau qua cdc bi€n c6 A, A, :
A : "Khéng ai ban tring" ;
B : "Ca hai déu ban tring" ;
C : "Cé diing mot ngudi ban tring” ;
D : "C6 it nhAt m6t ngudi ban tring".
b) Chitng to rang A = D :BvaC xung khac.

Tir mét hop chira 10 cai thé, trong d6 cac thé danh s6 1, 2, 3, 4, 5 mau do,
thé ddnh s6 6 mau xanh va cdc thé ddnh s6 7, 8, 9, 10 mau trang. LAy ngiu
nhién mét thé.

a) Mo ta khéng gian mau.

b) Ki hiéu A, B, C 1a cac bi€én c0 sau :
A : "Lay duoc thé mau dd" ;
B : "LAy dwoc thé mau trang" ;
C : "Lay duoc thé ghi s6 chan".

Hay bi€u dién cdc bi€n c6 A, B, C bdi cidc tip hop con tiwong tng clia
khéng gian mau.

Gieo mot déng tién lién ti€p cho dén khi 14n diu tién xuit hién mat sap
hoac ca bén 1an ngira thi dirng lai.

a) Mo ta khéng gian mau.

b) X4c dinh cédc bién ¢ :

A : "S6 lan gieo khéng virot qua ba" ;
B : "S6 lan gieo 1a bén".

Tir mét hop chita nam qua ciu dwoe danh s6 1, 2, 3, 4, 5, 14y ngiu nhién
lién ti€p hai 1an mébi 1an mot qua va xé€p theo thit tir tir trdi sang phai.

a) Mo ta khéng gian mau.

b) Xac dinh cadc bién c6 sau :
A : "Chir s6 sau 16n hon chit s6 truée" ;
B : "Chir s6 truée gip doi chir s6 sau” ;

C : "Hai chir s6 bang nhau".



XAC SUAT CUA BIEN CO

I - PINH NGHIA CcO PIEN CUA XAC SUAT
1. Pinh nghia

Mét dac trimg dinh tinh quan trong cua bién ¢é lién quan dé€n moét phép thir
14 né cé thé xay ra hodc khong xay ra khi phép thir d6 duoc ti€n hanh. Mot
cu hoi dwoe dat ra 1a né c6 xay ra khéng ? Kha nang xay ra ctia né 1a bao
nhiéu ? Nhu vay, nay sinh mét van dé 1a cAn phai gan cho bién c6 dé mot
con s6 hop 1i dé danh gid kha nang xay ra cta né. Ta goi s6 dé 1a xdc sudt
ciia bién cd.

Vi du 1. Gieo ngiu nhién mot con stic sac can déi va déng chat. Cic két
qua cé thé 14 (h.33)

® -] (I ® L
@ ® ® e e
'] @ * @ ® s e

Hinh 33

Khéng gian mau ctua phép thir nay cé sau phan tir, dwoc mé ta nhu sau
Q=010 8.4 5.6

Do con stic sac 1a can d6i, déng chit vd duge gieo ngiu nhién nén kha
ning xuit hién tirng mat cua con sic sac 1a nhw nhau. Ta néi ching déng

1

kha ndang xudt hién. Vay kha nang xuit hién cia moi mat [a —.

Do dé, néu A 12 bién c6 : "Con stic sac xuat hién mat 18" (A = {1, 3, 5}) thi
kha nang xay racuna A 1a
1 . X .1 3 1
e
6 6 6 6 2
s6 nay duoc goi 14 xdc sudt cia bién c6' A.
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1
ﬁﬂr mét hép chira bén qua cau ghi chir @, hai qua cau ghi chir b va hai qua cau ghi

2,

66

chii ¢ (h.34), 1dy ngau nhién mot qua. Ki hiéu :
A : "Lay dudc qua ghi chira" ;
B : "Lay dudc qua ghi chir b" ;
C :"Lay dudc qua ghi chir ¢".

Cé nhan xét gi vé kha nang xay ra clia cac bién ¢ A, B va C ? Hay so sanh chung
véi nhau.

Cowld G G

Hinh 34

Mot cich téng quit, ta ¢6 dinh nghia sau day.

DINH NGHIA

Gia str A 13 bién ¢6 lién quan d&€n mot phép thir chi cé moét sé

- 9 > 2 s - = N ] . A
hitu han két qua déng kha nang xuat hién. Ta goi t1 s6 HEQ;
n
la xdc sudt cua bién cé A, ki hiéu 1a P(A).
A
By A = P,
n(€)

CHU Y

n(A) 1a s6 phan tir cia A hay ciing 14 s6 cdc két qua thuin lgi cho
bi€n c6 A, con n(Q) 12 s6 cdc két qua cé thé xay ra ciia phép thir.

Vi du

Vidu 2. Gieo ngiu nhién mét déng tién can déi va déng chat hai lan. Tinh
xdc suit cua cic bién c6 sau :
a) A : "Mat sdp xuat hién hai 1an" ;

b) B : "Mait sip xuét hién diing mét 14n" ;

c) C : "Mat sip xuit hién it nhat mo6t 1an".



Giai (h.35). Khéng gian miu Q = {88, SN, NS, NN}
gOm boén két qua. Vi déng tién can déi, dong chat va *S§ SN
viéc gieo 1a ngiu nhién nén cic két qua déng kha nang
xuit hién. Ta c¢6 TUAS kNN
a) A= {885}, n(A) =1, n(QQ) = 4, theo dinh nghia ta c6
P(A) = ) = l & Hinh 35
nQ) 4

b) B = {SN, NS}, n(B)= 2 nén

P(B) = n(B) _ 2 _ l
n(Q) 4 2
c) C= {585, SN, NS}, n(C) =3 nén
P(C) = n(C) _ ¥
n(Q 4

Vi du 3. Gieo ngiu nhién mot con sic sac can déi va déng chat. Tinh xic
suit ctia cic bién cd sau :

A : "Mat chan xuit hién" ;

B : "XuAt hién mat c6 s6 chdm chia hét cho 3" ;

(' : "XuAt hién mat c6 s6 chdm khéng bé hon 3".

[ ] L @ " @
@ ® @ o @
* = a8 " e ® @

Hinh 36

Giai. Khong gian mau cé dang : Q = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, gbm sdu két qua
déng kha nang xuit hién (h.36). Rd rang

A= 2.4 6], n(A) =3,
B= {3, 6}, n(B) =2,
C={3,4,5, 6}, n(C)=4.
Tir d6, theo dinh nghia ta c6
Pay= 28 =2 = =,
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B)= 28 _Z_L1
nQ) 6 3

poy=2O _4_2 4
n) o6 3

Vi du 4. Gieo ngiu nhién mot con stic sac cin déi va déng chat hai 14n. Tinh
xdc sudit cua cdc bi€n c6 sau :

A : "S6 chAm trong hai l14n gieo bang nhau" ;

B : "Téng s6 chim bang 8".

Gidi. Nhur di bi€t (xem Vidu 3, §4), Q= {(,j) | 1 <i,j <6}, gém 36 két
qua déng kha nang xuit hién. Ta c6 bang (xem thém Hinh 29) :

\J 1 2 3 4 5 6
i

G e W N =

A= {1, 13,02, 23,3, 3). (4.4), (5,8}, (6,06)}).m5(A)= 6 nll)= 36. Tirdo,
theo dinh nghia ta c6

i &8 = B
nQ) 36 6
Tuwong tir, B = {(2, 6), (6, 2), (3, 5). (5, 3), (4, 4)}, n(B) = 5, n(Q) = 36 nén
payes i) e 3,
nQ) 36

II - TINH CHAT CUA XAC SUAT
1. Binh i

Gia sir A va B 1a cdc bi€n ¢6 lién quan d€n moét phép thir c6 moét s6 hitu han
két qua dong kha nang xuat hién. Khi d6, ta ¢é dinh 1i sau day.
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2.

A

DINH LI

/a) ) =0, P(O)= 1. E
b) 0 <P(A) < 1, v6i moi bi€n c6 A.
c) Néu A va B xung khac, thi

\_ P(A U B) = P(A) + P(B) (céng thitc céng xdc sudt). Y.

2
Chimg minh cac tinh chat a), b) va c).

HE QUA

Vi moi bién c6 A, ta cd

P(A)=1 - P(A).

Chitng minh. Vi A U A=QviAn A = O nén theo cong thire coOng xac

suat ta co
1 = P(Q) =P(A) + P(I] .

Tir d6 ta c¢6 diéu phai chitng minh. ™

Vi du

Vi du 5. Tir mét hop chira ba qua cau
trang, hai qua ciu den (h.37), 1dy ngau

nhién déng thoi hai qua. Hay tinh x4c O O O . .—‘

suit sao cho hai qua doé :

a) Khac mau ; b) Ciung mau. Hinh 37

Gidi. Méi lan 14y déng thoi hai qua ciu cho ta moét t6 hop chap hai clia
nam phin ttr. Do d6, khéng gian miu gém cdc t6 hop chap hai ctia nam

phan tir va n(Q) = Cg — i ¥

Vi viée ldy qua cau 13 ngiu nhién nén cdc két qua d6é déng kha nang.

Ki hiéu A : "Hai qua khdc mau", B : "Hai qua cing mau".
Vi chi ¢6 hai miu den hoac trang nén ta thAy ngay B=A .

a) Theo quy tac nhan, n(A)=3 .2=6.
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Do dé
nd) 6 3

nQ) 10 5

P(A) =

b) ViB = A nén theo hé qua ta c6
— 2
P(B) = P(A) =1-PA)= = i

Vi du 6. M6t hép chira 20 qua cau danh s6 tir 1 d&€n 20. Liy ngau nhién
mot qua. Tinh xdc suit ctia cac bi€én c6 sau :

a) A : "Nhan duogce qua cau ghi sé chan" ;

b) B : "Nhan duogc qua cau ghi s6 chia hét cho 3 ;
c)ANB;

d) C : "Nhan duge qua ciu ghi sé khéng chia hét cho 6".

Giai. Khong gian miu duge moé ta la Q = {1, 2, ..., 20} gébm 20 két qua
déng kha nang, n(Q) = 20.

a)A=1{2,4,6,8,10, 12, 14, 16, 18, 20}, n(A)= 10 nen

Pl ML
nQ) 20 2
b)B={3,6,9, 12, 15, 18}, n(B) = 6.
Tir d6
o L S
nQ) 20 10

e) ViaA mB={06,12, 18}, n(A mB)= 3 nén

ANnB 3
P(A N B) = mMANB) _ 3

n(Q) 20
d) ViAnB=1{6,12,18},nén A m B 12 bi€n ¢ : "Nhan duoc qua cidu ghi
s6 chia hét cho 6". Do dé, C 1a bi€n c6 d6i cua bifn cd6 A M B, ta ¢b

C=AnNnBva

3 137
P(C)=1-P(ArmB)=1——=—. N
(©) ( ) 5 o6



III — CAC BIEN CcO POC LAP, CONG THUC NHAN XAC SUAT

Vi du 7. Ban thit nhit c6 mo6t déng tién, ban thit hai cé con siic sac (déu
can d6i, déong chat). Xét phép thir "Ban thit nhat gieo déng tién, sau dé ban
thit hai gieo con siic sac” (h.38a).

a) Mo ta khéng gian mau cua phép thir nay.
b) Tinh xac suét ctia cac bién c6 sau :

A : "Déng tién xuit hién mat sap" ;

B : "Con stic sac xuat hién mat 6 chAm" ;

C : "Con siic sac xuat hién mat 1&",

¢) Chitng t& P(A.B) = P(A).P(B) ; P(A.C) = P(A).P(C). 1 S1

Giai / Y,

a) Khong gian mau cua phép thir c6 dang ; 7 ©
Q= {S1, 52, 83, 54, 85,86, N1, N2, N3, N4, N5, N6}. /S T

i - - 7 - 2 4 54

Theo gia thi€t, Q gém 12 két qua déng kha nang \ 5 s

xuét hién (h.38b).

6 S6

1 NI

% 2 N2

i et 3 N3

? 4 N4

a) b) \ 5 N5

Hinh 38 6 N6

b)yTathay A= {51, 82,583, 84, 85, 56}, nA)=6;
B = {56, N6}, n(B) =2 ;
C = {N1, N3, N5, 51, 83, 85}, n(C) = 6.

Tir d6 P O L
nQ) 12 2

g P L
n€) 12 6

P de B
n(Q) 12 2
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n(A.B) 1

R6 rang A.B= {86} va P(A.B) = = —.
c) R6 rang {S6} va P(A.B) Q) T

Ta co

1 11
PCAB) = —= ——=PA)R(B),
(A.B) TR (A)P(B)
Tuong twr, A.C = {S1, 83, §5} ;

n(AC) 3

1

P(AC) = 11
nQ) 12 4 22

P(A)P(C). m

Trong Vi du 7, ta nhan thiy xdc suit xuit hién moéi mat clia con stc sac 1a

|
G’
khéng phu thude vao viée déng tién xuit hién mat "sap" hoac "ngtra".

Néu srr xay ra cia mdt bién c6 khong anh hwdng dén xic suft xay ra cla
mot bi€n c¢é khéc thi ta néi hai bién c¢é dé déc ldp. Nhur vay, trong Vi du 7,
cdc bi€n c6 A va B doc lap va cling vay, A va C doc 1ap.

Téng quat, doi v6i hai bi€n c6 bat ki ta c6 méi quan hé sau

A va B 1a hai bi€n c¢6 doc 14p khi va chi khi
P(A.B) = P(A).P(B).

BAI POC THEM

M3 RONG QUY TAC CONG VA
CONG THUC CONG XAC SUAT

Quy tac cdng con dudec mé rong déi véi cac tap hap hitu han, cé giao khac réng.
C6 thé chimng minh dudc rang, véi hai tap hop hitu han A va B bat ki, ta c6

n(A U B)=n(A)+n(B) - n(A ~ B) (quy tdc bao ham va loai trir).
Vi dy 1. M6t t8 mudi ngusi sé dude choi hai mén thé thao 1a cau 16ng va béng
ban. Cé ndm ban d#ng ki chdi cau 16ng, bén ban d#ng ki chai béong ban, trong d6

c6 hai ban d#ng ki choi ca hai mén. Hdi c6 bao nhiéu ban d4ng ki choi thé thao ?
Bao nhiéu ban khéng dAng ki choi thé thao ?



Gidi. Ki hiéu X 1a tap hop cac hoc sinh trong t8 ; A |a
tAp hop cac hoc sinh d#ng ki chai cau I6ng, B la tap
hop cac hoc sinh dang ki choi béng ban (h.39), thé thi
n(X)=10,n(A)=3,n(B)=4,n(A ~nB)= 2. Nhu vay :
A U B 1a tap hop cac ban d4ng ki chai thé thao. Vi
n(A n B) = 2 nén s6 ban d4ng ki choi thé thao la Y
nAuB)=n(A)+nB)—nA~B) =5+4-2=7 (ban).
Tu d6, sé ban khong dang ki choi mén thé thao nao Ia Hinh 39
nX)-n(AuB)=10-7=3 (ban). &

Nh& quy tdc cdng md réng, ta cé céng thirc cdng xac suit mé réng sau day.

V@i hai bién cd A va B bat ki cung lién quan dén mét phép th,
ta co

P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A.B).

Vi dy 2. Gieo ngau nhién mét con stc sac can déi dong chat hai lan. Tinh xac
sudt clia cac bién cé sau :
A :"Lan th& nhat xuat hién mat 6 chdm" ;
B : "Lan th(r hai xuat hién mat 6 cham" ;
C : "It nhat mot 1an xuat hién mAat 6 cham" ;
D : "Khéng lan nao xuat hién mat 6 cham".
Gidi. Tac6 Q= {(i,j) |1 <i,j<6}, trong d6 ila s6 chadm xuét hién frong Ian gieo
th(r nhat, j la s6 cham xuét hién trong 1an gieo thir hai, n(Q) = 36. Nhu vay

A={6,)|1<j<6},nA)=6;

B={G,6)| 1<i<6},nB)=6:

C-AiSB, D= C:AB=1(6,6)}; s(ArBj= 1.
T d6, theo dinh nghia ta cé

by M6 Lo nB) 6 1

n(€) 36 6 n(€) 36 6
p(A.B}:M:L_
n(€2) 36

Theo nhan xét ta co

1.1 1 11
P(C)=P(AUB)=P(A)+P(B)-P@A.B)= —+——— = —.
()(u)()+()()6+636 =

Theo hé qua ta cé
11 25

Ny Bl ol s fo—e &
(D) (C) (C) = 36.
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Bdi tap

Gieo ngiu nhién mot con siic sac cin déi va déng chat hai 14an.
a) Hiy mé ta khéng gian méu.

b) Xdc dinh cdc bi€n 6 sau :

A : "Téng s6 chAm xu4t hién trong hai 14n gieo khéng bé hon 10" ;
B : "Mat 5 chdm xuét hién it nhit mot 1an".

c) Tinh P(A), P(B).

C6 bén tAm bia duwoc danh s6 tir | dén 4. Rat ngau nhién ba tim.
a) Hiy mé ta khéng gian méu.

b) X4c dinh cédc bién c6 sau :

A : "Téng cac s6 trén ba tAm bia bang 8" ;

B : "Cic s6 trén ba tim bia 14 ba s6 tuw nhién lién tiép".

c) Tinh P(A), P(B).

Mét ngurdi chon ngau nhién hai chiée giay tir bén déi giay ¢d khic nhau.
Tinh x4c suat dé hai chi€c chon dwoc tao thinh mot déi.

Gieo mot con stic sac can déi va déng chat. Gia sir con siic sac xuét hién
mit b chAm. Xét phuwong trinh x> 4 by + 2= 0. Tinh x4c suit sao cho :

a) Phuong trinh ¢6 nghiém ;

b) Phuong trinh vé6 nghiém ;

c) Phuong trinh ¢6 nghiém nguyén.

Tir ¢6 bai td lo kho 52 con, rit ngiu nhién cing mét lic bén con. Tinh xdc
sudt sao cho :

a) Ca bén con déu 1a 4t ;
b) Puoc it nhat mot con 4t ;
c) Pugce hai con at va hai con K.

Hai ban nam va hai ban nir dwoc x&p ngdi ngau nhién vio bén gh& xép
thanh hai diy d6i dién nhau. Tinh x4c suit sao cho :

a) Nam, nir ngéi d6i dién nhau ;

b) Nt ngéi déi dién nhau.



Cé hai hop chita cdc qua cAu. Hop thit nhat chira 6 qua trang, 4 qua den.
Hop thit hai chita 4 qua trang, 6 qua den. Tir méi hop 14y ngau nhién mot
qua. Ki hiéu :

A 13 bién c6 : "Qua 14y tir hop thit nhat trang” ;

B 13 bi€n ¢6 : "Qua 14y tir hop thit hai trang”.

a) Xét xem A va B c6 doc lap khoéng.

b) Tinh xdc suit sao cho hai qua cau 14y ra cing mau.

¢) Tinh x4c suit sao cho hai qua ciu 1dy ra khic mau.

L

BAI POC THEM

DINH NGHTA THONG KE CUA XAC SUAT

Mét dong tién can déi va déng chat dudc gieo n lan. Ki hiéu n la s8 lan xuét
hién mat sédp S trong n 1an gieo d6.
] ~ ne = - ~ A o n -~ ::
Ta goi ti sé f”{S) = 2 |3 tan suéat xuat hién mat sap trong n lan gieo.
n

Bang thuc nghiém ta thay, tan suat thay d&i khi ta thuc hién loat  1an gieo khac ciing
nhu khi tAng sé 1an gieo.

Tuy nhién véi n kha 18n, tan suat nay co tinh 6n dinh, nghia la né dao déng xung

s 1 * n ~ ~ ~ 4 l
quanh sé E va khi n t&dng, tan suat ngay cang gan soé 5

Ta c¢6 thé hinh dung diéu d6 qua bang cac két qua gieo déng tién clia cac nha
toan hoc Buyp-phéng (Buffont) va Piéc-son (Pearson) sau day.

Ngudi gieo S6 l1an gieo S4 lan xuat hién mat S Tan suat
Buyp-phéng 4040 2048 0.5069
Piéc-son 12000 6019 0.5016
Piéc-son 24000 12012 0,5005

Sé 51 ma tan suét f,(S) dao dong quanh nd dugc goi 1a xac suat cha bién c6 §

theo quan diém théng ké.
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Mot cach téng quat :

Ki hiéu n 4 la s6 lan xuat hién bién cé A trong mot day n phép thir

n "
duoc 14p di 13p lai (day cac phép thir1ap). Ti s6 —L goi la tan suat
"

xudt hién bién cé A.

n 3 Pk E
Khi n tang, - 4 ngay cang gan mét sé P(A) xac dinh. Ngudi ta goi
n

s P(A) d6 |1a xde suat ctia biéh c0 A theo quan diém thong ké.

Trong trudng hop phép thir chi c6 mét sé hitu han két qua déng kha ning xuét
hién thi sé P(A) trong dinh nghia nay tring véi sé P(A) trong dinh nghia cd dién
clia xac suat. Do d6, dinh nghia théng ké clia xac suat |la mét su mé rong thuc su
clia dinh nghia cd dién clia xac suat.

Nha toan hoc Thuy St J.Béc-nu-li (Jacob Bernoulli) 1a ngudi dau tién phat hién ra

o B
tinh 8n dinh théng ké cla day tn suat — .
n

Poat-xéng (Poisson) 1a ngudi dau tién goi quy luat 6n dinh cla tan suat |a Judt sé 1on.

On tép chuong Il

Phat biéu quy tac céng, cho vi du 4p dung.
Ph4t biéu quy tac nhan, cho vi du 4p dung.

Phan biét s khdc nhau giita mot chinh hop chap k clia n phan tir vi mot t6
hgp chép k ctia » phan tir.

C6 bao nhiéu s6 chan ¢é bén chir s6 dirge tao thanh tir cde chirs6 0, 1, 2, 3,
4,5, 6 sao cho :

a) Cac chif s6 c6 thé giéng nhau ?

b) Cic chir s6 khiac nhau ?

Xép ngau nhién ba ban nam va ba ban nif ngéi vao sau ghé ké theo hang
ngang. Tim x4c suét sao cho :

a) Nam, nir ngéi xen k& nhau ;

b) Ba ban nam ngbi canh nhau.

Tir mot hop chita sdu qua cidu trang va bdn qua cAu den, 14y ngiu nhién
déng thoi bén qua. Tinh x4c suit sao cho :

a) B6én qua 1ay ra cung mau ;

b) C6 it nh4At mét qua mau trang.



14.

7. Gieo mot con stic sac ba 14n. Tinh x4c suit sao cho mat sdu chAm xu4t hién
it nhat mot 14n.

8. Cho mét luc gide déu ABCDEF. Viét cic chir cdi A, B, C, D, E, F vio siu
cdi thé. Lay ngAu nhién hai thé. Tim xdc suft sao cho doan thang ma cdc
ddu muit 12 cdc diém duoc ghi trén hai thé dé 14 :

a) Canh cna luc giic ;
b) Budng chéo cta luc gidc ;
c¢) Pudng chéo néi hai dinh déi dién cua luc giic.
9. Gieo déng thoi hai con siic sac. Tinh x4c suét sao cho :
a) Hai con stic sac déu xuat hién mat chan ;
b) Tich cdc s6 chdm trén hai con siic sac 1a sé 18.
Bai tép trac nghiém
Chon phwong dn diing :

10. LAdy hai con bai tir ¢6 bai ti lo kho 52 con. S& cich 1dy 1a :

(A) 104 ; (B) 1326 ; (C) 450 ; (D) 2652.

11. Nam ngudi duge x€p vio ngdi quanh mot ban tron véi nam ghé. S6 cich
xép la :

(A) 50 ; (B) 100 ; () 120; (D) 24.

12. Gieo mét con siic sac hai 1an. Xdc suit d€ it nhat mét lAn xuAt hién mat sdu
cham 4 :

12 B 6 8
(A) — 3 B — 3 €) —; (1) —,
36 36 36 36

. Tir mo6t hop chira ba qua cAu trang va hai qua ciu den 14y ngiu nhién hai

qua. X4c suat dé 14y dwoc ca hai qua trang 14

9 12 10 6

A) — B) —; ) =3 D)=

()30 ()30 ()30 ()30

Gieo ba con stic sac. X4c suit dé s6 chAim xuat hién trén ba con nhwr nhau 14 :
12 1 6 3

A) — ; B) — ) =— 3 D) —.

&) 216 =) 216 = 216 ®) 216

7



15. Gieo moét déng tién can déi va déng chat bén 14n. X4c suit dé ca bén lan
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xuét hién mat sap 1a :

(A) (B =1 (©)

BAN CO BIET ?

BEC-NU-LI

Béc-nu-li (Jacob Bemoulli) sinh ngay 27 thang 2 nam
1654 & Ba-xlo (Basle) Thuy Si. Ong la ngudi nghién
cliu Toan dau tién trong dong ho Béc-nu-li cd nhiéu
nha toan hoc. Cha éng, Ni-co-la Béc-nu-li (1623 — 1708)
muén 6ng tré thanh muc su. Mic du phai hoc
Than hoc, éng van say mé nghién ciu Toan hoc.
Mét sé céng trinh quan trong nhat clia éng dugc
céng bd trong cudn sach Nghé thuat phong doan
n&m 1713, bao gém cac linh vuc cla dai sé t6 hop :
hoan vi, t6 hdp, cac s6 Béc-nu-li va Ii thuyé&t xac

" 2 x..
16 16 16

6
D) —.
()16

Bernoulli
(1654 — 1705)

suat. Dac biét, luat sé 16n d6i vGi day phép thir Béc-nu-li dudgc céng bd trong
cuén sach dé. Cudn sach cla 6ng dudc coi |a s mé& dau cla li thuyét xac suéat.
Béc-nu-li bat dau giang Triét hoc tu nhién, Co hoc & trudng Pai hoc Téng hop
Ba-xld nam 1682 va tré thanh Gido su toan nam 1687. Ong tiép tuc 1am viéc & do

cho dén khi mat (ngay 10 thang 8 nam 1705).



0hyY sd . cAPr SO conc vA cAaP sd nyAan

Chuong

DAY sd . cAP SO CONG
VA cAP sO nHAN

Y "

Phén déu clia chuong gi6i thigu Phuong phép quy nap todn hoc, m{t phiong phép
chimg minh nhiéu khang dinh todn hoc, li8n quan d8n t4p s ty nhién. Day 12 mét
phueng phap chimg minh quan trong va hilu higu trong Toén hqc.

Phén tip theo 12 c4c khéi niém co ban vé ddy sd (hilu han va vb han), s& duoc gip
nhidu frong céc chuong cla Gidi tich.

Cép s6 cng va c&p s6'nhén 1A hal déy sd déc biét va ¢ nhiéu img dyng, duge trinh
bay hé théng va chi iét & cudi chuong.



PHUONG PHAP QUY NAP TOAN HOC

I - PHUONG PHAP QUY NAP TOAN HOC

a}

Xét hai ménh dé chira bién P(n): "3 <n + 100" vaQn):"2" >n" véin eN".
a)Véin=1,2,3,4,5 thi P(n), Q(n) dung hay sai ?
b) V&i moi n N thi P(n), Q(n) dang hay sai ?

Dé chiing minh nhitng ménh dé lién quan dén s6 ty nhiénn € N
14 ding véi moi n ma khong thé thir truc ti€p duoc thi cé thé
lam nhu sau :

Biéc 1. Kiém tra rang ménh dé diing véin =1,

Buwéc 2. Gia thi€t ménh dé ding véi mot s6 tu nhién batkin=k = 1
(goi 12 gia thi€t quy nap), chiing minh rang né ciing ding vdi
n=k+1.

D6 1a phuwong phdp quy nap tedn hoc, hay con goi tat 1a
phuwong phap quy nap.

Mot cdch don gian, ta c6 thé hinh dung nhu sau : Ménh dé di ding khin = 1
nén theo két qua & bude 2, né ciling ding véin =1+ 1 = 2. Viné ding véi
n = 2 nén lai theo két qua & bude 2, né ding véin=2 + 1 = 3, ... Bang cich

” # 2 - - - ~ - . - ~ = A *
dy, ta c6 thé khang dinh rang ménh dé ding véi moi s6 tunhiénn € N .

II - VI DU AP DUNG

Vidu 1. Chiing minh rang véin € N thi
1+3+5+..+@Qn-1)=n". (1)
Giai
Burée 1. Khin = 1, v€ trai chi c6 mot s6 hang bang 1, v€ phai bang i
Vay hé thie (1) ding.
80



A

Budc 2. Pat v€ trdi bang S,,.
Gia str dang thitc ding véin = k = 1, nghia 1a
S;=1+3+5+..+(2k-1)= i (gia thiét quy nap).

Ta phai chitng minh rang (1) ciing diing véin = k + 1, tiic 1a

Si41=1+34+5+ .+ (Zk-1)+[2(k+1)-1]=(k+ 1)2.

That vay, tir gia thi€t quy nap ta cé
Seet =Sp+ 2+ 1) - 1=k +2%k+1=(k+ 1)~
Viay hé thite (1) diing véi moin € N .

2
Chimg minh ring véin € N thi

1+2+3+...+0= n(n; 1).

Vidu 2. Chimng minh rang véin € N" thi n° — n chia hét cho 3.
Giai. Dat A, = n —n.
Buédc 1.Véin=1,tac6A;=0:3.
Buoe 2. Gia sevdin=k =1 ta cb
Ap= (!’c3 — k) : 3 (gia thiét quy nap).
Ta phai chirng minh A;4; : 3.
That vay, ta c6
Ay =k+ 1Y —(k+ D=k +3k2 +3k+1 —k— |
= (K - k) + 3(k” + k)
= Ap+ 3(K” + k).

Theo gia thi€t quy nap A, : 3, hon nira, 3(,'(2 +k) : 3DeNAL, 13

~ 3 = e R - *
VayA,=n —nchiahétcho3vdimoin e¢ N . =

81
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CHU Y

Néu phai chitng minh ménh dé 14 ding véi moi s6 tur nhién n = p

(p 12 moét s6 tur nhién) thi :

* O buée 1, ta phai kiém tra ménh dé ding véin=p ;

« G bude 2, ta gia thi€t ménh dé ding véi s6 tw nhién bat kin = k> p

va phai chirng minh rang né cting ding véin =k + 1.

3
Chohaisé3"vasnvéine N'.

a) So sanh 3" véi 8n khin=1, 2,3, 4, 5.
b) Du doan két qua téng quat va chimg minh bing phuong phap quy nap.
Bdi tap

. X Pl #* r e & ”
Ching minh rang véin € N | ta c6 cac dang thire :

3 |
a)2+5+8+...+311—1=$;
n o
b)l+l+l+...+ . 1;
2 4 8 2” 2!.‘

c) %02 3% o n= R ¥ 1)6(2”+ ) .

Ching minh rang véin € N ,taco:

a) n> +3n°+5n chia hét cho 3 E

b)4" +15n— 1  chia hét cho 9 ;

c) n +11n chia hét cho 6.

Chitng minh ring véi moi s6 tu nhién n = 2, ta ¢ cdc bat dang thic :

a)3">3n+1: Byt w0 0.3,



Cho téng S, = %+%+ —|—ﬁ véine N .
. ; n(n +

a) Tinh Sl'-' Sz., 53.
b) Du dodn céng thitc tinh téng $, va chimg minh bang quy nap.
n(n — 3)

Chitng minh rang s6 dudng chéo clia mét da gidc 16i n canh 1a

s

BAN CO BIET ?

SUY LUAN QUY NAP

Ngudi ta thudng phan biét hai hinh thic suy luan, dé la suy dién va quy nap.

Suy dién hay con goi |a phép suy dién |a di tir cai chung dén cai

riéng, tir tdng quat dén cu thé.

Chang han, tif dinh Ii "Moi s& tu nhién cé chi sé tan cung la 0 hodc 5 déu chia
hét cho 5", ta suy ra 135 va 170 chia hét cho 5. Trong suy dién, néu ménh dé

tng quat |a dang thi k&t luan cé dudc bao gid cling ding.

Con quy nap hay con goi la phép quy nap lai di tir cai riéeng dén

cai chung, tif cu thé dén téng quat.

Vi dy : So sanh cac s6 A(n) = 10" ! véi Bin) = 2004 + n, trong d6 n € N . Béng
phép thirvéi n = 1,2, 3, 4tacd : A(1) <B(1) ; A2) < B(2) ; A(3) < B(3) ; A(4) < B(4).

Tur day, ta két luan

"10""" <2004 + n véi moi n < 4" (1)
R6 rang két luan nay dung.
Tuy nhién, ciing tir két qua cha phép thir trén, néu voéi két luan :

"10"""' <2004 + n véimoin e N (2)
thi lai sai lam vi véin =5 tacd:

10> 2004 + 5 (tuong tu, véin=6,7.8, ..).
Pén day, néu két luan tiép :

10" > 2004 + n véi moin > 5", (3)

sau d6 véi phép thir, cho du cé nhan dudc két qua dung véi n bang bao nhiéu

chang nira thi van khéng thé coi la da chimg minh dudc ménh dé (3).
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Ménh dé (3) sé& dugc chimng minh néu dung phuong phdp quy nap
toan hoec.

Cac ménh dé (2), (3) c6 dudc la két qua clia phép quy nap khéng
hoan toan, trong d6 ménh dé (2) 1a sai con ménh dé (3) Ia dung.
Do phép thir chi ¢é tinh du doan, nén két qua clia phép quy nap
khéng hoan toan chi la gia thuyét, va viéc phai lam tiép theo la
chimg minh hay bac bé.

Duéi day, ta xét thém vai vi du lich si.

2”

Phéc-ma (P. Fermat) nha toan hoc Phap (1601 — 1665) khi xét cac sé dang 2° +1

s u #on 3 2ﬂ 21 5 22 23
thayrangvéin=0,1,2,3,4thi 2° +1=3; 2" +1=5;2 +1=17; 2 +1=257;

i 4 kY - # - a ¥ o i s -
22 +1=65537 déu la nhimg s6 nguyén t6. Tu d6, 6ng du doan rang "Moi s6 cé
dang 22 41 véin e N déula nhiing sé nguyén t&".

Tuy nhién, 100 nam sau, nha toan hoc Thuy Si C-le (Euler, 1707 — 1783) lai phat

5
hién ra rdng 22" + 1 khéng phai 1a s6 nguyén t6 vi :

5
2% 1+ 1= 4294967 297 | 641.

Ciing chinh Phéc-ma |a tac gia clia gia thuyét ndi ti€ng ma ngudi ddi sau goi la

dinh Ii cudi cing cia Phéc-ma : "Phudng trinh x" + y" = 7" khéng cé nghiém

nguyén duong v8i moi sé tu nhién n > 2". Nam 1993, trc 1a hon 350 nadm sau, gia
thuyét nay méi dudc chimg minh hoan toan.

Nha toan hoc Bic Lai-bo-nit (Leibniz 1646 — 1716) da chimg minh dudc rang vn & N
thin>—ni3:n°-n:5n —n'7, trdé 6ng du doan véi moi n nguyén duong

va véi moi s6 1& p thi »”’ — n : p. Tuy nhién, chi it lau sau chinh 6ng lai phat hién ra
2% _ 2= 510 khéng chia hét cho 9.

Lich s toan hoc da dé lai nhiéu su kién tha vi xung
quanh cac gia thuyét cé duogc bang suy luan quy nap
khéng hoan toan (hoic bang phép tuong tv). Cé nhihg
gia thuyét da bi bac bd, cd nhiéu giad thuyét da duoc
chimg minh, cé nhimg gid thuyét ma vai trAm nam sau
van khéng dudc chimg minh hay bac bo. Tuy nhién, viéc
tim cach chimg minh hay bac bé nhiéu gia thuyét da cé
tac dung thuc day su phat trién clia toan hoc.

Fermat

(1601 — 1665)



DAY sO

I - PINH NGHIA

1
ﬁCho ham sé f(n) :ﬁ, n e N .Tinh A1), A2), f3). f(d). f3).

,_
1. BPinh nghia diy sé
Mbi him s6 u x4c dinh trén tap cdc s6 nguyén duong N duoc
goi 12 moét ddy sé vo han (goi tat 1a diy s6). Ki hiéu :
*
u: N > R
n— u(n).
Ngeuwdi ta thudng viet diy s6 dudi dang khai trién
Uy, Up, Uz, ooy Uyy oo sy

trong dé u, = u(n) hoac viét tat 1a (u,), va goi u; 1a sé hang dau, u, 12 s6
hang thi n va 13 56 hang téng qudt clia diy s6.

Vidul
a) DAy cdc s6 tw nhién 1& 1, 3, 5, 7, ... ¢é s8 hang dau u; = 1, s6 hang téng

quat u, = 2n - 1.

b) Ddy cac s6 chinh phwong 1, 4, 9, 16, ... ¢6 s6 hang dau u; = 1, s6 hang

tong quat u, = n.
2. Dinh nghia day s& hiru han

-~ n s i - = - . *
Mo6i ham s6 u# xac dinh téntap M= {1,2,3, ...m} véime N
duoc goi 1a mot day sé hitu han.
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- -7 > - . 2 - ~ AT A
Dang khai trién cua né 1a uy, uy, u3, ..., u,,, trong dé u; la so hang dau,

u,, 1a so hang cudi.

Vidu 2

a)-5,-2,1,4,7,10, 13 1a diy s6 hiru han ¢6 uy = -5, u7 = 13.

b) l,l,l,L, L la ddy s6 hiru han c6 u; = L s = L
2.4 8 16 32 2 32

II - CACH CHO MOT DAY SO

2
%Héy néu cac phuong phap cho mét ham sé va vi du minh hoa.
1. D&y sd cho bing céng thirc cha sé hang téng quat

Vidu 3
3."1"
a) Cho day sé (u,) véi u, = (-1)" o (1)

Tir cong thire (1), ta cé thé xdc dinh dwoc bat ki mét s6 hang nio cla
53 243

diy s6. Chang han, u5 = (-1) T

Néu viét diy s6 nay dudi dang khai trién, ta dwoc

H
=3 2 -9, ﬂ, e (—1)”.3—,
2 4 n

s 5 n g G i S
b) Day s6 (u,) vé1 u, = c6 dang khai trién la

_‘\/;-Fl
| 2 3

n
2’24131 TN+

Nhu véy, diy s6 (u,) hoan toan x4c dinh néu biét céng thifc s6 hang téng

quét u, clia nd.

3

ﬂ\z‘ié’t n3m s6 hang dau va s& hang téng quat clia cac day sé sau :
a) Day nghich d3o clia cac s6 tu nhién |é ;
b) Day céac sé tu nhién chia cho 3 du' 1.
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Ciing gi6éng nhu ham s6, khéng phai moi diy s6 déu ¢é cong thire s6 hang

téng quit u,. Duéi day, ta néu thém cdc cich khic dé cho mot diy s6.

2. D3y sd cho bing phuong phap mé ta

Vidu 4. S6 1 12 s6 thap phan vé han khéng tuan hoan
7 = 3,141 592 653 589 ...
Néu lap déy s6 (u,,) v6i u, 1a gia tri gan ding thi€u cia s6 7 véi sai s6 tuyét doi
10 " thi
uy=3,1;u,=3,14;u3=3,141 ; uy=3,1415; ... .

D6 1a diay s6 dwoc cho bang phirong phdp mé td, trong d6 chi ra cich viét
cdc s6 hang lién ti€p cua diy.

3. Day so cho biang phuodng phap truy hoi

Vidu 5. Day Phi-b6-na-xi"” 1a diy s6 (u,) duoc xdc dinh nhu sau :

Uy = uy =1
{u” =M, | tU, o VOin =3,
nghia 13, ké tir s6 hang thit ba tr& di, méi s6 hang déu bang téng cta hai s6
hang dirng ngay trude no.
Cé4ch cho diy s6 nhur trén duoc goi 14 cho bang phwong phap truy hoi.
N6i c4ch khic, cho mot diy sé bang phuong phép truy héi, tite 13
a) Cho s6 hang dau (hay vai sé hang dau).

b) Cho hé thitc truy hoéi, titc 13 hé thitc biéu thi s6 hang thit n qua s6 hang
(hay vai s6 hang) dimg trude né.

4
ﬁ\»‘iét mudi sé hang dau cla day Phi-bé-na-xi.

(*) Phi-b6-na-xi (Fibonacci, 1170 — 1250) — Thuong gia, nha toan hoc I-ta-li-a.
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III - BIEU DIEN HINH HOC CUA DAY SO

o ~ ~ g - ¥ A # - = F Ly P ~ 2 ;(‘
Vi diy s6 la mo6t ham s6 trén N nén ta c6 thé biéu dién diy s6 bang do
thi. Khi dé trong mat phang toa dé, diy s6 dwoc biéu dién bang cic diém

c6 toadod (n; u,

" " . ) N L )
Vidu 6. Day s6 (u,) véi u, = c6 biéu dién hinh hoc nhur trén Hinh 40 :
n
Up g
L .
]
I
1
] EEESS iy
/T N R
ugf==== BIIZZIIIZII L
! | ! |
1 1
A
1 : ] !
1 ! ] !
1 ' I '
I 1 1 1
1 ' | !
' : : : ;
0 1 2 3 4 n
Hinh 40
) 3 4 )
Uy = <L,y = —y, Uz = —, Hg= —, ...
2 3 4

Tuy nhién, ngudi ta thudng biéu dién cdc s& hang ctia mét diy s6 trén truc

: 1 = af BhLY o . "
s0. Chang han, day so6 ( j c6 biéu dién hinh hoc nhir trén Hinh 41,
n

, 543
173 2 2
1 L1 1 1 -
! 1 I 1 ' 3
0 Uq 1y 1o iy u(n)
Hinh 41

88



IV - DAY SO TANG, DAY SO GIAM VA DAY SO BI CHAN

1.

5

L = -4 x A l =
Cho cac day sé (u,) va(v,) v6iu,=1+ — ;v,=5n—- 1.
n

a) Tinh Uyt Yo+l -

b) Chimg minh u,  , <u,va v, ., >v, , v8imoin e N -
Day s ting, diy sé gidm

DINH NGHIA 1

Day s6 (u,) diwge goi la ddy sé tdng né€u ta cé u, | > u, voi

= *
moine N .

Day s6 (u,) duoc goi la day sé giam néu ta c6 u, | < u, voi

&
moine N .

Vidu 7. Diy s6 (u,) v6i u,, = 2n — 1 1a diy s6 tang.
That vay, véi moi n € N xét hiéu u, | —u,. Tacod
Uy 1 —Up=2(n+1)-1-2n-1)=2.

Do u

el — My >0Dén u, 4 >u,. W

I
- ~ ¢ " n s ~ - = 9
Vidu 8. Day s6 (u,) véi u, = 2 la day s6 giam.

Uy +1

i,

P . * ~ A - 2 - ? e -
That vay, véimoin € N ,viu, >0 nén co thé xét t1s6 .Tacé

Uppp n+1 n  n+l1

i, 3" +1 3 3

5 =oAL 1]
Dé thay < | nan Al

3n ",

<1suyra u, | <u, H
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CHU Y
Khoéng phai moi diy s6 déu tang hoac giam. Chang han, day
s6 (u,) v6i u, = (-3)", titc 1a diy
-3,9,-27,81, ..

khoéng tang va cling khéng giam.

ay s6 bi chan

2. D
A

Chimg minh cac bat ding thic

)
n .
. g yg B +1

1
n“+1 2 2n

>1, VvneN"-
DINH NGHIA 2

Diay s6 (u,) duoc goi 14 bi chdn trén néu tén tai moét s6 M

sao cho
X
u, <M,vne N .

Diy s6 (u,) dugce goi la bi chdn duéi néu té6n tai mot s6 m

sao cho

=
u, 2m,vne N .

Diay s6 (u,) duoc goi la bi chdn néu né vira bi chan trén vira bi

chan dudi, tirc 1a tén tai cdc s6 m, M sao cho

m<u,<M,Vne N .

Vidu9

a) Ddy s6 Phi-bo-na-xi bi chan dudi vi i, > 1 véi moi n € N .
b S n 1

bi chanvi 0 < — < —.

+ 1 n“+1 2

b) Day s6 (u,) véi u, = 7
n
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BAN CO BIET ?

HOA, LA VA DAY SO PHI-BO-NA-XI

Day s Phi-b6-na-xi thuong gap trong thién
nhién. Nhimg chiéc la trén canh cay moc cach
nhau cac khoang (ng véi cac sé trong day sé
Phi-bé-na-xi (con goi la cac sé Phi-bé-na-xi)

3,3,8, 15,21.34, 55,89, ... (F)

Sé canh hoa trong hau hét cac béng hoa |a cac
s6 trong day (F). Hoa loa kén c6 3 canh, hoa
mao luong vang c6é 5 canh, hoa phi yén c6 8
canh, hoa cuc van tho 13 canh, hoa cuc tay 21
canh, con hoa cuc thuéng cé 34 hodc 55, hodc
89 canh.

Fibonacci

(1170 — 1250)

Trong hoa huéng duong ciing xuét hién cac sé Phi-bé-na-xi. Nhiing nu nho két
thanh hat & dau béng hoa va xép thanh hai 16p dudng xodn &c. Mét I6p cudn theo
chiéu kim déng ha, 16p dudng xoan kia cudn theo chiéu ngudc lai. S6 cac dudng
xoan &c theo chiéu kim déng hé thudng |a 34 hoic 55, con sé dudng xoan theo

chiéu ngudc lai thudng 1a 55 hoic 89, ...

Ngoai nhimg diéu tha vi trén, mét sé van dé cla kién trac, héi hoa, am nhac, ...

cling lién quan dén cac sé Phi-bé-na-xi.

Hoa huong duwong
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Bdi tap

- a = n‘ oy i - - e - c ;3 e P -
Viét nam s6 hang dau cua cic diy so ¢6 s6 hang tong quat u,, cho bdi céng thire :

n gt
a) Un = n ; b) Uy = n ;
7 | 27 +1
1”. n
cyu, =[1+—] ; d) ”":2—'
R n- +1

Cho day s6 (u,), biét :
uy=-1, wu, =u,+3véinz=l.
a) Viét nam s6 hang dau cua diy sé.

b) Chitng minh bang phwong phip quy nap : u, = 3n — 4.

Day s6 (u,) cho boi :

g - 2
Uy =3, = \/1 Far s u3l

a) Vi€t nam s6 hang dau ctia diy sé6.

b) Du dodn cong thifc s6 hang téng quit u, va chitng minh céng thic dé
bang phuong phdp quy nap.

Xét tinh tang, giam cua cdc diy s6 (u,,), bi€t :

1 n-—1
a) u, = ——2; b) u. = .
- S
n n 2n+1
&) W= 2l y d) i, = :
) u, = (=1) ( ) Jily r—

Trong cdc diy sé (u,) sau, diy s6 nao bi chan dudi, bi chan trén va bi chan ?

2 |
Ay g = = b} w, = ———:
) Un )t n(n+2)
c) u, = +; d) u, =sinn+cosn.
2n" -1



CAP sO CONG

I - bINH NGHIA

1
ﬁBié’t bén sé hang dau clia métday sé la—-1,3,7, 11.
Tir @6 hay chi ra mét quy luat réi viét ti€p ndm sé hang clia day theo quy luat dé.

DINH NGHIA
Cdp s6 cong 132 mot diy s6 (hitu han hodc vé han), trong d6 ké

tir s6 hang thit hai, méi sé hang déu bang sé hang ditng ngay
trude né cong véi mot s6 khong doi d.

S6 d dwrge goi la cong sai cua cip s6 céng.

Néu (u,) 1a cip s6 cong véi cong sai d, ta c6 cong thite truy hoi

, *
Uy =, +d v6ine N . (1)

Pac biét khi d = 0 thi cip s& cong 13 mot ddy sé khong déi (tit ci cdc s6
hang déu bang nhau).
Vidu 1. Chirng minh day s6 hitu han sau 142 mot cip s6 cong :
l,~3,~7,~11, = 15.
Giai. Vi-3=1+(-4);: -11=-7+(-4);
—T7=-3+(-4); -15=-11+(-4)

nén theo dinh nghia, diy s6 1, -3, =7, =11, =15 12 mot cdp s6 coéng vdi
congsaid=—-4. |

2
Cho (u,,) 1a mét cap sé cong cb6 sau s6 hang véi ) = — ; d = 3. Viét dang khai trién
clia no.
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II - SO HANG TONG QUAT

3
ﬁl‘\ﬂai va Hung choi tré xép cac que diém thanh hinh thap trén mat sén. Cach xép
dugc thé hién trén Hinh 42.

*—
4 &
| ‘ T T T . I T
| ting 2 tang 3 tang

Hinh 42

Hoi : Néu thap c6 100 tang thi can bao nhiéu que diém dé x&p tang dé cla thap ?

PINH LI 1

Néu cap s6 cong (u,) c6 s6 hang dau u; va cong sai d thi s6
hang téng quat u, duge x4c dinh béi cong thife :

u, = u +(n-1)d véin = 2. (2)

n

Chirng minh. Ta s€ chimg minh céng thie (2) bang quy nap.
Khi n =2 thi uy = uy + d, vay cong thirc (2) ding.
Gia str cong thire (2) ding véin=k =2, tirc 1a uy = uy + (k- 1)d.
Ta phai chitng minh rang (2) cling ding véi n=k + 1, tire 14wy = uy + kd.
That vay, theo dinh nghia cip s6 céng va gia thiét quy nap ta cé
ppg = Up+d=[uyd+(k—1)d] +d=u + kd.

Vayu,=uy+(n—1)dvéin=>2. |

Vidu 2. Cho cép s6 cong (u,), bi€t u; = -5, d = 3.
a) Tim us.
b) S6 100 14 s6 hang thit bao nhiéu ?

04



c) Bifu dién cdc s6 hang uy, uy, u3, uy, us trén truc s6. Nhan xét vi tri cta
mbi diém u,, uz, uy so véi hai diém lién ké.
Giai. Cip s6 cong cé u; =-5,d = 3.
a) Theo céng thite (2) tacd uys=-5+(15-1) .3 = 37.
b) Theo céng thite (2)tacé u,=-5+(n-1).3. Viu, = 100 nén
-5+ (n—-1).3=100, tir d6 n = 36.
c) Nam s6 hang cta cip s6 cong 1a -5, =2, 1, 4, 7 dwoc biéu dién bdi cdc

diém uy, uy, uz, uy, us tvong ing trén Hinh 43.

g L] g Uy iy
— 1t o=
-5 -2 0 1 4 7
Hinh 43
: ; B Uy + U
Diém w3 13 trung diém ctia doan uyiy, hay w3 = % ;

Ta cling c6 két qua twong tu d6i véi uy va uy. |

Day 14 mot tinh chit dac tring cia cdp s6 cong ma ta sé xét dudi day.

III - TINH CHAT CAC SO HANG CUA CAP SO CONG

DINH LI 2

/'Trong mot cAp s6 codng, mobi s6 hang (trir s6 hang dau Vﬁ\
cudi) déu 1a trung binh cdng ctia hai s6 hang ding ké vdi
nd, nghia la

= k=l ;"’“1 véi k= 2. (3)
\. /

Chirng minh. Gia sir (u,) 1a cdp s6 cong vdi cong sai d. Sir dung cong thie (1)

voik=>22,tacOuy = up—d; = u+d.

M=t U)o
)

Suy ra uy _y + g4y = 2u; hay uy, =
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IV - TONG n SO HANG PAU CUA MOT CAP SO CONG

A

4

Cép s6 cong gébm tam sé hang -1, 3, 7, 11, 15, 19, 23, 27 dudc viét vao bang sau :

1

3 7 11 15 19 23 27

a) Hay chép lai bang trén va viét cac sé hang cla cép sé dé vao dong thir hai
theo th(r tu ngudc lai. Néu nhan xét vé téng cla cac s6 hang & méi cot.

b) Tinh téng cac s& hang clia cap s6 cong.

Ta c6ng nhan dinh 11 sau day.

DINH LI 3

(" Cho cdp s6 cong (u,). PatS, = uy+uy + uz + ...+ u,,.
Khi dé

\

/

n(uy +u,)
S, = % (4)
o
CHU Y
Viu, = u; + (n - 1)d nén coéng thitc (4) cé thé viét
-1
& i el (4"

Vidu 3. Cho diy so6 (u,) véiu, =3n - 1.

a) Ching minh day (u,) la cdp s6 cong. Tim u; va d.

b) Tinh téng cta 50 s& hang dau.

¢) Biét S,

Giai

96

a) Viu,=3n— 1nénu; =2

Véin =1

= 260, tim n.

I

yxéthitv w,,y—u,=3(n+1)-1-Bn-1)=3,suyra

U, 1= U, +3.Vay (u,) 1a clp s6 cong véi cong sai d = 3.
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b) Viuy =2, d=3, n= 50 nén theo cong thirc (4') ta cé
50.49

Sso= 50.2 + 3 =3775.

c) Viuy=2,d= 3,8, =260 nén theo cong thirc (4') ta cé

S, = n2+ L;”.:a = 260 hay 3n° + n — 520= 0.

. . A * .

Giai phuong trinh bac haitrén véi n e N | ta tim dugc n=13. m
o | .y
Bai tap
Trong cic day s6 (u,) sau day, diay s6 nao la cap s6 cong ? Tinh s6 hang
dau va céng sai cua nd.
n

a) u,=5-2n; b)uﬁza—l:

n 1=3
e) Uy =3 ; d) u, = 5 =

Tim s6 hang dau va coéng sai clia cdc cip s6 cOng sau, biét :

) uy —uy +us =10 b) Uy —u3 =8
a
u +ug =17; Uy iy = 13.

Trong cdc bai todn vé cip s6 cong, ta thudng gap nam dai luwong u, d, n,
- S

a) Hay vi€t cdc hé thire 1ién hé gitra cdc dai lwong d6. Can phai bi€t it nhat
may dai lwong dé cé thé tim dirge cidc dai luong con lai ?

b) L4p bang theo mau sau va dién s6 thich hop vao 6 tréng :

u, d I, n S,
=2 55 20
-4 15 120
3 e # 7
27
17 12 12
2 -5 —205
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Mat san tAng mot ciia mot ngdi nha cao hon mat san 0,5 m. Ciu thang di tir
tAng mot 1én tAng hai géobm 21 bac, mdi bic cao 18 cm.

a) Vi€t cong thite dé tim do6 cao cia moét bic tuy ¥ so véi mat san.
b) Tinh d6 cao cia san ting hai so v4i mat san.

Tir O gid dé€n 12 gid trira, déng hé danh bao nhiéu ti€ng, néu né chi dinh
chuéng bdo gid va s6 ti€ng chuéng bang s6 gid ?

CAP s® NHAN

I - PINH NGHIA

A

98

1

Tuc truyén réing nha Vua An Dé cho phép ngudi
phat minh ra ban ¢6 Vua dudc Iua chon mot phan
thudng tuy theo sé thich. Ngudi d6 chi xin nha vua
thudng cho sé théc bang sé théc duoc dit 1én 64
6 clia ban ¢d nhu sau : DAt 1én 6 thr nhat clia ban
cd mét hat thoc, tiép dén 6 thir hai hai hat, ... c(
nhu vay, sé hat théc & 6 sau gap doi sé hat théc &
6 lién trudc cho dén 6 cudi cung.

Hay cho biét sé hat thoc & cac 6 tir thir nhat dén
thir sau ca ban co. 4

e |

B e Lh

DINH NGHIA

Cdp sé6 nhdn 1a mot day s6 (hitu han hoac v6 han), trong dé
ké tir s6 hang thir hai, m&i s6 hang déu 1a tich cta sé hang
dirng ngay truée né véi mot s6 khong déi g.

S6 g dwoc goi la cong béi clia cap s6 nhan.

Néu (u,) 1a cdp s6 nhan vdi cong boi ¢, ta ¢6 codng thire truy hoi :

.| = u,.qgvéine N (1)




Dac biét :
* Khi ¢ = 0, cdp s6 nhén ¢6 dang uy, 0, 0, ..., 0, ...
* Khi g =1, cdp s6 nhén c6 dang uy, uy, uy, ..., uy, ...

e Khi #; = 0 thi véi moi ¢, cép s6 nhin c¢6 dang 0, 0,0, ..., 0, ...

Vi du 1. Chirng minh day s6 hitu han sau 12 mot cip s6 nhin :

nén diy s6

12 mot cdp s6 nhan véi céng boi g = — 1 -
II - SO HANG TONG QUAT

2
RHéy doc hoat déng ﬁ1 va cho biét 6 thr 11 cé bao nhiéu hat théc ?
Bing phurong phip quy nap, ta c¢é thé chitng minh dirge dinh 1i sau day.

DINH LI 1

Néu cip s6 nhan c6 s6 hang dau u; va céng boi ¢ thi s6 hang

téng quét u, duge xac dinh bdi céng thifc

", = ul.q”_l véin=>2. (2)

\. S/
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__ ' 1
Vidu 2. Cho cédp s6 nhén (u,) véi u; =3, g ==

a) Tinh u5.

12 s6 hang thit may ?

b) Hoi =
256

Giai

a) Ap dung céng thic (2), ta ¢

6
Uy = u;.qﬁz 3.(— l} = i

b) Theo céng thire (2), ta c6

i n—1 3 1 n—1 i i 8
By =3 ~— - — & | = = — === .
2 256 ) 256 2

Suyran—1=8hayn=29.

Viy sé 3 14 s6 hang thit chin. =
256

Vi du 3. T€ bao E. Coli trong diéu kién nudi cdy thich hop cit 20 phiit lai
phan d6i mét lan.

a) Hoi mét t&€ bao sau mudi 14n phan chia s€ thanh bao nhiéu t&€ bao ?

b) Néu cé 10” t& bao thi sau hai gior s€ phan chia thanh bao nhiéu t€ bao ?
Giai

a) Vi ban dau c6 mot t€ bao v mbi 1an moét t€ bao phan chia thanh hai t&
bao nén ta cé cip s6 nhén véi 1y = 1, ¢ = 2 va uyy 1a s6 t€ bao nhén duogc
sau mudi 1An phan chia. VAy sau 10 1an phén chia, s6 t&€ bao nhin duoc 1a

11

upp=1.2"1=2"= 1024,

. a2 -~ j - w w " e o ~ a = o & "

b) Vi ban dau c¢6 10” t€ bao va mo6i lan moét t€ bao phan chia thanh hai té

" x T o s 3 w7 o - 5 . 3

bao nén ta c¢dé cdp s6 nhan vdéi u; = 107, ¢ = 2. Vi cir 20 phat lai phan doéi

mot 1an nén sau hai gio s€ c6 6 lan phan chia t€ bao va uy 1a s6 t€ bao nhan
duoc sau hai gid. Viy s6 t&€ bao nhin duoe sau hai gid phan chia 1a

u;=10°2" 71 =10°2% = 6 400 000. m



III - TINH CHAT CAC SO HANG CUA CAP SO NHAN
Ra
Cho cép sé nhan (u,) véiu, =—-2vagqg :—%.

a) Viét nAm sé hang dau cla nob.
b) So sanh u; véitichuy. u3 va u; véi tich uy . uy.

Néu nhan xét tdng quat tir két qua trén.

DINH LI 2

ﬂ[‘rong mot cAp s6 nhan, binh phuong ctia méi sé hang (tr‘\
s6 hang diu va cudi) déu la tich cua hai s6 hang ding ké
v4i nd, nghia la

uf = Up. [ Upo) VOL kK 22 (3)
\(lmyiuklzﬁfuk_l.ukﬂ ). j

Chitng minh. Str dung coéng thirc (2) véi k = 2, ta ¢6

S k -
Mg = a3

_ k
My 1= Uy.q .

_2 k=12 9
= (uyq

2 2
Suyra wp_y . g4 = ulz q ) = uj .|

IV - TONG n SO HANG PAU CUA MOT CAP O NHAN

4
%Tmh tdng s6 cac hat théc & 11 6 d4u clia ban cd néu & hoat déng%t

CAp s6 nhan (u,,) c6 cong boi ¢ c6 thé viet dudi dang

n—l1

2
uy, g, 1q , ..., U1 g4 —
Khi dé

2 ~1
=ty U, = U UGG+ g

S (4)

I
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Nhén hai v€ cua (4) véi g, ta duroc
’ 2 3 i
q.S, = umq+uyq +ug + ..+ uq . (5)
Trir timg v€ twong ing cla cdc dang thire (4) va (5), ta duoc

(1 - (XT) Sn = I (1 - q”)-
Ta c6 dinh li sau day.

PINH LI 3
/Cho cdp s6 nhan (u,) véi cong boi g # 1. Pat \
Sy =Wty +..tu,.
Khi dé
o u(l—g")
8§ = o b il - (O 78 (6)
% g .
CHU Y

Néu ¢ = 1 thi cfp s6 nhan 12 uy, uy, uy, ..., uy, .. Khi dé S, = n.u;.

Vi du 4. Cho cap s6 nhan (u,), bi€t u; = 2, u3 = 18. Tinh téng clia mudi
s6 hang dau tién.

Giai. Theo gia thi€t, uy = 2, u3 = 18. Ta cé

Uz = ul.qzz:rQ.qZ: I8 = g=%£3.

Vay c¢6 hai truong hop :

—
*g=3,tach .\'10:M=59048;
=3
N R
tq:_BUta Cé SEU‘ = Zl:l ( 3) :|:—29 52‘4 i
I=(=3)

A
1 1 |

Tinh téng S= =gt —.
3 3-’?
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w

BAN CO BIET ?

NHA VUA AN PO KHONG DU THOC DPE
THUGNG CHO NGUGO!I DA PHAT MINH RA
BAN CO VUA !

8 4

Hay doc lai /%' & §4, chung ta sé thay s& hat thoc dé lam phan thudng chinh |a

téng 64 s6 hang dau clia cdp s6 nhan véiu, = 1 va g = 2. Vay

63_ 11-2%) _ 64
1=

Seg=1 =2t 4 2 - 1.

C& cho rang 1000 hat théc ndng 20 gam (cho du it hon thuc t&), thi khéi lugng
thoc la
2002% 1)
1000

Néu dem rai déu sé théc nay 1én bé mat clia Trai DAt thi sé dugc moét |8p théc
day 9 mm ! Thir héi, nha vua lam sao cé dude mét lugng théc khdng 16 nhu vay ?

gam = 369 ti tan.

Bai tép
B e ot B o 5 IV | s e o i
Chirng minh cac daysé|— - 2" |, | — |, || —— la cac cap so6 nhan.
5 of 2
Cho cép s6 nhan (u,) voi cong boi q.

a) Bi€t u; = 2, ug = 486. Tim gq.

; 2 8
b) Biét ¢ = 3 Uy = CTh Tim uy.

c) Bi€t u; = 3, ¢ =-2. Hoi s6 192 la s6 hang thit may ?
Tim cdc s6 hang cta cap s6 nhén (u#,) ¢6 nam sé hang, biét :
a) u3 =3 va us =27 ; b) ug — upy =25 va uz — u; = 50.
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Tim c4p s6 nhan cé siu s6 hang, biét rang téng ctia nam s6& hang dau 14 31
va tong cua nam s6 hang sau 12 62.
Ti 1é tang dan s6 cna tinh X 14 1,4%. Bi€t rang s6 dan cna tinh hién nay 13

1,8 triéu ngudi. Hoi véi mire tang nhu vay thi sau 5 nam, 10 nam sé dan cua
tinh dé 14 bao nhiéu ?

Cho hinh vuéng C; cé canh bang 4. Ngudi ta
chia méi canh cua hinh vuéng thinh bén phin
bang nhau va néi cdc diém chia moét cach thich

hop dé cé hinh vuéng 5 (h44). Tir hinh vuéng

(5 lai 1am ti€p nhu trén dé duoc hinh vuéng Cs, ... .
Ti€p tuc qud trinh trén, ta nhin dwoc day céc

Wi VHEHE G Tty G vnes G 5+ Hinh 44

Goi a, 1a d6 dai canh cta hinh vuéng C,. Chitng minh diy s6 (a,) 12 mot
cip s6 nhén.

BAI POC THEM

DAY SO TRONG HINH BONG TUYET VON KOC
(HINH HOC FRACTAL)

Thuéat nglr "Fractal" dugc Bo-noa Man-den-bd-ré (Benoit Mandelbrot) sir dung
vao ndm 1975. N6 cé géc La-tinh "Fractus", nghia 1a moét bé m4t khéng déu
giéng nhu mét khéi da nit gay. Theo B. Man-den-bo-ré thi : "Hinh hoc Fractal cé
hai vai tro, né dién ta hinh hoc clia su hén don va né ciing c6 thé dién ta vé hinh
hoc clia ndi, may va cac dai ngan ha".

Cac Fractal c6 hinh thi ma ta cé thé nhin thay trong tu nhién, d6 la cay, 1a, khéi
da, nhimg béng tuyét ... . Song, rat ra dudc mét cong thirc hinh hoc clia chung
nhu thé nao ? Lam thé& nao dé dinh hinh dudc hinh dang clia nhilng bot kem
trong li ca-phé ? Hinh hoc Fractal, Ii thuyét vé su hén dén va nhimg phép toan
phirc tap liéu cé thé tra 16i dudc cac cau héi nay hay khong ? Khoa hoc dang
kham pha ra mot trat tu khéng thé ngd dang sau nhiing hién tuong ki la cé vé hét
s(c 16n xén cla van vat.



Co6 thé ndéi Fractal 1a c4u trac hinh hoc dugc chi tiét hoa
bang cach mé réng & moi ti 1&. M6i phan nhd clia Fractal
la su mé phéng cla toan bé Fractal. Méi Fractal dugc tao
ra béi qua trinh 13p di, 14p lai, trong d6 su két thuc clia qua
trinh trudc lai 1a su bat dau cha qua trinh tiép theo. Pé
minh hoa, ta hay xét béng tuyét vén Kéc do nha toan hoc
Thuy Pién vén Kéc (von Koch) dua ra vao ndm 1904 (h.45).

A3
L €3

Hinh 45

Hvyvon Koch
(1879 — 1924)

Bong tuyét dau tién K, |a mot tam giac déu cé canh bang 1. Tiép d6, chia mai
canh cla tam giac thanh ba doan bang nhau va thay méi doan & gilra bdi hai
doan bang nd sao cho ching tao véi doan bd di mdt tam giac déu vé phia ngoai,

ta dugc béng tuyét K,. Ci ti€p tuc nhu vay theo nguyén tac : Tirbéng tuyét K, dé
c6 bong tuyét K,
moi doan & gilra bdi hai doan bang nd, sao cho chung tao véi moéi doan bo di mot
tam giac déu vé phia ngoai.

ta chia méi canh clia K, thanh ba doan bang nhau va thay

Qua trinh trén 14p di, 1&p lai cho ta mét day cac béng tuyét K. K5 Ky Ky
Ki hieuC,.a,,p,vas, lan Iuct 1a sé canh, dd dai canh, chu vi va dién tich cla

béng tuyét K, , ta cé cac day sé (C,), (a,), (p,). (S,).

n:
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1. Day s6é (C,,) dugc cho bdi céng thire truy héi

{C =3
" 4 :4.(7” vBinz=1.

n

Day s6 (C,) 1a mot cdp s6 nhan véi C; = 3, g=4vaC,=3.4" .

S VO - Y- - 1
2. Day s6 (a,)lamotcap s nhénvGia;=1,q = 5 vaa,= —-.

3n—[

(At |

n
o 33,
ntl _ 3/ __2.1 nen p

=
P, 37(1)” 2
3

p,, 6 thé 16n bao nhiéu tuy y (diéu nay sé thay ré hon & chuong sau).

n-1
3.Daysé (p,)cép,=C,.a, = 3[3] nén (p,) l1a moét cdp sé nhan véip, = 3, ¢ = %

Vip, >0va

n+l ).’n' V@}' U)”) la déy 56 téng va

4. Day s6 (S,,) co

3 1 3

- 7 2 o — . f'i_l B — —
S'n'+l Q £ Cn : (I”+| 4 Sn +3.4 32” 4
2 n
hay S”_|_I :SH+%-[%] :

Tl day c6 thé suy ra

{4}“"} &, 3«6{1@”{ 25

9 16 16 | 4 5

«E 3J' L4 Uz
Ny el | g
% 16 16 9 0

Day s6 (S,,) bi chaén trén.

Diéu thu vi cha day vén Kéc 1a & ché chu vi p,, ¢ thé 16n tuy y véi n dl 16n, trong
khi dién tich S, lai bi chan (1)

Céac nha toan hoc da c¢é gang mé ta hinh dang clia cac Fractal tir hon mét tram
n3m qua. Véi kha nang clia cac may tinh hién dai, Fractal da tré thanh mot dé tai
dudc quan tam d3c biét, béi ching cé thé dudc dién ta bang ki thuat sé va dudc
kham pha qua moi vé dep hdp dan cla chung. Fractal dang duoc s dung nhu
mot phuong tién hé trd cho Toan hoc va né cing thé hién dudc nhiing nét dep
van hoa trong va ngoai hanh tinh théng qua nén céng nghiép dién anh.
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[’y

On tép chuong Il

Khi nao thi cip s6 cong la diy so tang, diy s6 giam ?

Cho cdp s6 nhan ¢6 u; < 0 va céong bdi g. Hoi cac s6 hang khac s& mang

ddu gi trong céc trudng hop sau :
a)g>07? b)g<07?

Cho hai cap s6 céng cé cing s6 cic s6 hang. Téng c4c s6 hang twong itng
ciia ching cé lap thanh cip sé coéng khéng ? Vi sao ? Cho mot vi du

minh hoa.

Cho hai cdp s6 nhin ¢6 cung s6 cdc s6 hang. Tich cdc s6 hang twrong rng cia
ching ¢é 1ap thanh cap s6 nhian khéng ? Visao ? Cho mét vi du minh hoa.

Ching minh rang véi moi n € N*, tacé:

a) 13" — 1 chia hét cho 6 ; b) 3n° + 15n chia hét cho 0.
Cho day s6 (u,), bi€t uy =2, u,,;=2u, — 1 (véin=>1).

a) Vi€t nam s6 hang dau cua day.

b) Ching minh u, = T 4 bang phwong phidp quy nap.

Xét tinh tang, giam va bi chan clia cac day s6é (u,,), biét :

I

a) uﬂ‘ e ; b) un = {_1)”_] Sill— .,

n n
c) u, =n + ~4r.

Tim s6 hang dau u; va céng sai d clia cdc cip s6 cong (u,, ), biét :

SHI + ].0.!'-!'5 =0 b) 7 &5 5 = 60
Sy =14 u& + 1;122 = 1170,
Tim s6 hang dau u; va cong boi g cua cac cap s6 nhan (u,), biét :
g =199 Uy — Uy = 12
2 46 el G
uy = 384 ; us — i3 = 144 ;

{uz +us —uy =10
c) B
Uz + g — us = 20.
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10.

11.

13.

14.

13.

108

Tt gidc ABCD c6 s6 do (d6) cia cac gbe 1ap thanh mét cip s6 cong theo thit
tur A, B, C, D. Biét rang g6c C gdp nam lan géc A. Tinh cdc gbc cha tif giic.
Biét rang ba s6 x, y, z lap thanh mot cdp s6 nhan va ba s6 x, 2y, 3z lap
thanh mét cip s6 coéng. Tim céng boi cia cip s6 nhan.

. Ngudi ta thi€t k€ mot cdi thidp gébm 11 ting. Dién tich bé mat trén cla

moi tAng bang nira dién tich mat trén cla tAng ngay bén dudi va dién tich
bé mat trén cua tAng 1 bang nira dién tich dé€ thip. Bi€t dién tich mat dé

thap 1a 12 288 m”. Tinh dién tich mat trén cung.

# s = e # - 2 2 2 A 5 % ~ Ty -
Chitng minh rang néu cac s6 @™, b, ¢~ lap thanh mét clp s6 coéng (abc # 0)
e I | U NS
thi cac s6 ; ; ciing lap thanh mot cap s6 cong.
b¥e c¥a a+bh

Bdi téip trdc nghiém

Cho diy s& (u,), bi€t u, = 3". Hiy chon phurong 4n diing :

a) S6 hang u, | bang:

(A3 il (B)3"+3; (G 3°3; (D)3(n+1).
b) S6 hang u,, bang:

(A)2.3"; (B) 9" ; (©)3"+3: (D) 6n.
c) S6 hang u,_; bang :

(A)3"-1; (B}%.B” ; (C)3"-3; (D) 3n - 1.

d) S6 hang u,,_; bang :

(A) 32.3” s (B) 3.11.311—] ; (C) 32;1 ~f: (D) 32(31—1).

Hiy cho biét diy s6 (u,) nao dudi day la diy s6 tang, n€u biét cong thirc s6
hang téng quét u, ctia né 1a :

(A) D" sinT ®) -D"(S" +1);

n

: (D)

_ n
F—.’ 2 -
n+1+n ne +1

(®)



16.

17.

18.

19.

Cho cdp s6 cong —2, x, 6, y. Hiy chon két qua ding trong cic két qua sau :

(A) x=—0,y==2; (Bix=L.y»="Tj;

(=2, 9=8: (D) x= 2,3y=10.

Cho cép s6 nhan —4, x, —9. Hiy chon két qua ding trong céc két qua sau :
(A) x=36; (B) x=—6,5;

(C)x=6; (D) x = -36.

Cho cép s6 cong (u,). Hay chon hé thirc ding trong cdc hé thirc sau :

H + U
(A A0 e (B) gy + up10 = 2uy 50 ;

Uy U
(C) uyg -Uzg = tyg ; (D) % = .-

Trong cdc diy s6 cho bdi cdc céng thirc truy hoéi sau, hiy chon diy s6 1a
cip s6 nhin :

W =2 up = -1
(A) 5§ (B) :
Up1 = Uy U1 — 3“”
u =-3
(O) = A1 T R T o Y 17 (7 S
Upt1 = Uy el n chiis6 7

109



GIG1 HAan

Chuong nay cung cip nhimg kisn thic mé du vé Gidi tich. N§i dung clia chuong xoay
quanh hai khéi niém co ban 14 gidi han va lién tuc.

Chinh nhiig khi niém v& cdc phép todn vé giti han va lién tuc 14 co s cho viéc nghién
cltu céc ndi dung khéc clia Gidf tich (Pao ham, Tich phén, ...). Dac bigt, ching s& cho
phép gidi quyét nhidu bai todn clia khoa hoe va thye tidn, ma ta khéing th giai quyét

duge néu chi ding céc kién thic cla Dai s8. D6 chinh 3 nhimg bai ton lién quan t6i

sy vd han.



NGHICH Li CUA ZE-NONG (ZENON)

: "
. d
} i S R B I i

1
s i P I gl

A-sin (Achille) — mét luc si frong than thoai Hy Lap, ngudi dudc ménh danh la
"c6 do6i chan chay nhanh nhu gié" dudi theo mét con riia trén moét dudng théng.

Néu luc xuét phat, ria & diém A, cach A-sin mét khoang bang a khac 0, thi mac
du chay nhanh hon, A-sin ciing khéng bao gid c6 thé dudi kip rua.

That vay, dé dudi kip rua, trudc hét A-sin can di dén diém xudt phat A, cla rua.
Nhung trong khoang théi gian dé, rua da di dén mét diém A, khac. D& dudi tiép
A-sin lai phéi dén dugc diém A, nay. Khi A-sin di dén diém A, thi rba lai tién Ién
diém A5, ... Cir nhu thé, A-sin khéng bao gid dudi kip rua.

Cau chuyén trén 1a nghich Ii ndi ti€éng clia Zé-néng (Zénon d'Elée 496 — 429
trudc CN) — mot triét gia Hy Lap & thanh phé Edée, phia nam nuédc Y bay gid.
Nghich Ii cia 6ng gép phan thuc ddy su xuat hién khai niém gidi han. Nhd khai

niém gidi han, con ngudi cé thé nghién clu cac van dé lién quan téi sy vé han
trong Giai tich.
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GISI HAN CUA DAY sO

I - GIGI HAN HUOU HAN CUA DAY SO

1. Pinh nghia
1

g i 2 1
Cho day s6 (u,) vGi u, =—.
n

Biéu dién (u,) duéi dang khai trién : 1,

Biéu dién (u,,) trén truc sé (h.46) :
1
3

H-.,r
0 /_ I a
I.. aa - a ie .

“100 Hinh 46

a) Nhan xét xem khoang cach ti u,, téi 0 thay ddi thé nao khi » trd nén rat 16n.

) [

i

—
=

b) Bat dau tir sé hang u,, nao clia day s6 thi khoang cach tiru, dén 0 nhé hon 0,01 ?
0,001 ?

(Ta cling chiing minh dudgc rang |u, | = L ¢6 th& nhd hon mét s& duong bé tuy y, ké
I
tlr mét s6 hang nao dé trd di, nghia la |u”| c6 thé nho bao nhiéu ciing dudc mién la

chon n d0 16n. Khi d6, ta néi day s6 (u,,) véi u, = 13 ¢6 giéi han la 0 khi n dan téi
n
duong vé cuc).

DINH NGHIA 1

Ta néi day s6 (u,) cé gioi han la 0 khi n dan téi duong vo cuc,
néu |u,| c6 thé nhé hon mot s6 duong bé tuy ¥, ké tir mot s6 hang
nao doé tré di.

Kihiéu: lim u, = 0 hay u, - 0 khin — +oo.
n—»+w
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Nhu vay, (u,) c6 gisi han1a 0 khi n — 4+ néu u, ¢ thé gdn 0 bao nhiéu

ciing dugc, mién 14 n da 16n.

; e s -1
Vidu 1. Cho diy s6 (u,) v6i u, = =
n
Biéu dién (u,,) trén truc s6 (h.47) :
uy s 0 uy ty I
1 1 P
1 17301 1. '
9 25 ' 16 4
: |
"110= 100
Hinh 47

Nguwdi ta chimg minh duge rang lim u, = 0, nghia 12
n—r+w

mot s6 dirong badt ki, ké tir mot s6 hang nio dé trd di.

r o e
u”|co thé nho hon

Chang han :

(S .

1 1
|n”|=| 5 |= n2 < 0,01 hay |””|:n_2 < —

100

véimoi n thoa man n’> > 100 hay n > 10.
N6i cach khdc, |u,| < 0,01 k€ tir s6 hang thit 11 tr& di.
Twong tr,

1 I
<7
.2 100000

|”n| = iz < 0,000 01 hay |uﬂ| =
H

véi moi n thoa man n’ > 100 000 hay n > 4f100 000 =~ 316,2 .
Vay |u,| < 0,000 01 ké tir s& hang thit 317 tré di.

DINH NGHIA 2

Ta néi day s6 (v,,) 6 gidi han 1a s6 a (hay v, dan t6i a) khi n — 40,
néu lim (v, —a)=0.
n—»+w

Kihi€u: lim v, = a hayv,— akhin— + .
n—>+w
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n+1

. Chimg minh rang lim v, = 2.
n n—>+o

VidiZ e Syl vl <=

Giai. Tacé lim (v, —2)= lim (2;1 cal W 2} —  lim 1_ 0.

n—>+w n—>+m\ N n—>+mn
- . 2n+1
Vay lim v, = lim =2. N
n—>+ow n—>+w N

2. Mot vai gidi han dac biét

Tir dinh nghia suy ra cac két qua sau :
- N ” 5
a) lim —=0; Ilim = 0 véi k nguyén duong ;
n—>+wh n—>+wp

b) lim ¢" =0 néulgl <1 ;

n—rtw
c) Néu u, = ¢ (c lahang s6) thi lim uw, = lim ¢ =c.
n—>+ow0 n—»+w
CHUY

Tir nay vé sau thay cho lim u, = a, ta viét tat 1a limu, = a.
H—>+D

IT - DINH LT VE GIGI HAN HUU HAN

Viéc tim giéi han bang dinh nghia kha phitc tap nén ngudi ta thudng 4p dung
cac cong thire gidi han dac biét néu trén va dinh li sau day ma ta thira nhén.

DINH LI 1
a) Néu limu, = a va limv, = b thi \
. lim(un - v”) =a+bh . lim(n” — v, ) =a-b
; o Ma: oo
* lim(u, v,) = ab e [im— = — (néu b # 0).

v, b

b) Néu u,, = 0 v6i moi n va limu, = a thi

\ a =0 va 11111‘/;:\,(_1. /
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2 -
Yidiu 3 Tim m "

1 + 1?2 .
) 3.1
o PR R 2 3n" —n n
Giai. Chia tir s6 va mau s6 cho n™, ta duoc — = )
| +n ll |
nn
g 1 ) 1
Vilm/ 3—-—|=1m3-1lim—=3-0=3
n n
i 1 1 5 h e 3
va lm| =——+1|=lm=—1lm=—+1ml=00+1=1
nn n n
1 ’ 1
: - 1 - M
. 3n? —n ) 2 i lm[ n] 3
nén lim a lim T = 5 = T: 3.8
I+n Sl lill’l(—.——l- l]
nn nn
J 2
Vidu 4. Tim limﬂ.
1 - 2n
»r 5 \/nz (%4‘4]
Gl Ta g6 Tt i)l
1 - 2n 1-2n
n Lz+4 L,Z+4 G
= lim L = lim 2 =-1. =

III - TONG CUA CAP SO NHAN LUI VO HAN

» Cdp s6 nhan vo6 han (u,) c6 cong boéi g, voi Iql < 1 duoc goi 1a cdp sé
nhdn lii vo han.
Chang han, hai diy s6 sau 14 nhitng cAp s6 nhan lui vé han :

l,L, L, ... vOicong boi g = l 3
4 8 i )

k]

5 1
— Day s6 —
75
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- 1 1 —1 e v4i cong bbdi ——1
ot > . g boi ¢ 2"

—Daysd 1, — l
9 27 3

>

1
3
e Cho cdp s6 nhéin lui v6 han (u,) c6 céng boi g. Khi dé,

1_ n
S, = Uy +uy+uz+..+u, = iy -q) = _ [ al ].q” :
l—¢q l—gq l-g¢q

Vi |¢| <1 nén limg" = 0. Tirdé ta cé

lims$, = 1111{1 Lilq - {1“1(?}4"} = l’ilq .

Gid6i han nay duge goi la téng cua cdp sé nhdn lii vé han (u,) va dugc ki

hi€ula S=w  +uy+uz+..+u, +...

Nhur vay
. 7
s=—— (g <.
1-q
Vidus
a) Tinh téng clia cAp s6 nhan 1ui v6 han (u,), v6i u, = =
3
i o 1 1 i ki
b) Timhitong |==—+——=—4 . | =— o
2 4 8 2
Giai
. 1 1 ;s
a) Viu,= —mnénu;= —, ¢g=—.Do do
3“ 3
Ll
s loda Lo st o M oo B3 o1
s B2 3" l-q 4_ 12
a3
b) Cédc s6 hang cua téng lap thanh cdp s6 nhan Iui vé han véi u, = I,
ol
q 7

116



IV - GIGI HAN VO CcuUC

1. Pinh nghia

2

ﬁca nhiéu td gidy giéng nhau, mai t6 cé bé day la
0,imm. Ta x&p chong lién tiép té nay Ién to
khac (h.48). Gia sir c6 thé thuc hién viéc xép
gidy nhu vay mét cach vé han. i
Goi u; la bé day clia mot to gidy, u, la bé day | 384 000 km
clia mot xé€p gidy gém hai t6, uy 1a bé day cla i

1

mot xép gidy gom ba td, ..., u, la bé day cla

mét chéng gidy gém n td. Tiép tuc nhu vay, ta

c6 dudc day s6 vé han (u,,).

Bang sau day cho biét bé day (tinh theo mm)

5 e 2 S Hinh 48
cua moét sé chong giay.
iy Hipoo Y1000 000 11000 000 000 iy
0,1 100 100 000 100 000 000 %

a) Quan sat bang trén va nhan xét vé gia tri clia u,, khi n ting 1&n vé han.

b) Véi n nhu thé nao thi ta dat dugc nhitng chéng gidy cé bé day I6n hon khoang
cach tir Trai DAt téi Mat Trang ? (Cho biét khoang cach nay & mot thai diém xac

dinh 1a 384 000 km hay 384.10° mm).
(Ta cling chimg minh dugc rang u, = % c6 thé 16n hon mot sé duong bat ki, ké tir

moét s& hang nao d6 tré di. Khi d6, day sé (u,) néi trén dudc goi la dan toi duong vo
cuc, khi n — +w).
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DINH NGHIA

 Ta néi diy s6 (u,) cé giof han + khi n — +, néu u, cé thé
16n hon mét s6 dirong bat ki, ké tir moét s6 hang nio dé trd di.

Kihiéu : limu, = +oo hay w, - + khi n — +oo.

* Diy s6 (u,) duoc goi 1a ¢6 gidéi han —oo khi n — +o0 néu
lim(—u, ) = +0.

Kihiéu: limu, = - hay u, - — khi n — +oo.

NHAN XET

limu, = +o < lim(—u,) = —o.

Vidu 6. Cho diy s6 (u,) v6i u, = o

~ - -3 . - - = L
Hinh 49 cho m6t biéu dién cac s6 hang ctia (u,) trén truc s0.

le fL ) U
|

+.F

- g
s

4 9 16 i

o

Hinh 49

Bi€u dién hinh hoc niy cho thiy, khi n tang 1én vé han thi u, tr& nén
rat [6n. Hon nira, nguwdi ta chimg minh duge rang limu, = +o0, nghia 1a u,

c6 thé lén hon mot sé duwong bdt ki, ké tir mot s6 hang nao dé trd di.
Chang han, u, > 10 000, hay n” > 10 000 khi n > 100.
Vay u, > 10 000 k€ tir s6 hang thit 101 trd di.
Tuong tw, u, > 10%° hay n” > 10°° khin > 10",
Vay u, > 10°° ké tir s6 hang thit 10'% + 1.
Mot vai gidi han dac biét
Ta thira nhin cic két qua sau :
a) limn* = +o0 véik nguyén duong ;

b) limg" = +o n€ug > 1.



3. Dinhli

Ta thira nhan dinh 1i duwéi day.
DINH LI 2

~

M—s < qe < 4. U
a) Néu limu, = a va limv, = o thi lim—+=0.

?
1?.‘

b) Néu limu, = a> 0, limv, =0 vav, > 0 véi moi n thi

u,

lim— = 4o .

1”

Q) Néu limu, = +o0 va limv, = @ > 0 thi limu,v, = +w./

n-n

Vidu 7. Tim lim At 5.
n.3"
5
2k —
Giai. Chia tir vd miu cho n, ta duoc o5 = B
H.SH 3”
v B 5 - - n A
Vi 111‘[1[2 +—] =2 valim3 = +w nén
n
5
R
lim 2D = lim n_-0m
n3" a
Vidu 8. Timlim(n” — 2n — 1).
, 2 |
Gidi. Ta c6 n = 2n -1 =r.'2(1 ——— —2]
npn
) ]
Vi limn® = 40 va lim[l > = —2] = 1>0nén
n p
2 1
limr.'z[l - —— —2J= + o0,
n n

Viy lim (n2 —2n—1)=+4c0. N
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L

BAI POC THEM

QUAY VE NGHI|CH Li ZE-NONG

Sau khi da hoc vé gigi han clia day s8, ta c6 thé giai thich nhu thé nao vé nghich
i "A-sin khéng dudi kip rua" ?

Pé don gian, & day ta chi xét moét trudng hop cu thé (trudng hop téng quat dudc
gidi quyét tuong tu).

Gia sir téc do chay cha A-sin 12 100 km/h, con téc d6 chay cla rua la 1 km/h. Luc
xuét phat, ria & diém A, cach A-sin 100 km (h.50).

E| | | -
O

|
100 kkm Ay Ay

Hinh 50
Ta tinh thoi gian A-sin dudi rua, béng cach tinh téng thdi gian A-sin chay hét cac
quang dudng OA,, A|A,, A>As, ..., A, A, ... Néu tdng nay vé han thi A-sin
khong thé dudi kip dudc ria, con néu né hitu han thi dé chinh 1a thdi gian ma A-sin
dudi kip rua.
Dé chay hét quang dudng OA, = 100(km), A-sin phai mat théi gian 7| = % = 1(h).
V@i thdi gian 7; nay, rua da chay dudc quang dudng A, A, = 1(km).

Dé chay hét quang dudng A,A, = 1(km), A-sin phai mat théi gian 7, = ﬁ(h}. Véi thoi

gian t, rua da chay thém dudc quang dudng A,A; = ﬁ (km).

1

= (km), A-sin phai mat
00!’!—

Tiép tuc nhu vay, dé chay hét quang dusng A, A, =
1

thdi gian ¢, = ;(h)
100”_1

Vay t8ng thdi gian A-sin chay hét cac quang dudng OA [, A|Ay, AyAs, .., A A, ... 1a

C

: : + 1 +...+L+... (h)

r=1+ L z
100 100 100 100"




12

»

r a > ~ L ~ ~ N w -~ o ~ -~ ] "~ -
D6 1a téng clia mét cap sé nhan Ui vo han v u;=1,cong béi ¢ =——, néntaco
100

I 100 1
o fen ol
1 99 59 ™

100

P

Nhu vay, A-sin dudi kip ruia sau 191—9 gid.

K&t qua trén (dat dudc nhd ap dung khai niém gidi han) cho phép giai thich
nghich li clia Zé-néng.

Bdi tap

Cé 1 kg chit phéng xa doc hai. Biét rang, cir sau moét khoang thdi gian
T = 24 000 nam thi mot nira s6 chit phéng xa nay bi phan rd thanh chat
khic khéng doc hai déi véi site khoé cua con ngudi (T dwoc goi 1a chu ki
ban ra).

Goi u,, 1a khéi lwgng chét phéng xa con lai sau chu ki thit .
a) Tim s6 hang téng quét u, clia diy s& (u,).

b) Chitng minh rang (u,) c¢6 gidi han 1a 0.

c¢) Tir két qua cau b), chitng td rang sau mét s6 nam nao dé khéi lwong chat
phéng xa da cho ban dau khéng con déc hai déi véi con nguoi, cho biét
chit phéng xa nay s€ khéng déc hai nira néu khéi lwong chit phéng xa con

G —6
lai bé hon 10 "g.

o ~ - > i~ 1 o - # - =
Biét day s6 (u,) thoa man |u” = 1| <— Vv6i moi n. Chitng minh rang

limu, = 1.

Tim cac gidi han sau :

2
6n — 1 3 -5
a) lim z c b) lim I J; = :
3n+12 2n° +1
n n 2
] T & Tl el
4.’! o 2” 4” _ 2
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Dé trang hoang cho can ho ctia minh, chi chuét Mickey quyét dinh t6 mau
mot miéng bia hinh vuéng canh bang 1. N6 t6 mau x4m cdc hinh vuéng
nho duoc dinh sé 1an lwotl1a 1, 2, 3, ..., n, ..., trong dé canh cua hinh vuéng
ké ti€p bang mot nira canh hinh vuéng trude dé (h.51).

T 1 Ll T 1 1 T
ool I [ 1 | | I
I [ 1 1 | I
B B [l £ e
I 1 ] 1 |
3 I 1 1 | I
o L e A e T S e
I I 1 | I
I I 1 I I
L . Sim— L 1 1 __
I I 1 ] I
[ 12 1 I [
| I 1 1 |
I I [ 1 [ I
I I I i 1 |
I I I 1 1 I
B S R
I I [ 1 1 I
I I I 1 1 1 |
R et SR By, e e
I I I 1 1 I
I I [ I 1 I
- -+ ——d—— A== - — + — —
I I I 1 1 I
I 1 I 1 1 |
1 1 1 1 1 L

Hinh 51

- 2 ~ % » > - - > . A A
Gia sur quy trinh t6 mau cua Mickey c6 thé tién ra vo han.
a) Goi u,, 1a dién tich cta hinh vuéng mau xam thit n. Tinh uy , uy , u3 va u,,.

b) Tinh limsS, v6i S, = u;+uy + uz+...+ u,.

. l 1 _1!1
Tinhténg $ = -1+ ————+ ...+ b

10 102 10}1—1

Cho s6 thap phan v6 han tuan hoan « = 1,020 202... (chu ki la 02). Hay viét
a dudi dang moét phéin s6.

I

Tinh cac giéi han sau :

a) 11111(1’1I3 N ot 1% b) lim {—112 +5n-2);
c) lim (Vnz -n— }?] : d) lim(\}.';-'2 —n+n).

Cho hai diy s6 (u,) va (v,).Bi€t limu, = 3, limv, = 4.
Tinh cac gidi han :

3u, — 1 o+ 2
=, b) lim 2—.

a) lm
i, +1 vl
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GISI HAN CUA HAM s6

I - GIGI HAN HUU HAN CUA HAM SO TAI MOT PIEM

1

Binh nghia

1
Xét ham sé f{-x‘)z#.
1. Cho bién x nhitng gia tri khac 1 lap thanh day sé (x,), x, — 1 nhu trong bang sau :
3 4 5 n+1
x| x3=2 | X :E Xy ZE X, :z x, = . PR 8|
o foap | fo) | fo) | fag | - fx,) — =

Khi d6, cac gia tri tuong Uhg cla ham sé
6N I 4 ) N i ¢ T
cling lap thanh mét day sé ma ta ki hiéu Ia (f(_r” i3l
2n + 2

a) Chimg minh rang f(x, )= 2x, = :
n

b) Tim gidi han cla day sé (fix,)).

2. Ching minh rang véi day sé bat ki (x,), x,#1vax, — I, talubncé f(x )—2.

2 \'2 —-2x

(Véi tinh chat thé hién trong cau 2, ta néi ham s f(x)=—

Xi—

khi x dan téi 1).

co gidi han la 2
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Duéi diy, thay cho cdc khoang (a ; b), (—» ; b), (a ; +») hoac (- ; +o),
ta viét chung l1a khoang K.

DINH NGHIA 1

Cho khoang K chira di€ém xg va him s y = f(x) x4c dinh trén
K hoac trén K\ {xg}.

Ta néi ham s6 y = f{x) ¢6 gidi han 1a s6 L khi x dan t6i xy néu véi
diy s6 (x,) bat ki, x,€ K\ {xp} vax, — xg, tacdflx,) —> L.
Kihiéu: lim f(x) =L hay fix) > L khix — x;.

X=X

e
Vidu 1. Cho hAm sé f(x) = : “
x+2

. Chitng minh rang lim f(x)= —4.
x—>—2

Giai. Ham s6 di cho xdc dinh trén R \ {-2}.

Gia sir (x,) 1a mot day s6 bat ki, thoa man x, # -2 va x, — -2 khin — +o.

s

2
il _ lim(x” IR 2)

x, +2 (x; +2)

n

lim f(x,) = lim = lim(x, - 2) = —4.

Dodé lim f(x)=-4. =
x—-2

(Lwu y rang, mac du f(x) khéng xic dinh tai x = —2, nhung ham s6 lai ¢6
gi61 han la —4 khi x —» -2).

NHAN XET
Im x=xp; lim c=¢, voicla hang s6.
X—> .'l'o X—> .l'ﬂ
Binh li vé gidi han hiru han

Ta thira nhan dinh Ii sau day.



PINH LI 1

a) Giasr lim f(x)=L va lim g(x) = M. Khi db
X _)".,E] X _).‘.'[}

e lim |f(x)+ g(_r)] =L+ M;
X—=>xg
* |im 'f(.r) - g(x)] =
X—=>Xxp
* |im 'f(.r).g(_r)] =L.M ;
xX—>Xg
* lim ACY = L3 (néu M = 0).
X—>Xp 2(x) M
b) Néu f(x) =2 0va lim f(x) = L, thi
_\'—>_\'[|
L>0va lim -\ff{x = \/E
_i'—>_\'u
Qcﬁa fix) dwoc xét trén khoang dang tim gidi han, véi
X+ Xp)-

2
s Tim lim f(x).

+1
2\/; xr—3

Vidu 2. Cho ham s6 f(x) =
Giai. Theo Dinh1i 1 ta ¢6
2 limGP+D)

lim f(x) = lim - = X33

x—3 x—3 2\/_ lim 2\/;

x—3
lim ,'\'2 + limm 1 Im x. lim x + lim 1
A o S o A oy (B e b o o (P 3 381 9
lim 2. lim -JT lim 2. {lim x 2\/_ \/_
x—=>3 x—3 x—3 x—3
2

Vidud W T 2 TE—=2
=31 x—1
Gidi. Vi (x — 1) = 0 khi x — 1, nén ta chwra thé 4p dung Dinh 1i 1 néu trén.

=2

Nhung véix # 1 ta ¢6 x“+x-2 (x-1x+2)

x—1 x -1

=x+2.
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Do dé,

2
xX“+x-2 x—D(x+2
limL: lim(r 3 =lm(x+2)=3. N
x—1 5 | r—1 = 1 x—l

3. Gidi han moét bén

Trong Dinh nghia [ vé gidi han hitu han cta ham s6 khi x — x, ta xét day
s6 (x,,) bat ki, x,, € (@ ; P)\{xg} va x,, = xy. Gi4 tri x,, c6 thé 16n hon hay

nho hon x;.

Né€u ta chi xét cdc diy (x,) ma x, luén 16n hon x, (hay luén nhé hon x,),
thi ta c¢6 dinh nghia giéi han mét bén nhu dudi day.

DINH NGHIA 2

* Cho ham s6 y = f(x) xac dinh trén khoang (xg ; b).
S6 L duoc goi 1a giéi han bén phai cia ham s6 y = f{x) khi
X — xg néu voi diy so (x,) bat ki, x5 < x, < b vax, > xy, ta
cé fix,) = L.
Kihién: lim f(£)= L.
x-%ig
* Cho ham s6 y = f{x) x4c dinh trén khoang (a ; xg).
S6 L dwoc goi 1a giéi han bén trai cua ham sé y = f(x) khi
X — xp n€u vai diy s6 (x,) bat ki, @ < x,, < xg va x,, > xg, ta
c6 fix,) = L.
Kifh@n: Iim jOO =1,
x>
Ta thira nhan dinh i sau day.
DINH LI 2

X—>Xy X=X, X —)'_'l'a_

[ lim f(x)=L khivachikhi lim f(x)= lim f(x)= L. ]
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) Sx+2 nfux =1 (1)
Vidu 4. Cho ham s6 flx) =
x —3nfnx-<l, (2)

Tim lim f(x), lim f(x) va lim f(x) (néu cd).
x—=>1 x=1" x—>1

Gidi. Tacé, lim f(x)= lim (x> -3)=1>-3=-2;

x—=>1 x—=>1
lim f(x)= lim bx+2)=51+2=1.
b g x—=1"

Nhur vay, khi x din téi 1 ham s6 y = f{x) c¢6 gidi han bén trdi 1a —2 va gidi han

bén phaila 7. Tuy nhién, lim f(x) khéng tontaivi lim f(x) # lim f(x). m
x—1 x—=>1 P

2
ﬁTmng biéu thirc (1) xac dinh ham sé y = f(x) & Vi du 4, can thay s6 2 bang sé nao
dé ham sé cé gidi han 1a -2 khix - 1 ?

II - GIGI HAN HUU HAN CUA HAM SO TAI VO CUC

3

Cho ham sé f(x)= c6 dé thi nhu & Hinh 52

A=

Y

=y

Hinh 52
Quan sat dé thi va cho biét :

— Khi bién x dan téi duong vé cuc, thi f{x) dan téi gia tri nao.
— Khi bién x dan téi &m vé cuc, thi fix) dan téi gia tri nao.
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DINH NGHIA 3

Vidu 5. Cho ham s6 f(x) =

a) Cho ham s6 y = fix) x4c dinh trén khoang (a ; +=).
Ta ndéi ham s6 y = flx) ¢6 gidi han 1a s6 L khi x — +o néu véi
ddy s0 (x,) bat ki, x,, > @ vax,, >+, ta c6 flx,) > L.

Kihi¢u: lim f(x)= L hay flx) - L khi x — +o0,
X—=>+w®

b) Cho ham s6 y = f(x) xdc dinh trén khoang (-« ; a).
Ta ndéi ham s6 y = flx) c6 gidi han 1a s6 L khi x — —o0 néu véi
day so6 (x,) bat ki, x, < a vax, — -, tacd fix,) > L.

Kihiéu: lim f(x)=L hay fix) - L khix — —w,
X—>»—oD

2""+13. T Thn Fle) v Tim F,

X T X—>—00 X—2>100

Giai. Him s6 di cho x4c dinh trén (- ; 1) va trén (1; +0).

 Gia str (x,,) 1a mot ddy s6 bat ki, thoa min x, < | vax, — —o.

Ta c6 lim f(x,) = lim =22 = jjm— S = 5
Xy = ! | L
"‘:H

Viy lim f(x)= lim

X—>»—w0

2xed

x—o—m x —1

Z,

 Gia str (x,,) 1a mot diy s6 bat ki, thoa min x, > | va x,, — +oo.

Ta c6 lim f(x,) = lim —2——

Viy lim f(x)= Lim

X—>+w

, Lk 2
2% 73 im Xy
Xn — I IS L
X
IE4S _ 5

x—=>+m X — 1



CHU Y

a) V&i ¢, k 1a cac hang s6 va k nguyén duong, ta luén c6 ;

; ) ; c : c

It o= v ¢ s &= 3 bhm _,(-:0; lim —k:O_
X—>+m X - x40 y X—o y
b) Dinh 1i 1 vé gi6i han hitu han ctia ham s6 khi x — x; van con

ding khi x — 400 hoac x — —=.

s
Vidich T Ting X

xo+o x2 41

= e . - ¥ % ey 2 Pl
Giai. Chia ca tir viA mau cho x°, ta cé

. 2
e 3_% _llm [3—?] lim 3— lim 2
. : o ir _ X+ S AR st _\'—}+oo-;'
Y ¥ =>4 ‘1.2 X —>—+w X—>+D y
= 3_ U = 3 B
1+0

III - GIGI HAN VO CUC CUA HAM SO

1. Giéi han vo cuc
Céc dinh nghia vé giéi han +o0 (hodc —) ctia him s6 dwoc phat biéu twrong
tir cdc dinh nghia 1, 2 hay 3 & trén.
Chang han, gidi han — ctia ham s6 y = f(x) khi x din t6i duong v6 cuc

duwge dinh nghia nhw duéi day.

DINH NGHIA 4

Cho ham s6 y = fix) xac dinh trén khoang (a ; +=).

Ta néi ham s6 y = f(x) c¢6 gidi han 12 — khi x — + néu vdéi
ddy s6 (x,) bat ki, x, > a vax,, —> +o, ta ¢ flx,) > —=.

Ki hiéu :

lim f(x) = — < hay flx) - —o khi x — +o0,
X—>+oD
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NHAN XET

lim f(x)=4+w< lim (-f(x)) = — oo
X—>+o0 X—>+D

2. Mot vai gidi han dac biét

a) lim K = 40 véi k nguyén duong.
xX—>+w

b) lim +* = —» nfuklasslé.
X—>—

c¢) lim x* = 4o néu k1 s6 chan.
X—>—o0

3. Mét vai quy tic vé gidi han vé cuc
Dinh 1i vé gi6i han cta tich va throng hai ham s6 chi 4p dung duoc khi tat
cd cic ham s6 dwoc xét ¢6 gidi han hitu han.
Sau day 14 moét vai quy tac tinh giéi han cua tich va thuong hai ham s6 khi
mot trong hai ham s6 do6 c6 gidi han vo cuec.
a) Quy tac tim gi6i han cua tich f(x).g(x)

Néu lim f(x)=L #0 va lim g(x) = +o(hoac —») thi lim f(x)g(x)
X—=>Xxp X=Xy X—>Xg

duge tinh theo quy tac cho trong bing sau :

lim f(x) lim g(x) lim f(x)g(x)
X —)_'i'n X —)'_\'l] X —}_‘.'0

+00 +00
L>0

—on —o0

+0o0 —o0
L<O

—aD +o0
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J(x)

b) Quy tac tim gi6éi han cua thuong

g(x)

lim f(x) lim g(x) T . f(x)
X=X ] Fary | & Dau cua g(x) .m'll>11_30 g
L +o0 Tuy y 0
250 | +o0

0 i —0
E% D i —*

(Dau cha g(x) xét trén moét khoang K nao dé dang tinh gidi han, véi x # xp).

CHU Y
Céc quy tac trén van ding cho céc trudng hop x — 16 X—> X,

X —> 4o va x — —0,

Vidu 7. Tim lim (‘\'3 - 2X).

X—>»—0D

Gidi. Ta c6 (x> — 2x)= x° [1 = %}
X

o
Mlm

o . 3 - .
Vi lim x“ =—oova lim |[1-
X —>—o0 X—>—ao

] = | >0.p8n. lim _1'3[] %] = — w0,
X—>— X

Vay lim {.\“3 =2x)= lm X (1 — %} =—. N
x

X——0 X—>—0

Vidu 8. Tinh cac giéi han sau

) Tt = By By
B I 1 EIT X |
Giai
a) Taco lm(x—-1)=0,x-1<0véimoix<1 va
x—=l

Im (2x-3)=21-3=-1<0.
=1
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132

2x -3

Do d6, lim
ol 1

= 400,

b) Tacé lim (x—-1)=0,x—1>0v&imoix>1va

x—1"
lim (2x -3)= 2.1-3=-1<0.
x—1"
Dodé, lim =2 = . m

51T Bl
Bai tap

Dung dinh nghia, tim cac gidi han sau :

g P2
o B X2, i

x4 3k — 2 X—>+m0 _\-2 +3 .

Cho ham s6

i {\/; +1néux >0

2x néu x < 0
~ # ~ * . o 1
va cdc day s6 (u,) vé1 u, = e (v voL v, = 5

Tinh limu,,,

limv, , lim f(u,) va lim f(v, ).
Tir d6 c6 két ludn gi vé gidi han cia ham s6 da cho khi x — 0 ?

Tinh céac gidi han sau :

e Hosi g alelid =8

a) lim g b) lim : c¢) lim
i—>-3 x+1 -2 x+2 x—6 x—6
. 2 .
& B 228, g B —2 . @ o = rEl
X —>+w 4 — X r—>4w J.Q— b 1 Y1t 3 4+ x

Tim cac gidi han sau :

Gyoss D =7 iy
ﬁlmn—L—j; b) lim . ) lim ==L,
x=2 (x - 2) ST X ] g gk el




x+2

5. Cho hamsé f(x) = c6 d6 thi nhu trén Hinh 53.

e 0

vh

il J

e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e

Hinh 53
a) Quan sdt d6 thi va néu nhan xét vé gid tri hAm s6 di cho khi x — -0,
B B v ey =FE,
b) Kiém tra cdc nhan xét trén bang cdch tinh cdc gi6i han sau :
e lim f(x) véif(x) duoc xét trén khoang (-« ; —3),

X—»—o0
e lim f(x) v&if{x) dugc xét trén khoang (-3 ; 3),
xXx—3
e lim f(x) véif{x) dugc xét trén khoang (-3 ; 3).
o S o
6. Tinh:
a) lim (' —x>+x-1); b) lim (=2° + 3x2 = 5) ;
X—2>t+w X—>—0D
2
'J" l.4-x
c) lim \/xz b o B d) lim i ;
P e x>+ S—2x

7. Mot thau kinh hoi tu ¢é tiéu cu 1a f. Goi d va d' 1an luot 14 khoang cdch tir
mot vt that AB va tr anh A'B” cia nd téi quang tAim O cla thiu kinh

(h.54). Céng thirc thiu kinh 14 %—F a'L = L ;

b
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B 5
= _—"‘L._____--_ ,4'
: F}R—?‘x
: Y :
1 1 '
B s d_ o . 4 o
Hinh 54

a) Tim biéu thitc xdc dinh ham s6 d' = @(d).

b) Tim lim ¢@(d), lim @(d) va lim @(d). Giai thich ¥ nghia cua cac
d—f7 d—f~ d—>+o

két qua tim dwoc.

BAN CO BIET ?

Nha bac hoc Anh Niu-ton (Newton, 1642 — 1727) |a ngudi dau tién dé xuat thuat
ngu "gidi han", dich tir chir La-tinh "Limes" c6 nghia |a "bd", "mép" hay "bién gidi".
Tuy nhién, chinh Giu-rin (Jurin, 1684 - 1750), sau d6 Ré-bin (Robins, 1697 — 1751),
Cé-si (Cauchy, 1789 — 1857) ... mé6i dua ra cac dinh nghia vé khai niém nay.

Nha toan hoc Blc Vai-o-xtrat (Weierstrass) da trinh bay
mdt dinh nghia hién dai vé khai niém giéi han, gan giéng
véi dinh nghia sau day ma ngay nay van thudng dudc ding
trong toan hoc.

"Sé b dugc goi la gidi han clia ham sé y = fix) khi x - @, néu
véi méi £> 0, ton tai 5>0saochovBixzaval|x—a|<é
thi bat dang thic |f{x) — b| < & dugc thuc hién." (Tir dién
toan hoc NXB KH&KT 1993).

Ki hiéu "lim" ma ta dung ngay nay la do nha toan hoc Thuy Si
Luy-lg (L'Huiller, 1750 — 1840) dua ra vao nadm 1786.

Nhu vay, khai niém Gidi han chi méi ra dai & thé ki XVII.
Tuy nhién, tu tudng "gidi han" da xuat hién rat sém & Weierstrass

nhiéu nha bac hoc thdi cd dai. (1815 — 1897)
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HAM SO LIEN TUC

Cau Pvor-so-vui o Xanh Pé-téc-bua (Nga) dang mo ra cho tau qua lai.

I- HAM sO LIEN TUC TAI MOT PIEM

R
—x2 +2nfux<-—1

Cho hai ham sé fix) = v va g(x)=12 néu — 1< x<1 ¢b6 db thi nhu Hinh 55.

—_1:2 +2néux=1

]

Y

Y
S

Il—l-

o]
P

Do thi ham sd v= fu) Po thi ham sé v= gx)
Hinh 55
a) Tinh gia fri ctia m6i ham sé tai x = 1 va so sanh vdi gii han (néu cé) cha ham
sddékhix —>1:
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b) Néu nhan xét vé dé thi clia mdéi ham sé tai diém cé hoanh dé x = 1.
(Ham sé y = fix) dudc goi la lién tuc tai x = 1 va ham sé y = g(x) khéng lién tuc tai
diém nay).

DINH NGHIA 1

Cho ham s6 y = f{x) x4c dinh trén khoang K va x; € K.

Ham s6 y=fix) duge goi 1a lién tuc taixgnéu  lim f(x) = f(xg).
X=X

Ham s6 y = f(x) khéng lién tuc tai xy duge goi 1 gidn doan tai diém dé.

Vidu 1. Xét tinh lién tuc ciia ham s6 flx) =

tai xy = 3.
X —

Giai. Him s6 y = f{x) x4c dinh trén R \ {2}, do d6 xic dinh trén khoang
(2 ; +o0) chira xp = 3.
x

lim f(x)= lim
x—3 X3 x =

>=3=f3).

Vay ham s6 y = f{x) lién tuc tai xo= 3. W

I - HAM SO LIEN TUC TREN MOT KHOANG

DINH NGHIA 2
Ham s6 y = f(x) duoc goi 1a lién tuc trén mot khoang néu né
lién tuc tai moi di€ém ctia khoang dé.
Ham sé y = filx) duoc goi la lién tuc trén doan [a ; b] né€u né

lién tuc trén khoang (a ; b) va

lim+f(x) =(a), lm f(x)= f(h).

X—a x—=h

Khai niém ham s& lién tuc trén ntra khoang, nhw (a ; b], [a ; +»), ... dirge
dinh nghia mét cach tuwrong tu. ik

NHAN XET

N

o
=¥

bo Ehi Cuanham sqf) 116{1 o o N
tuc trén mot khoang la

moét "dudng lién" trén
khoang dé (h.56). Hinh 56
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Hinh 57 cho vi du vé dé thi 1
cia mo6t ham s6 khéng lién '
tuc trén khoang (a ; b).

Y
e

Hinh 57
I - MOT SO PINH Lf CO BAN

Ta thira nhan cac dinh li sau day.

PINH LI 1

1\
a) Ham sé da thirc lién tuc trén toan bo tip s6 thue R,
b) Ham s6 phan thite hitu ti (thwong cua hai da thitc) va cédc
ham s6 lwong gidc lién tuc trén tirng khoang cua tip xic
dinh cta ching.

S/

DINH LI 2

/Giz"l str vy = filx) vd y = g(x) 12 hai ham s6 lién tuc tai diém\
xp - Khi dé:
a) Cac ham s6 y = f(x) + g(x), y = f(x) — g(x) va y = flx) .g(x)

lién tuc tai xg ;

3 : ¥
f(x) lién tuc tai xp néu g(xy) =0.

g(x) .

21‘2 - 2x -
Vidu 2. Cho hAms6 h(x) =< _1 néu x #

5 néu x = 1.

b) Hims6 y =

Xét tinh lién tuc cua ham s6 trén tap xdc dinh cua nd.
Giai. Tap xdc dinh cia hAms6 12 R .

2
2% = 2

=]

Day 14 ham phén thitc hitu t1 ¢6 tap x4c dinh 1a (-o0 ; 1) U (1 ; +o0).

* Néux = 1, thi h(x) =

Vay né lién tuc trén mdi khoang (-0 ; 1) va (1 ; +=).
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s Néux=1,tacd h(l)=5va

e _
Mn i = T o =2 s g 2 i B B,
x—l x> x-1 =1 x-1 ]

Vi lim A(x) # h(1), nén ham s6 da cho khéng lién tuc tai x = 1.
x—>1

Két ludn : Haim s6 da cho lién tuc trén cdc khoang (- ; 1) , (1 ; +90) va

gian doan taix= 1. M

2
ﬁTrong biu thic xac dinh /i(x) cho & Vi du 2, can thay s6 5 béi s6 nao dé dudc moét
ham s& mdi lién tuc trén tap sé thuc R ?

3

%Gié sir ham sé y = flx) lién tuc trén doan [a ; b] Vdi fia) va fib) trai ddu nhau. Hoi
d6 thi clia ham sé cé cat truc hoanh tai diém thudc khoang (a ; b) khéng ?
* Ban Hung tra 16i rang : “P6 thi cla
ham sé y = fix) phéi cat truc hoanh Ox
tai mét diém duy nhat ndm trong 74
khoang (a ; b) ". F 7 5] RS SpE———— y=x
* Ban Lan khang dinh : "Dé thi ca ham
s8 y = flx) phéi cat truc hoanh Ox it nhat
tai mot diém nam trong khoang (a ; )"
* Ban Tuan thi cho radng : "Pé thi cla
ham sé y = fix) c6 thé khéng cét truc
hoanh frong khoadng (¢ : b), chdng han
nhu dudng parabol & hinh (h.58).
Cau tra 18i clia ban nao dung, vi sao ? Hinh 58

RY

fa) L2

PINH LI 3

Né&u ham s6 y = fix) lién tuc trén doan [a ; b] va fla)f(b) <0, thi
tén tai it nhat mot diém ¢ € (a ; b) sao cho fic) = 0.

Minh hoa bang d6 thi (h.59). vi
Jib)|===mmmm =

Hinh 59 -~ 1/ffa)
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Dinh 1i 3 thudng duwcge 4p dung dé chitng minh su tén tai nghiém cta
phuong trinh trén mot khoang.
C6 thé phat biéu Dinh 1i 3 duéi moét dang khéc nhu sau :

Né&u ham s6 y = fix) lién tuc trén doan [a ; b] va fla)f(b) < O, thi
phuong trinh fix) = 0 ¢6 it nhit mot nghiém nam trong
khoang (a ; b).

Vi du 3. Chitng minh rang phuong trinh 4+ 2x— 5= 0cb it nhat mot nghiém.
Gidi. Xét ham s6 flx) = ©> + 2x = 5.
Ta c6 f(0) =-5vaf(2)="17. Do d6, f(0)f(2) < 0.
y = f(x) 12 ham s6 da thitc nén lién tuc trén R . Do dé, né lién tuc trén doan
[0 ; 2]. Tir d6 suy ra phwrong trinh fix) = 0 ¢4 it nhit mét nghiém xg € (0;2). =
CHUY
Néu nhin xét thém rang f{1)f(2) = —14 < 0 thi ta c6 thé két luin
phurong trinh ¢é it nhat mét nghiém trong khoang (1 ; 2) < (0 ; 2).

4
ﬁHéy tim hai s6 @ va b thodA man 1 <a < b < 2, sao cho phuong trinh trong Vi du 3 &
trén c6 it nhat mét nghiém thudc khodng (a ; b).

BAI POC THEM

TINH GAN DUNG NGHIEM CUA PHUONG TRINH.
PHUGONG PHAP CHIA BOI

* Trong Vi du 3 & phan Ill, §3, ta da chimg minh dudgc rang phuong trinh
> +2x — 5= 0 c6 nghiém xg thude khodng (0 ; 2). Gia s rang d6 la nghiém duy
nhat clla phuong trinh trén khodng nay.

Bang cach ap dung lién tiép Binh Ii 3, ta c6 thé tim dudc cac gia tri gan ding cla

nghiém xy. Ta lam nhu sau :
~ Buéc 1 : Lay sé 1 :OQLZ. Ta c6, fi(l) = —2. So sanh dau cla f(1) va dau cla

gia tri ham sé tai hai dau muatla f(0) va f(2), ta thdy : f(1).fi2) = -2.7 < 0. Do db,
phudng trinh f{x) = 0 c¢é nghiém thuéc (1 ; 2). Nhu vay, x; € (1 ; 2).
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—~ Bufic 2 : LAy sd 1,5=

— Budc 3: Lay sb 1,25=

Do d6, fix) = 0 c6 nghiém thudc (1 ; 1.5). Nhu vay, xy € (1 ; 1,5).

1+2
2

——_.Tacbd

1+1,

3

, f(1,5) = 1,375 va fi).f1,5) = -2.1,375 < 0.

. Ta c6, f(1,25) = -0,546 875 va f(1,25).f(1,5) < 0.

Do d6, f(x) = 0 ¢6 nghiém thuéc (1.25 ; 1,5). Nhu vay, x, € (1,25 ; 1.5).
Bang sau day trinh bay két qui tinh |14n lugt clia cac buéc 4, 5, 6, 7.

a+bh ) I |a+h
a b fia) fib) f Nghiém v
2 2 '
1,25 1.5 1,375 —-0.,546 875 1,375 0,349609375 1,25 <xp < 1,375
1,25 1,375 1,3125 —0.,346 875 0,349609375 —0,114013671875 1.3125 <xp< 1.375
1,3125| 1,375 | 1,34375 | -0,114013671875 0,349609375 0.113861083984375 1.3125 < < 1,34375
1,3125] 1,34375(1,328125] -0,114013671875 | 0.113361083984375 | -0,001049041748046875 | 1.328125 <x < 1,34375

1.
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Néu dimg & budc 4, ta ¢d 1,25 < x5 < 1,375. Nhu vay, cé thé cé dugc cac gia tri

la mét gia tri gan dung cla x,
véi sai s6 tuyét dsi A < | 1,375 - 1,25] = 0,125.

Khi dimg & budc 7, ta cb 1328125 < xy < 1,343 75. Cé thé 18y x, ~ 1,335 937 5 véi sai
s6 tuyet dsi A < [ 1,343 75 - 1,328 125] = 0,015 625.

Néu ti€p tuc quy trinh trén, ta tim dugc nhing gia tri gan dung cla x, véi sai s
cang ngay cang bé.

-, L - Ed I3 , n* - at f +} it 4 h +b . r
Chu y. Trong qua trinh tinh toan, néu co sé ol nao d6 ma f[a J: 0, thi két
3 " a+b
luan nghiém Xg = 5

e Viéc tim gia tri gan dung cla nghiém nhu trén sé dé dang hon néu sir dung may
tinh bo tui. PAc biét, may tinh b tdi cé chirc n&ng lap trinh hay may vi tinh cé thé
cho phép tinh mét cach tu déng va nhanh chéng gia tri gan ding ctia nghiém véi
sai s6 A rat bé.

Bdi tap

% . - » - o ? n, a~ 3 . -
Dung dinh nghia xét tinh lién tuc cua ham s6 flx) = x~ + 2x — 1 tai xp = 3.
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s

!a)

73

a) Xét tinh lién tuc ciia hAm s6 y = g(x) taixy = 2, bi€t
x> =8
g(x) = x— 2

5 néux = 2.

nfux 2

b) Trong biéu thitc xdc dinh g(x) & trén, cin thay s6 5 b&i s6 nao dé ham s&
lién tuc tai xy = 2.
3x +2 néux < -1

Cho ham s6 f(x) = 5
X

] nfn x> =],

a) V& d6 thi cua him s6 y = f(x). Tir d6 néu nhan xét vé tinh lién tuc cla

¥
f
-

ham s6 trén tap xdc dinh cua né.
b) Khang dinh nhan xét trén bang mot chitng minh.
3 |

.1'2 +x-6

Cho cdc ham s6 f(x) = va g(x) = tanx + sin x.

Véi mbi ham s6, hiy xdc dinh cdc khoang trén dé ham s6 lién tuc.

Y ki€n sau ding hay sai ?

"Néu ham sé'y = f(x) lién tuc tai diém xy con ham s6'y = g(x) khong lién
tuc tai xp, thi y = f(x) + g(x) la mét ham sé khong lién tuc tai xp."

Chitng minh rang phwong trinh :

a) 2%° — 6x + 1 = 0 ¢6 it nh4t hai nghiém ;

b) cosx = x c6 nghiém.

On tap chucng IV

Hay lap bang liét ké cac gidi han dac biét cia diy s6 va cac gidi han dac
biét cia ham sé.

, voimoil nva limv, = 0. Cé

Cho hai diy s6 (u,) va (v,). Biét |u” = 2| <v
két luan gi vé gidi han cta day s6 (u,,) ?

Tén clia mot hoc sinh duge ma hod bdi s6 1530. Biét rang mdi chir s6 trong
s6 nay la gid tri cia mot trong cic biéu thitc A, H, N, O véi :

A= 111113” = . = lim[\}nz +2n — n];

n+?2
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_ no_ n
N = limg : ()= limﬂ.
3n+7 e 4™

Hiy cho biét tén ctia hoc sinh nay, bang cdch thay cdc chir s6 trén bdi cdc
chir ki hiéu biéu thifc twong tng.

a) C6 nhan xét gi vé cong boi ciia cic cip s6 nhin lui vé6 han ?

b) Cho vi du vé mot cip s6 nhan lii vé han c¢6 céng boi 13 s6 4m va moét clp sd
nhéan Iui vé6 han ¢é céng boi 1a sé duong va tinh tong ciia méi cip s6 nhan dé.

Tim cac gi6i han sau :

2
s 5%+ 6
D lim —*2 b) lim 2272
x=22 x* +x+4 >3 x4+ 3x
: 2x -5 :
c) lim z : d) lim (—.\'3 4 .\'2 —2x+1);
o X —>+w
. x+3 - \/.1‘2 - 2x+4—-x
e) lim : f) lim ;
i>—m 3x —1 X—>—oD 3x—-1
2 3 2
Cho hai ham s6 f(x) = : ; va g(x) = . ; vd
x b

a) Tinh lim f(x) ; lim g(x); lim f(x) va lim g(x).

x—=0 x—=0 X—>+w X—>+w

b) Hai duwdng cong sau diy (h. 60) 1a d6 thi ctia hai ham s6 da cho. Tir két
qua ciu a), hiay xdc dinh xem dudng cong nio la dé thi ctia moéi him s6 dé.

v 4y

Hy
(=)
K‘r

Hinh 60



10.

11.

Xét tinh lién tuc trén R ctia him s6
o tisgpe
glx) = o B

8 % nén-x <.2.

néu x > 2

Chitng minh rang phuong trinh x> = 3x" + 5x— 2= 0 c6 it nhit ba nghiém
nam trong khoang (-2 ; 5).

Baii t&p trdc nghiém
Ménh dé nio sau day 13 ménh dé diing ?
(A) Mot diy sé c¢6 gidi han thi luén luén ting hoac luén luén giam.
(B) Néu (u,,) la day s6 tang thi limu, = +o .

(C) Néu limu, = +o0 va limv, = +eo thi lim(u, —v,) =0.

(D) Néu u, = a" va-1<a<O0thi limu, =0.

| +2+3+...+n

Cho day so6 (u,) véi u, = 5
n-+1

Ménh dé nio sau day 1a ménh dé ding ?

. : |
(A) limu, = 0; (B) limu, = 3 : (O limu, =1 ;

(D) Day (u,,) khéng c6 gidi han khi n — 4.

Cho day s6 (u,) v6i u, = ¥2 + (2)% + ...+ (J2)".
Chon ménh dé ding trong cdc ménh dé sau :

2
-2

(A) limu, = V2 + W22 + ..+ (V2)" + .=

(B) limu, = - ;
(C) limu, = +oo0 ;
(D) Day s6 (u,) khong c6 gidi han khi n — +o.
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13.

14.

Chon phiwong an diing :

lim - it bang :
x—1- X~
(A)-1; (B) —0 (C)-3; (D) +oo.
< i ] o2
Cho ham s6 f(x) = .
x
lim f(x) bang :
X—>—w
(A) +o0 | B)1; (C) —c0 ; (BY:=1;

Cho ham s6
3—x

F(E) = 4afx -] =D
i

néfux#=3
néu x = 3.

Ham s6 da cho lién tuc tai x = 3 khi m bang :

(A)4; (B)—1; ©1; (D)—4.

15. Cho phwong trinh

144

=dxd 4.z A=,
Ménh dé sai i :
(A) Him s6 f(x) = —4x° +4x—1 lién tuc trén R ;
(B) Phuwong trinh (1) khéng ¢6 nghiém trén khoang (- ; 1) ;
(C) Phuong trinh (1) ¢6 nghiém trén khoang (-2 ; 0) ;

(D) Phurong trinh (1) ¢6 it nhét hai nghiém trén khoang (—3 L —

)

1

(1)



BAO0 HAM

pA0 HAM

Trubic diy, Dao ham va Tich phan dugc hoc fron ven trong Gidi tich 12. Ngay nay, phdn
Lf thuyét dao ham duge hoe trong chuong trinh Dai 56 va Gidi tich 11 dé phug vy kip théi
cho viéc hoc cac b mbn khoa hoc khée nhu Vat I, Hod hoc, ...

() day, hoc sinh dugc hoc ¢y dl va hg théng vé dao ham c4p mot tlr c4c bai ton dua
d&n su xufit hién khéi niém dao ham, dinh nghie, quy tc tinh va c4c cdng thic dao ham
¢o ban va quan frong nhét,

Dao ham c4p hai duge dua ra nhim gidp cho viée hidu ban chét va cach tinh foan mt
khdi nidm quan trong cla VAt Il 12 gia t6c.

Binh nghfa Vi phén dugc dua ra nhim chun bj cho viée hoe Tich phdn & Gidi tich 12.
Vi khéng c6 théi gian hoc & 16p 11, phén Ung dung dao ham chuyén sang chuong du
tien cla Gidi tich 12.



PINH NGHIA VA Y NGHIA
CUA DAO HAM

I- DAO HAM TAI MOT PIEM

1. Cac bai toan dan dén khai niém dao ham

1

ﬁmat doan tau chuyén déng thng khéi hanh tir mét nha ga. Quang dudng s (mét) di
dugc clia doan tau 1a mat ham sé cia thdi gian 7 (phat). & nhimg phuat dau tién,
ham s6 d6 la s= 7.
Hay tinh van téc trung binh clia chuyén déng trong khoang [r ; tglvBity=3var=2;
=25 ¢=280 1=-299

Néu nhan xét vé nhimg két qua thu dudc khi 7 cang gan 7, = 3.

a) Bai toan tim van téc tic thoi

Mot chit diém M chuyén dong trén truc s'Os (h. 61).

s 0 s(ty) (1)

]

¥

Hinh 61
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Quang dudng s ctia chuyén déng 13 mot ham s6 ctia thai gian ¢
s=:8(1),
Hay tim mot dai lwong dac trung cho mitc dé nhanh chim ctia chuyén déng

tai thoi di€m #.

Giai. Trong khoang thoi gian tir 1, dén 7, chét diém di duge quing dudng 12
s — 850 =s(8) - s(tg).

Néu chit diém chuyén déng déu thi ti s6

s—159 _ s(t)— s(ty)
t—ty t—ty

12 moét hang s& véi moi .
Dé chinh 12 van téc ctia chuyén dong tai moi thoi diém.
Néu chat diém chuyén dong khéong déu thi ti s6 trén 13 van téc trung binh
ctia chuyén dong trong khoang thoi gian |r — r0| .
Khi t cang gén ty, tic 1a |.f - rU| cing nhé thi vin téc trung binh cing thé
hién duoc chinh x4c hon mitc dé nhanh chim clia chuyén dong tai thoi
diém t,.
T nhén xét trén, nguoi ta dua ra dinh nghia sau day.
Giéi han hitu han (néu cd)
. os(t) — s(ty)
s o 1)
t>ty 1
dugc goi 12 vdn téc tire théi ciia chuyén dong tai thoi diém ¢,
D6 14 dai luong dac trung cho muifc do nhanh chim ctia chuyén déng tai thoi
dlém fﬂ..
b) Bai toan tim cuong do tic thoi
Dién luong Q truyén trong diy dan 1a mét ham sé cua thoi gian 7 :

Q= 0(1).
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Cudng do6 trung binh ctia dong dién trong khoang thoi gian |r — rﬂl 1a

Q1) - O(tp)

1— 1y

I.!‘h -

Néu |r — I0| cang nhé thi ti s6 nay cang bi€u thi chinh x4c hon cudng do
dong dién tai thoi diém 7. Ngudi ta dua ra dinh nghia sau day.
Giéi han hitu han (n€u co)
(i 20~ O0(p)

r—1y r— f{}

duge goi 1a cwong do tite thoi ciia dong dién tai thoi diém #.
NHAN XET

Nhiéu bai todn trong Vit 1i, Hod hoc, ... dua dén viéc tim gidi

han dang lim AC R ACY
X=X X — Xp

, trong d6 y = flx) la mét ham sé

da cho. Giéi han trén din téi mo6t khai niém quan trong trong
Toan hoc, do la khai niém dao ham.

2. Dinh nghia dao ham tai mét diém

DINH NGHIA

Cho ham s6 y = f{x) x4dc dinh trén khoang (a ; b) vaxy € (a ; b).
N&u tén tai gidi han (hitu han)

i f(x)— flxp)

X—=>Xp X — Iﬂ

thi giéi han d6é duge goi 12 dao ham cua ham s6 y = f(x) tai

diém Xo va ki hiéu 1a f'(xy) (hoac y'(xg)), tic 1a

Pl & i L2 IED

X —}.f,} Xom= J.'G
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CHUY
Pai lwgng Ax = x — xy dwge goi 1a s6 gia cua doi s6 tai x.

Dai lugng Ay = flx) — flxg) = flxg + Ax) — flxg) duge goi la s6
gia trong ung cua ham s6. Nhur vay

’ Ay
vixp) = lim —.
Ax—=0 Ax

3. Cach tinh dao ham bang dinh nghia
R
Cho ham sé y = X Hay tinh y'(x,) bang dinh nghia.
Dé tinh dao ham cta ham s6 y = f{x) tai diém x bang dinh nghia, ta c6 quy

tac sau day.

QUY TAC

/Btfé’(' 1. Gia sir Ax 1a s6 gia clia d6i s6 tai x, tinh \
Ay = flxg + Ax) — fixy).

it
Buoc 2. Lap t1s6 o
Ax

Buwoc 3. Tim lim ﬂ

Ax—>0 Ax /

Vidu 1. Tinh dao ham ctia hAam s6 f(x) = L tai di€ém xq = 2.
X

Giai. Gia str Av 12 s6 gia ctia d6i s taixg= 2. Tacd

1 ] Ax
Ay = F(2 + Ax) — Ff(2) = T TTNETI o I
y =1 I AT 2T oA
Ay 1 .
Ax 22 + Ax)
Ay . | 1
lim —= lim ——————,
Av—=0 Ax  Av—=02(2+ Ax) 4
1
Vivy f'()=—-—. =
iy f'(2) T
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4. Quan hé giira sy tdn tai cua dao ham va tinh lién tuc ciia ham sd

Ta thira nhin dinh Ii sau day.

PINH LI 1

Néu ham s6 y = f(x) c6 dao ham tai x thi né lién tuc tai ]

[ diem do.

CHU Y

a) Dinh If trén twrong dwong véi khang dinh :
Néu ham s6 y = f(x) gidn doan tai xp thi né khong c6 dao

ham tai diém doé.

b) Ménh dé dao cua Dinh 1i 1 khéng ding.
Mot ham s6 lién tuc tai mot di€m cé thé khéng cé dao ham tai

dieém déo.

—x% nfux=0

Chang han, ham s& fix)= { &
#

lién tuc tai x = 0 nhung khéng cé dao ham tai dé.

Ta nhan xét rang d6 thi ciia hAm s&
niy 12 moét dudng lién, nhung bi
"gdy" tai diém O(0 ; 0) (h. 62).

5. Y nghfa hinh hoc cGa dao ham

R’ 2

150

a) Vé dé thi clia ham s6 £(x) :‘T
b) Tinh £'(1).
c) V& duong thdng di qua diém M(1 ; %)

va c¢6 hé sé gbc bang f'(1). Néu nhan
xét vé vi tri twong déi cha dudng thing
nay va doé thi ham sé da cho.

a) Tiép tuyén ciia dudng cong phang
Trén mit phang toa do Oxy cho dudng
cong (C). Gia sir (C) 1a d6 thi ciia him
s6 y = fix) va My(xg ; f(xp)) € (C). Ki
hiéu M(x ; fix)) 12 moét diém di chuyén
trén (C). Dudng thang MyM 1a mét cat
tuyén cta (C) (h.63).

néux <0

y=x

Hinh 62

Hinh 63



Nhan xét rang khi x — x5 thi M(x ; f(x)) di chuyén trén (C) t6i di€ém
My(xy 5 f(xg)) va nguoe lai. Gia str cat tuyén MyM c6 vi tri giéi han, ki hiéu
1a MyT thi MyT dugc goi 1A tiép tuyén ctua (C) tai My. Diém M, dugc
goi la tiép diém .
Sau day, ta khéng xét treong hop ti€p tuyén song song hoac tring véi Oy.
b) Y nghia hinh hoc cta dao ham
Cho ham s6 y = f(x) xdc dinh trén khoang (a ; b) va c¢é dao ham tai
Xg € (a; b). Goi (C) 1a d6 thi clia ham s6 dé.

DINH LI 2

Pao ham cua ham s6 y = f{x) tai diém x; la hé s6 goc cla

ti€p tuyén M,T cta (C) tai di€ém My (xq : flxg)).

Chirng minh. Gia st M(xy + Ax ; f(xy + Ax)) 12 diém di chuyén trén (C). Ta
c6 (h.64)

MyH = Ax, HM = Ay.

Hé s6 goc cna cat tuyén MyM la tang, trong d6 ¢ la goc tao bai truc Ox va

vecto MyM nhu trén Hinh 64a hodc 64b. Ta ¢6

HM Ay
fany = === —.
MoH Ax
é 0

Slop + Ax) Sfixg + Ax)

Sfixg fxy)

Hinh 64
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A

Khi M dan téi My (M — Mj) thi Ax — 0 va ngugc lai.

Theo gia thiét, f{x) c6 dao ham tai xy nén ton tai gidi han

: . Ay .
f'(xg) = lim — = Ilim tang.
Av—>0 A MM,

Vay khi M — M, thi cit tuyén M M din t6i vi tri giéi han 13 dudng thang

MT, c6 hé s6 gbc bang lim tang = f'(xy).
M- M,

Dudng thang M,T 14 tiép tuyén tai My ctia (C).

Vay f '(xq) 12 hé s6 gbc cna ti€p tuyén tai M ctua dé thi (C). m
c¢) Phuong trinh tiép tuyén

4

Viét phuong trinh duong thang di qua M(x, ; y,) va c6 hé s6 géc k.

Tir ¥ nghia hinh hoc ctia dao ham ta ¢6 dinh 1i sau day.

DINH Li 3

(Phu'(mg trinh ti€p tuyén cua dé thi (C') cua ham s6 y = f(x)\
tai diém M y(xg ; fixg)) 1a

Y=y = f'(x)(x - xp),

trong do v, = filxg).
\ g Yo A [}) /

5
Cho ham sé y=—x? +3x—2. Tinh y'(2) bing dinh nghia.

Vi du 2. Cho parabol y = —x* + 3x - 2.
Viét phurong trinh ti€p tuy€n cta parabol tai di€m c6 hoanh do x = 2.

Giai. Bang dinh nghia ta tinh duoc y'(2) = —1. Do dé, hé s6 gbéc cna tiép
tuy€n 12 —1. Ngoai ra ta ¢ y(2) = 0.

Vay phuong trinh ti€p tuyén clia parabol tai di€ém My(2 ; 0) 1a
y=-0=(-1).x-2) hay y=—x+2. ®



6. Y nghia vat li cGa dao ham

a) Van téc tie thoi

Xét chuyén dong thang xdc dinh boi phwong trinh s = s(¢), véi s = s(¢) 1a
mo6t ham s6 cé dao him. Nhir di thiy trong bai todn mdé dau, van t6c tire thoi

clia chuyén dong tai thoi di€m 7y 12 dao him ctia hAm s6 s = s(7) tai £y :
1’(f[}) = Sl(fg).
b) Cudng do tic thoi
Néu dién luong Q truyén trong diy din 12 mot ham s6 cna thoi gian : Q = Q(1)
(Q = Q(t) 1a mét ham s6 c6 dao ham) thi cudng dod tire thoi cua dong dién

tai thoi di€m 7 12 dao hdm cta him s6 Q = Q(7) tai 7 :

I(fy) = Q'(1p).

II - PAO HAM TREN MOT KHOANG

6
ﬁBéng dinh nghia, hay tinh dao ham cla cac ham sé :

a) fix) = x° tai diém x batki ; b) g(x)= At tai diém batki x=0.

X
DINH NGHIA

Ham s6 y = fix) duoc goi 1a ¢6 dao ham trén khoang (a ; b)
néu né c¢6 dao ham tai moi diém x trén khoang dé.

Khi dé, ta goi haAms6f': (a; b) > R
x = f(x)

12 dao ham ctia ham s6 y = f(x) trén khoang (a ; b), ki hiéu 12
y hay f'(x).

” ~ ~ 2 # ~ ' - il
Vidu 3. Him s6 y = x~ ¢6 dao ham y' = 2x trén khoang (- ; +o).
~ = 1 # ~ ] 1 a # 2 »
Hams6 y = — ¢6 dao ham y' = — — trén cac khoang (-0 ; 0) va (0 ; +0).

X 2
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L

BAI POC THEM

PDAO HAM MOT BEN

Cho ham sé

tén tai gidi han (hitu han)

lim JF(x)—f(xp)

X —H‘U X XU

nhung tén tai cac gidi han mét bén

e e~ e il
X=X, X -‘LU S X "0

- f(-*')—f(-fu)j i L [0

Khi d6, ta néi ham sé c6 dao ham mot bén.

DINH NGHIA 1

Né&u tén tai gidi han (hitu han) bén phai
x)— f(x
i f&x)~( 0)’

_r—}_ra X=Xy

y = f(x) xac dinh trén khoadng (a:;b) va X0 e(a:b). Co thé khong

ta sé goi giéi han d6 l1a dao ham bén phai cia ham s6 y= f(x) tai

x=1x, vakihiéula f'(xy).
Tuong tu, gidi han (hitu han) bén trai (néu tén tai)
. ) f(xg)
llm ——
i X=X

dugc goi la dao ham bén trdi clahamsé y= f(x) tai x=x, vakihiéu

la ().

Cac dao ham bén phai va bén trai duoc goi chung 1a dao ham m¢gt bén.

Tu cac tinh chat cla gidi han moét bén suy ra ngay dinh li sau day.

DINH LI

.

Ham sé y= f(x) c6 dao ham tai x;, khi va chi khi f'(_r[']"),
['Gxg) ton tai va bang nhau. Khi dé, ta cé

Fen = =1"6)

N




Vi dy 1. Chimg minh rang ham sé

x2 néux=0

f)= { ,
—xnéux<0
c6 cac dao ham mét bén, nhung khéng cé dao ham tai v, = 0.
Giai. Ta cé :
fE-FO . 5 & o

f'([}-'-): lim ————== lim
=0t x-0 x=0t X

£(07)= lim f)-fO) _ i e
x—=0" x—0 =0 X
Vay tai x, =0, ham s6 nay cé dao ham bén phai bang 0, dao ham bén frai bang —1.

Vi cac dao ham bén phai va bén trai khac nhau nén ham sé khéng cé dao ham
tai x,=0. m
2 0

Vi dy 2. Xét su ton tai dao ham va cac dao ham mét bén cla ham sé

FCy= —gl.r_'d néu x>0

2x néu x <0

tai diém x=0.

Giai. Vi
: 5 4
x)— f(0 —x" -0
fi AP, g N S0 L
x0t X0 =0t x-—0 0" Yx
nén ham s& khéng cé dao ham bén phai tai x = 0.
Vi
lim w: lim E:Q
x=0" x—0 =0 X

nén ham s6 c6 dao ham bén traitaix=0va f'(0")=2.
Ti dinh If suy ra rang ham sé da cho khéng c6 daoham tai x=0. =
bINH NGHIA 2
Ham s6 y= f(x) duoc goila ¢ dao ham trén doan [a ; b] néu thod man
cac diéu kién sau :
C6 dao ham tai moi x e(a ;bh) ;
C6 dao ham bén phéi tai x=a ;
Co dao ham bén trai tai x = b.
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Bdi tap

Tim s6 gia ctia ham s6 f(x) = .rs, biét rang :
a)xg=1;Ax=1;
b)xg=1;Ax=-0,1.

; Ay s ;
Tinh Ay va I“ cua cac ham sé sau theo x va Ax :
.

q) Y= 2% 0 b)yz_rz—l;

c)y:2r3; d)y:i.
X

Tinh (bang dinh nghia) dao ham ctia méi ham s6 sau tai cic diém di chira:

2 :
a)y=x +x taixpg=1;

b)y:l taixg=2;
x

c) y:x+1 tai xy = 0.
Ee

Chitng minh rang ham sé
(x — 1)2 néux =0

f@=1"

—X néu x < 0
khong c6 dao ham tai diém x = 0 nhung c6 dao ham tai diém x = 2.
Viét phrong trinh tiép tuyén ciia dudng cong y = X
a) Tai diém (-1 ;1) ;
b) Tai di€ém c6 hoanh d6 bang 2 ;

c) Biét hé s6 gbc cua ti€p tuyén bang 3.

Viét phuong trinh ti€ép tuyén cua dudng hypebol y = — :
X

a) Tai di€ém [% x 2) :
b) Tai di€ém c6 hoanh dé bang -1 ;

o = - ~ & * o a ot ]-
c) Biét rang hé s6 gbc cua ti€p tuyén bang =3



. ~ ]' - \ .
Mot vit roi tur do theo phuwong trinh s = Egrz, trong d6 g~ 9.8 m/52 la gia

téc trong trudng.
a) Tim van téc trung binh cta chuyén déng trong khoang thoi gian tir ¢
(t=5s) dén 1+ At, trong cic trudng hop At =0,1 s ; Ar=0,05s ; Ar= 0,001 s.

b) Tim van téc titc thoi clia chuyén dong tai thoi diém 1= 5 s.

QUY TAC TINH DAO HAM

I —

A

PAO HAM CUA MOT SO HAM SO THUONG GAP

1

Dung dinh nghia tinh dao ham cla ham sé y = X tai diém x tuy y.

Du doan dao ham cGa ham s6 y = x'*° tai diém x.

Viéc tinh dao ham ctia him s6 bang dinh nghia néi chung phiic tap. Déi

véi mot s6 ham s6 thudong gap, ta ¢6 nhitng cong thitc cho phép tinh mét
cidch nhanh chéng dao him clia chiing tai mét diém.

PINH LI 1

" n = . N
Hams6y=x (ne N,n>1)c6 dao ham taimoi x € R va

(xn). _ n\_u—i '

Chirng minh. Gia sir Ax 1a s6 gia cua x, ta cO

Ay =(x+ Ax)" - x"

= (x+Ax— x) [(x+ Ax)" - +(x + A,r)”_z X+ ..+(x+ A\')I”_z + .rn_]]

= Ax[(x + A‘r)"_l +(x + Ar)”_z X+ ..+ (x+ AA\').\'”_?' - .\’”_1] =
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Ay —1 -2 -2 —1
L =+ A" H+ @ HA) T+ o+ FADX X
Ax

. Ay " o _ g

lim — = x" Log o g on®® = L,
Ar—0 Ax n s6 hang
Vay (XH). _ fr.\‘”_lv o

NHAN XET
a) Dao haim ctia hAm hang bang O : (E)'—=0 .

b) Dao him ctia hAm s6 y=xbang 1 : (x)' = 1.

2
ﬁChL’mg minh cac khing dinh trong nhan xét trén.

DINH LI 2

Hamsé y = \E c6 dao ham tai moi x duong va

e iy
(x) ==

Chitng minh. Gia str Ax 14 s6 gia cua x duwong sao cho x + Ax > 0. Ta c¢é
Ay = -J_x‘+.~‘_\_\.‘—\,.: :

Ay _ dxAx — J\_ _ (V‘.\' + Ax — \/;)(\‘.\' + Ax + J;)
Ax Nx Ax(Nx + Ax + JT )

X+ Ax—x |
- Ax(Nx + Ax + \E) - Jx+ Ax + \/T ’

lim ﬁz lim 1

1
Ar—>0 Ax  Avr—0 \').' + Ax + \/: 2'\/; .
Vay dao him cia him s6 y = Jx =
A
Co thé tra |di ngay dudc khong, néu yéu cau tinh dao ham clia ham sé6 f(x) = \/;
Hirs 3% =42

1

2Wx

158



I - PAO HAM CUA TONG, HIEU, TiCH, THUGNG
1. Pinhli

PINH LI 3

. ] ~ - - a - ~ . -2 \
/Gla str u = u(x), v =v(x) la cac ham s6 c6 dao ham tai diem
x thudc khoang x4ac dinh. Ta cé :

(u+v) =u+v (1)
(u-v)=u-~v (2)
(wv) = u'v + w' (3)

w)  u'v— '
(55

Chirng minh. Ta chitng minh cac céng thirc (1) va (2).

Xétham y = u + v. Gia sir Ax 12 s6 gia ctia x. Ta c6 s6 gia twong @ng cla u
la Au,chiaviaAvvacaay=u+vla
Ay=[(u+ Au)+ v+ Av)] - (u+v)= Au+ Av.
Ay Au+Av
Ax  Ax h

; Ay g Au : v .
lm —= lim —+ lim —=u'+v".
Ax—>0 Ax Ax—0 Ax Ar—0 Ax

Tu doé

Vay(u+v) =u'+v'.
Chitng minh twvong tw, tacé (1 —v) =u' - v'. B

Bang quy nap to4n hoc, ta chitng minh dugc

(1 & k..o, ) = wd wek bW,

Cac cong thirc khac duroe chitng minh twong tur.

4
ﬁﬁ\p dung cac céng thic trong Pinh |i 3, hay tinh dao ham clia cac ham sé
¥ = 5x° - 2x° P —XS\/;.
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Vidu 1. Tim dao ham cua hAm s6 y = - xt .
|

2afx

Gidi. (x> — x* + dx) = 2x -4 + o

Vidu 2. Tim dao ham cua hAm s6 y = ,1’3(\/; s
Giai. Ta c6

[P =) = () &x - )+ Pfe - )

- 3.1'2(\/; - .1’5) o [2\1/7 = 5.1'4]

- : 1
= 3.\'24; + .\'3[ - 83«'4}. m
2fx

2. Hé qua

HE QUA 1
Néu k 132 mot hang s6 thi (ku)' = ku'.
HE QUA 2
1 | v'
[—] o B —2 (1' = 'l'(.\') F 0)
v v

5
ﬁHéy chimg minh cac hé qua trén va Iay vi du minh hoa.

: > 1—2x
Vidu 3. Tim dao ham cua ham s6 y = 3
Xt

Gidi. Ta co

[1 - 2.!(]' . (= 20)'(x5-8)—i(1— Dx)(x +:8)"

* 373 (x + 3)2
-2(x+3)—(1 - 2x) -7
= = . m
(x + 3)2 (x + 3)2
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III - PAO HAM CUA HAM HOP

1. Ham hgp

Hinh 65

Gia sir u = g(x) 12 hAm s6 cua x, xac dinh trén khoang (a ; b) va 14y gia tri trén
khoang (¢ ; d) ; y= flu) 1a ham s6 cua u, xac dinh trén (¢ ; d) va 14y gia tri trén
R . Khi dé, ta 14p mot ham s6 xdc dinh trén (a ; b) va 1ay gid tri trén R theo
quy tac sau (h.65) :

x — flg(x).
Ta goi ham y = f(g(x)) 12 ham hop ctia hAm y = f(u) véi u = g(x).

- ~ e 3 IU = = s b a0 IU o 3
Vidu 4. Hims6 y=(1 —x7) la ham hop cua hamséy=u " véiu=1-x".

Vi du 5. Ham s6 y = sin(@t + %) 1a ham hop cua ham s6 y = sinu véi

u= @+ 7; ®, yla nhing hang s6.

R

Ham s6 y=4x> +x+1 la ham hop clia cac ham sé nao ?

2. Pao ham cda ham hgp

Ta thira nhan dinh 1i sau day.

PINH LI 4

/Né'u ham s6 u = g(x) c6 dao ham tai x la u', va hams6y= f(u)\
c6 dao ham tai u 1a y', thi ham hop y = flg(x)) ¢6 dao ham tai

xla

N, Yx 5 Pty J
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Vidu 6. Tim dao ham cua ham s6 y= (1 - 2_\.')3.

Gidi. Dat u=1-2cthiy=1’, y', = 3, u', = -2.

X

Theo céng thirc tinh dao ham cta ham hop, ta ¢é

y, =y, = 3u? (=2) = —6u°.

- X
Vay y', = —6(1-2x)%. m

: , 5
Vidu 7. Tim dao ham cua hams6é y = 1
X —

Giai. Dat u=3x -4 thi y= é
U

Theo céng thire tinh dao ham cia ham hop, ta ¢6

8 ol o __53_ —15 .
Fog = Tty H2 : (3x — 4)2 )
Bang tém tat
(g+v-—w)=u+v-w
(ku)' = ku' (k 1a hfmg s0)

(uv)' =u'v+ uy'

[uj' _uv-w'
1! ":2
¥V 1}2

Yy =Yy Uy

e | "~
Bai tap
1. Bang dinh nghia, tim dao him cta c4c him s6 sau :
X
A ysT+x=x taixz=1;

b)y=x"—2x+ 1 taixg = 2.
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»

Tim dao ham cua cdc ham s6 sau

a) y= }."5 - 4_\'3 +2x—3; b) y = l — LJ.' + .\'2 - O,SJr4 =
4 3
4 3 2
5 s 2x 4dx 5 2
c)y= = + = 1 d) y=3x"(8—3x").
) ] i = . )) ( )
Tim dao ham ctia c4c ham s6 sau
7 2.3 2 2
a)y=(x —3x7) ; b}y y= @ <10 35 )3
K 3 =D%
c)y= : ) PB4
e 1 2 —x+1
n X
e) y = {m + —2) (m, n 1a cdc hang s6).
X
Tim dao ham cua cdc ham s6 sau
a)yzxz—x X +1; b)y=\/2—5.\'—.r2;
x> Lt %

d) y=

c) ¥ = —m=====(a |2 hang s6) ;
Na’ - x?

Choy:x3— 3¢ %+ 2. Tim x dé :
a)y >0; b) ¥ € 3.

PAO HAM CUA HAM s&

§3 LUONG GIAC

1.

sinx
Gidi han cua

X
a
- sin0,01 sin0,001

Tinh : bang may tinh bo tui.
0,01 0,001

Ta thira nhan dinh Ii sau day.
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PINH LI 1

sin x

Iim
x—0 X

tanx

Vidu 1. Tinh lim
x—0 X

Giai. Ta c6

. tanx . sinx 1 5 BIAXE 1
lim = i [ ; ]: lim . lim =1. H

x—=0 X x—=0 X COS X x—>0 X x—0 cosx

Vi Thib T, 2%
x—0 X
Gt 1m0 = i 2[51“2’"] s 5y AL 540
x—=0 X x—0 2x x—=0 2x

2. Pao hamcla ham sd y=sinx

DINH LI 2

[ Ham s6 y = sinx ¢6 dao ham taimoix € R va (sinx)' = cosx ]

Chitng minh. Gia sir Ax 14 s6 gia cuiax. Tacd:

Ay =sin(x + Ax) — sinx = 25in%.cos[.¥ + %) :

sin & ‘sinE
ﬁz 2cos[.\'+£] 2 _ COS[X-FE] 2 =
Ax 2 Ax 2 E
2
Ax

sin—
) Ay . Ax "

lim — = lim cos|x+—/|. lim 2 ]
Av—=0 Ax  Av—0

164



5 A Ax B @ :
Vi lim cos[.\' + — | = cosx (do tinh lién tuc cua ham s6 y = cosx)
Ax—0

. Ax
o sin ) _ Ay
va lim ~—=1nén lim — =1.cosx=cosux.
Av—0 E Ar—0 Ax
2

Viy y' = (sinx)' = cosx. B
CEI %

NEu y = sinu va u = u(x) thi

(sinu)' = u'.cosu.

; ’ : T
Vidu 3. Tim dao ham cua ham s6 y = 5111(3.\' + EJ :
- Tw S 7[ . ] = Kl
Giai. Dat u = 3x + 5 thi ' =3 va y = sinu.
s ] ] 1.[
Tacé y = u'cosu= 3(:03[3.1’ + g) .

Dao ham cla ham s y=cos x
2

) o . (m
Tim dao ham clla ham s6 y= sm[;—.r] ;

PINH LI 3

[ Ham s6 y= cosx c¢6 dao ham taimoix € R va (cosx)' = — sinx]

= ~ > - T[ - L) # .
Tir nhan xét cosx = sin [E — ,r] suy ra ngay diéu phai chirng minh.

CHU Y.

Néu y = cos u va u = u(x) thi

(cosu)' = —u'.sinu.
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- - * % - 3
Vidu 4. Tim dao ham cua ham s6 y = cos(x™ — 1).

- Pw — 3 LS ] 2 n
Giai. Pat u=x" — 1 thi ' = 3x" va y= cos u.
Ta co

' ' 2 a 3
y=—usinu=-3x"sin(x" —1). W
4. Pao ham cla ham sd y=tanx

3

Tim dao ham clla ham sé f(x)= it [_ri L km, k EZJ.
COSX 2

DINH LI 4

3 N T
Ham s6 y = tanx c6 dao ham tai moi x # 5 +kn, ke Z va

1
(tanx)' = o
. cos” x r
< & . o g s - : SInX
Ap dung quy tac tinh dao ham cta mét thuwong déi véi ham s6 tan x = .
COS X

suy ra diéu phai chirng minh.
CHUY

NEu y = tanu va u = u(x) thi ta cé

u

(tanu)' =
cos” u

Vidu 5. Tim dao ham cua ham s6 y = t:»_m(?J_\r:2 + 5).
Giai. Dat u = 3x% + 5 thi ' = 6x va y = tanu.

Tacd

: u' 6x
y = = ]

cos u 0052(3.1’2 + 35)
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5. Pao ham clia ham sd y=cotx

4
%T‘lm dao ham clha ham sé

y = tan (% - _r] véi x # kn, k € Z.

PINH LI 5

Ham s6 y= cotx c6 dao him tai moix # km, k € Z va

1

51112 x

(cotx)' = —

CHU Y

Né&u y= cotu va u= u(x), tacd

u'
(cotu)' = -

sin” u

Vidu 6. Tim dao ham cua ham s6
3
y=cot (3x— 1).
Giai. Dat u= cot(3x— 1) thi y = 0w,
Theo céng thitc dao ham cua ham hop, ta cé
u', = 3u2.u'_

‘!
< WX X

= 3cot?(3x — D)[cot(3x — D]’

= 3cot?(3x — 1). _(3"' — D
sin“(3x—1)

= 3cot2(3x — 1). 5 L
sin“(3x —1)

9 cos’ (Bx —-1)
51114(3.1‘ - 1)
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168

BANG PAO HAM

i e
(Vx) o

(u') = ™

[L]f___ﬂ;
i u?

s B
(vu) 2‘/;

(sinx)' = cosx

(sinu)' = u'.cosu

(cosx) = —sinx (cosu)' =—u'sinu
. | . u'
(tanyx). = (tanu)' = 5
cos” x cos” u
; 1 , u'
(cotx)' = — (cotu)' = —
sin X sin” u

Bai tap

Tim dao ham cua cdc ham s6 sau

x—1

a = : b3 = 4
- L e
w24 Qx4 3 X +7x+3
c) y = : d)y=
3~ 2~ 3x
Giai cdc bat phwong trinh sau :
2 ;
: ol 8
a) y <0 véi yz;;
= 1
2
: SR
b)y'?_:-OW.H:’:Hy:'l :
a1
: 24'=1
c)y >0vai }522\—.
b gl b R



w

Tim dao ham cua cdc ham s6 sau

_ sin x + cos x
a) y= dsinx — 3cosx; bla== >
SINX — COSX

sin x X
¢) ¥= x colx ; d) y = + — 1
X sin x

e) y=+1+2tanx; £y 3= sin‘\/l L,

Tim dao ham cta cdc ham s6 sau

a) y=(9 - 2.'()(2.\'3 = 9.\'2 + 1) b y= [6\’\_ %] (7x - 3) ;
x
gl 3 = [ 2)‘\‘:{2 +1; d) y= tanzx — co‘r.rz ;
e) 'y = cos S
1+ x

Tinh m, biét rang flx) = ¥ va ox) = 4x + sinE.
@'(1) 2

Chirng minh rang cic ham s6 sau c6 dao ham khong phu thudc x :

« b 6 s s
a) y=sin x + cos x + 3sin x.cos x ;

b) y:c052 E—.\' + cos? E+x + cos’ 2—ﬂ—.\' +
3 3 5

5 ( 21 y
—H:crs’2 [? + .r} - 251112 b

Giai phuong trinh f'(x) = 0, bi€t rang :
a) flx) = 3cosx + 4sinx + Sx ;

b) fx) = 1 — sin(m + x) + Zcos[zﬂ " ""}.

Giai bat phwong trinh f'(x) > £'(x), biét rang :

a) f(x)= X x— JE g(x) = 3%+ x + \/5 :

2
By flx) = Dt vy \E g(x) = Pt %— \E

169



§' 9, VI PHAN

1. Pinh nghia

3 KChchmn56fuJ:J;qu:4vé&X:OJH.Tthlm)an

Cho ham s6 y = fix) x4c dinh trén khoang (a ; b) va ¢6 dao hAm taix € (a ; b).

Gia sir Ax 1a s6 gia cua x.

Ta goi tich f'(x)Ax 12 vi phdn cia ham s6 y = f{x) tai x ttng véi
s6 gia Ax, ki hiéu 1a df(x) hodc dy, tirc 12

dy = df (x) = f'(x)Ax.

cHO'Y
Ap dung dinh nghia trén vio ham s6 y = x, ta ¢6

dy=d{x)= x)Ax= 1L Ax= Ax.

Do dé, véi ham s6 y = f(x) tacd
dy = df (x) = f'(x)dx.
Vidu 1. Tim vi phan cla cdc ham s6 sau :
a) y=.r3— Sx+1;
b) y= sin’x.
Giai
a) y= X - 5x+ 1,y = 32— 5.
Vay dy = d(x> — Sy + 1) = y'dr = (3x° — S)dx.
b) y= sinsx, Y = 3sin’x cosy.
Viy dy = d{sins.'-.') = y'dx = 3sin’x cosxdy. W
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2. Ung dung vi phan vao phép tinh gan ding

12

Theo dinh nghia ctia dao ham, ta ¢é

Ay
f'(xg) = lim —.
0 Ax—>0 Ax
Do dé véi |Ax| dd nhd thi
Ay . "
A—' ~ f'(xg) hay Ay » f'(xp)Ax.
-

Tirdo, ta cd f(xp + Ax) — f(xg) ® f'(xg)Ax

hay | f(xg +Ax) = f(xp) + f'(xp)Ax.

D6 1a céng thire tinh gan ding don gian nhat.

Vidu 2. Tinh gia tri gin ding clia 4{3,99.

Gidi. Dat f(x)=x.tacé f'(x)=

|
Wx
Theo cong thire tinh gin ding, véi xp =4, Ax =-0,01 tacé
(3,99 = f(4-0,0) = f(4) + f'(4)(-0,01),

tiic 12 4/3,99 = /4 — 0,01 ~ /4 +L4.(—0,01) =1,9975. m

24
Bai tap

Tim vi phin cia cdc ham s6 sau :

Jx

a e,
)y a+b

b) y = (x% + 4x + D(x? = ).
Tim dy, biét :

(a, b 14 cic hang s6) ;

a) y= ta112.r :
COoS X

b) y= 5
l—x
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DAO HAM CAP HAI

I - PINH NGHIA

1
%Tl'nh v' va dao ham cia y', biét :

a)y= X = 5x% + ax 5

b) y = sin3x.
Gia str hAm s6 y = f(x) ¢6 dao ham tai méi di€m x € (a ; b).
Khi dé, hé thitc y' = f'(x) x4c dinh moét hAm s6 méi trén khoang
(a ; b). N€u ham s6 y' = f'(x) lai ¢6 dao ham tai x thi ta goi dao
ham cua y' 1a dao ham c4p hai cua ham sé y = fix) tai x va ki
hiéu 1a y" hoac f "(x).

CHITY

* Dao ham cép 3 ctia hAm s6 y = f(x) dwoc dinh nghia twong tu
va ki hieu1a y" hodc £"(x) hoic £F&(x).

e Cho him s6 y = f(x) c¢6 dao him cip n — 1, ki hieu 1a =D (x)
(ne N,n=>4). Néu f(”_l)(x) c6 dao ham thi dao ham cua nd

duge goi 1a dao ham cdp n ctia fix), ki hiéu 14 y(”) hoac f(”)(ur) :

i ) ) 1

Vidu. Véiy = x” thi
y = 5.1'4, = 20.1'3, e 60x2,
Yy = 1200, Y = 120 va v = 0 v6i n > 5.
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II - Y NGHIA CO HOC CUA PAO HAM CAP HAI

2
l. &
Mot vat roi tu do theo phuong thdng dimg cé phuong trinh SZngl (trong do

g=0938 m.’sz). Hay tinh van téc tirc thdi v(7) tai cac théi diémry=4s ;7 =415,
T y
Tinh ti s6 E trong khoang Ar =1, — 1.

Xét chuyén dong xac dinh boi phwong trinh s = f(7), trong dé s = f(r) 1a mot
ham s6 c¢6 dao ham dén c4p hai. Van téc titc thoi tai 7 cia chuyén dong 1a

w(t) =1 '(0):
LAy s6 gia Af tai ¢ thi v(r) c6 s6 gia twong rng 1a Av.

L] - A'l,' - » - Y > F @
Ti s6 = dwoc goi la gia téc trung binh cua chuyén dong trong khoang
t

thoi gian Az. Né&u ton tai

v'(t) = lim Ez ¥(t),
At—0 Af

ta goi v'(f) = A1) 12 gia téc tirc thoi clia chuyén dong tai thoi diém 7.
Viv(t)=f'(f) nén

7)) = 1(@).

1. Y nghfa cd hoc

Pao him c4p hai f "(¢) 14 gia t6c tite thdi cia chuyén déng s = f(1) tai thoi
diém .

ﬁs

Tinh gia téc tirc thai chia suroi tu do s = égrz ,

2. Vidu

Xét chuyén dong cé phuong trinh
s(t) = Asin( @t + @) (A, @, @la nhitng hang s6).

Tim gia téc tite thoi tai thoi di€m ¢ cta chuyén dong.
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174

Gidi. Goi v(¢) 14 vén t6c titc thdi ctia chuyén déng tai thdi diém 7, ta ¢
v(t) = 5'(t) = [Asin( @t + @)]' = Awcos(@t + @).
Vay gia téc titc thdi clia chuyén dong tai thoi diém ¢ 1a

A1) = 5"(1) = V(1) = —A@’sin(@r + @). M

Bdii tap
a) Cho f(x) = (x + 10)°. Tinh £ "(2).
T

b) Cho f(x) = sin 3x. Tinh f"[—a} ENOY, [%]

Tim dao ham cap hai cia cdc ham so sau :

1 1
) y= ; Bh)y= :
1=k V- x
c) y= tanx; d) y= cos’y.

rd

BAN CO BIET

LAI-BO-NIT (LEIBNIZ)

Péng thdi va déc lap véi Niu-ton, nha bac hoc ngudi
Blc Lai-bd-nit la ngudi phat minh ra phép tinh vi phan

va tich phan. Nhiéu ki hiéu nhu %,If(x)dr, ... va
v

thuat nglr nhu "vi phan", "tich phan" ... do Lai-bo-nit
dua ra van con dudc sir dung dén ngay nay.

Leibniz

(1646 — 1716)

Céng thic tinh dao ham cap »n cla tich hai ham u.v (1 va
v ¢6 dao ham dén cap n) sau day la cla Lai-bonit

(r.n-')(”) =y C,lru("_”v '+ Czsr(”_zlr "t ...

=% C';":u(”_p}r(p} g, C:—lu".‘{”_” + v ")



Cé thé chimg minh céng thic trén bang phuong phap quy nap.

Lai-bd-nit sinh ngay 1-7-1646 tai Lai-xich (Leipzig). Cha 6ng la Giao su luan Ii da
mat khi 6ng mdi 6 tudi nhung 6ng da kip thira hudng & ngudi cha long ham mé
mén Lich sit. Ngoai nhimg budi hoc & trudng, Lai-bo-nit tu trang bi ki€én thic nha
thudng xuyén doc sach trong thu vién clia cha. Ong hoc tiéng La-tinh ltc 8 tudi,
dén 10 tudi, 6ng da lam tho bang tié€ng La-tinh. Sau d6, 6ng hoc tiéng Hy Lap va
rat gidi thi ti€ng nay nhd su ¢ gang rat 16n. Nam 15 tudi, Lai-bo-nit Ia sinh vién
luat cda Trudng Pai hoc Téng hop Lai-xich. Trong hai n3m dau, ngoai viéc theo
hoc Luat, éng doc rat nhiéu sach vé Triét hoc, n3m 17 tudi (1663), nhd ban luan
van xuat sac vé mot trong nhimg hoc thuyét I6n vé Triét hoc, Lai-bo-nit dudc
nhan Bang C{r nhan.

Mua hé 1663, Lai-bd-nit chuyén sang hoc cac giao trinh toan cla Erhard Weigel
& Trudng Pai hoc Téng hop léna.

N&m 20 tudi (1666), 6ng trd lai hoc Luat & Lai-xich va chuan bi thi Idy Bang Tién
si. Vi ghen ti, ngudi ta tir chéi cdp Bang Tién si cho Lai-bo-nit. Ho néu Ii do la éng
con qua tré. Song that ra vi 6ng hiéu biét vé luat nhiéu hon tat ca cac gido su &
Lai-xich céng lai.

Chan ngdy thai dé hep héi bao trum Trudng Pai hoc Lai-xich, éng réi thanh phé
qué huong dén Nuy-ram-be (Nuremberg). & day, éng dugc phong hoc vi Tién si
vao ngay 4-11-1666 nhd céng trinh vé phuong phap gidng day méi vé luat.
Hon nira, ngudi ta con moi éng gilr chirc vu Giao su luat, nhung éng tir chéi.
Lai-bo-nit da soan céng trinh vé giang day Luat va dé xuat k& hoach céi tién cla
minh trén dudng di tir Lai-xich dén Nuy-rdm-be. Mét trong nhimg d&c trung cla
cudc ddi Lai-bo-nit 1a 6ng cé thé lam viéc trong bat ki diéu kién nao, & bat ki dau,
va trong moi thoi diém. Ong doc, viét, nghién ngam khéng nging. Ong da viét
phan 18n cac céng trinh toan hoc clia minh (khéng ké nhimg céng trinh d4c sic
vé rat nhiéu linh vuc khac nhau) trong cac chuyén xe ngua trén nhimg con dudng
nhd & chau Au hai thé ki XVII khi éng phai di day, di d6 theo yéu cau cla khach
hang. Hoat dong khéng mét méi nay cta éng da dé lai cho ching ta mét khéi
lugng gidy viét da loai, di c¢d va phai I6n nhu mét déng c6 khod, chua kip phan
loai, va méi chi dudc cong bé mét phan. Ngay nay, phan 16n sé gidy nay cén
dang dudc déong géi trong mét gbc cla thu vién Hoang gia 6 Ha-né-vo (Hanover).
That khé tin dugdc ring chi mét cai dau lai cé thé san sinh ra dugc toan bé tu
tudng (da hoAc chua in ra) ma Lai-bo-nit d¢a dé lai trén nhing trang gidy kia. Biéu
lam cac nha giai phau ngac nhién |a sau khi do va quan sat hép so clia Lai-bo-nit
ngudi ta nhan thdy rdng né nhd hon nhiéu so véi hép so cla moét ngudi binh
thuong (Khéng hiéu I8i dén ay cé that hay khéng !).

Ong I1a nha bac hoc 16n trong rat nhiéu linh vuc (Luat, Tén giao, Chinh tri, Lich
slr, Van hoc, Logic, Triét hoc, Toan hoc, Siéu hinh). Chi can cé mét trong nhimng
céng hién trén day clia 6ng cing dd luu danh hau thé. Ngudi ta bdo Lai-bo-nit la
moét vi du ching té cau phuong ngén "Biét nhiéu nghé, ching gidi nghé nao"
khéng dung.

Ong |a ngudi sang lap Vién Han 1am Khoa hoc Blc ma éng 1a vi Chi tich dau
tien. Ong mat vao ngay 14-11-1716 & Ha-n6-vo trong cé don.

&
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On tép chuong V

Tim dao ham cua cdc ham s6 sau

q)y—ﬁ_i_i_ "_5 b)y—z_i_i_i_i'
3 2 ’ X J.'2 .1'3 7x41
2y
o y=F L, d) y = [£+3-"](‘/;_ 1):
4x X
1+J§ X2+ 7x+5
e) y= - fi = ;

] el : X% - 3x

Tim dao ham cua cdc ham s6 sau :

4w = 2‘/—%11“ _ cosx ; b o & 3cosx :
x 2x + 1
2 e
33 = t +‘QCOSI ; %= 2{3?:)3(9 5111(.'9_1
sint 3sin@ + cos@
tan.x cotx
e) y=— = fiyi=
) sinx + 2 W= 2J_—l
Cho ham s6 f(x) = Jl + x. Tinh A3) + (x — 3)f'(3).
1 7'(0)

Cho hai ham s6 f(x) = tanx va g(x) = ——. Tinh ——
L 2 g'(0)

Giai phuong trinh f'(x) = 0, biét rang

f(x)= 3r+@—%+5.
X X
COS X fl()

Cho fi(x) = ,[>(x) = xsinx. Tinh

5
Viét phuong trinh tiép tuyén :

1 tai diém A(2 ; 3) ;

a) Cua hypebol y = Ll

> - 3 2 . .7 » i i
b) Cua dudng cong y=x + 4x ~ — 1 tai di€m c¢6 hoanh d6 x5 = -1 ;

c) Cua parabol y = X —Ax+4 tai diém c6 tung do yg = 1.



8.

10.

11.

Cho chuyén déng thang xdc dinh bdi phuong trinh § = o Ot, trong
dé t duge tinh bang giay va § duoc tinh bang mét.

a) Tinh van téc ctia chuyén dong khit= 2 s.

b) Tinh gia téc ctia chuyén déng khit= 3 s.

c¢) Tinh gia t6c tai thoi di€m van toc triét tiéu.

d) Tinh van t6c tai thoi diém gia toe triét tiéu.

Cho hai ham s6

2

1 . X
y==——=vVa y = —,
W2 V2
Viét phuong trinh ti€p tuyén véi d6 thi cia méi him s6 di cho tai giao
diém ctia ching. Tinh géc giita hai ti€p tuyén ké trén.

Bdi téip trdc nghiém

Chon phicong an diing :

2
xX“—2x+5 .
Va&i glix) = : - ‘l+ : 2(2) bang :

(A)1; (B)=3 ; (©-5; (D) 0.
Néu fix) = sin"x + x° thi f"[— %] bang :

(A)O; (B) 1; (©) -2; (D) 5.

. Gid st h(x) = 5(x + 1)° + A(x + 1).

Tap nghiém cua phuong trinh A"(x) = 01a :
(A)[-1;2]; (B) (—;0]; (O {1} ; (D) 2.
3 2

. Cho f(x) :%+L+.\-_

2
Tap nghiém cua bat phwong trinh f'(x) < 0 1a
(A)D; (B) (05 +o0) ; (CFE2:205 (D) (—o0 ; +o0).

1l



On tép cudi nédm
I - CAU HOI

1. Néu dinh nghia cdc ham s6 lwong gidc. Chi rd tAp xdc dinh va tap gid tri
clia tirng ham sé dé.

2. Cho biét chu ki cia méi him s y = sinx, y = cosx, y= tanx, y = cotx.

3. Neéu cich giai cdc phrong trinh lwgng gidc co ban, cich giai phwong trinh
dang asinx + bcos x = c.

4. Viét cong thite tinh s6 hodn vi clia tip gém n phan tir (n > 1). Néu vi du.

5. Viét cong thitc tinh s6 chinh hop chép k ctia n phan tir, céng thitc tinh s6 t6

hop chap k cta » phan tir. Cho vi du.

6. Viét cong thire nhi thite Niu-ton.

7. Phat biéu dinh nghia x4c suat (c6 dién) ciia bién c6.

8. Neéu ro cic bude chitng minh bang phuong phdp quy nap toin hoc va cho
vi du.

9. Ph4t biéu dinh nghia cip s6 cong va cong thitc tinh téng n s6 hang dau tién
cia mot cip s6 cong.

10. Phat biéu dinh nghia cip s6 nhin va céng thite tinh téng n s6 hang dau tién
ctia mot cip s6 nhan.,

11. Day s8 (x,) thoa man diéu kién gi thi duge goi 1a ¢é gidi han 0 khi n dan
t61 dwong vo cuce ?

12. Viét cong thite tinh téng clia moét cip s6 nhan 1ii vé han.

13. Dinh nghia him s6 ¢6 giéi han +w khi x — —o,

14. Néu céc gidi han dac biét cua diy s6 va cua ham sé.

- . —~ - N B . - - - 7 - -
15. Néu dinh nghia ham s6 lién tuc tai mot dieém, trén moét khoang. Néu nhan
xét vé do thi ctia mot ham s6 1ién tuc trén moét khoang.

16. Phét biéu dinh nghia dao him ctia hAim s6 y = f{x) tai x = xq.

17. Viét tit ca cdc quy tac tinh dao ham da hoc.

18. Gia str y = flx) 12 ham s6 c¢6 dao ham tai x5. Hiy vi€t phuong trinh ti€p
tuyé€n cta d6 thi him s6& dé tai diém My(x, ; fixg)).

II - BAI TAP
1. Cho ham s6 y = cos2ux.

a) Chitng minh rang cos2(x + km) = cos2x v&i moi sé nguyén k. Tir dé vé
dé6 thi (C) ctia hAm s6 y = cos 2.
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b) Viét phuwong trinh ti€p tuyén cua doé thi (C) tai diém c6 hoanh dé x = 3"

: 5 gen ; ’ 1 — cos2x
c) Tim tdp xac dinh cia ham s6 z = — s
1 + cos™ 2x

Cho ham sé y = ;
6+ 7sin2x
5 - -
a) Tinh A = —————, biét rang tana = 0,2.
6 + 7sin2a

b) Tinh dao ham ctia ham s6 di cho.
¢) Xdc dinh cdc khoang trén dé y' khéng duong.
Giai cdc phuwong trinh :

. X 9 -, 2 i
a) 2sin—cos .\'—2511155111 X'=¢cos x—8in" X ;

b) 3cosx + 4sinx =35 ;

c) sinx + cosx= 1+ cosx sinx ;

d) /1 —cosx = sinx (x € [n; 3n]) ;
e) [cosi — 35111.1.)3'1[1 X+ [l - sini — 3cos .\'] eonx = 0.

Trong mét bénh vién c6 40 bac si ngoai khoa. Hoi ¢6 bao nhiéu cich phan
7 A A ~
cong ca mo, néu mol1 ca gom :

# e P ~ ~ - -
a) Mot bac st moé va moét bac si phu ?
b) M6t bac s moé va bén bac s1 phu ?

Tim s6 hang khong chita a trong khai trién ctia nhi thitc

1 10
[—34‘ -!?2] i
o

Chon ngiu nhién ba hoc sinh tir mot t6 gém cé sdu nam va bén nit.

Tinh x4c suit sao cho :

a) Ca ba hoc sinh déu 13 nam ; b) Cé it nhAt m6t nam.

Mot tiéu doi cé 10 ngudi duoe x€p ngau nhién thanh hang doc, trong dé cé
anh A va anh B. Tinh xdc suét sao cho :

a) A va B dirng li€én nhau ;

b) Trong hai ngudi dé ¢é moét ngudi ding & vi tri s6 1 va nguoi kia dimg &
vi tri cudi cung.

179



10.

11.

13.

180

Tim cip s6 coéng tang, biét rang téng ba s& hang diu ctia né bang 27 va
tong cdc binh phwong clia chiing bang 275.

Cho biét trong mot cap s6 nhan, hiéu cua s6 hang thir ba va sé hang thir hai
bang 12 va n€u thém 10 vao s6 hang thi nhit, thém 8 vio s6 hang thit hai
con gitr nguyén s6 hang thit ba thi ba s6 méi lap thanh mét cip sé cong.
Hay tinh téng ctia nam sé hang diu cta cip s6 nhan di cho.

Tinh cédc gidi han sau :

(n+ 13- 2n)*

n3+1

. 1 4 3 n-1
b) lim 5 + 5 - 5 + ...+ 5 :
n+1 n+1 n" +1 n-+1

‘\an +1+n

c) lim :
2n +1

d) limvnn — 1 - Jn).

a) lim

i

5 ncos—

Y r : S - B G ) H
Cho hai day s6 (u,), (v,) v6i u, = 5 va v, = — ;
n-+1 n“+1

a) Tinh limu, .

b) Ching minh rang limv, = 0.

. Chitng minh rang ham s6 y = cosx khoéng c¢é gidi han khi x — +oo,

Tinh cac giéi han sau :
i T i i 8

.\'—}—21/2‘.2 | i x—2 ;(2 winf] ,

2
x°—=3x+1

c) lim : Rk : d) lim [_\.‘ + .1'2 CIE B = ] -

x—=27 X2 =1 L= %

. 2x—1 xR

e) lim : f) lim :

x>+ X + 3 X—>—D 2—-3x

g) lim (=2x° + x> = 3x + 1).
X—>—0



14.

13.

16.

17.

18.

19.

Chitng minh rang phwong trinh sau ¢é it nhit mét nghiém :

Phuong trinh sau ¢6 nghiém hay khéng trong khoang (-1 ; 3) :

snx=x- 1.

2t e 5y ] = 09

Giai cdc phwong trinh :
a) f'(x) = g(x) véi fix) = SiI]321’ va g(x) = 4cos2x — 3sindx ;
b) f'(x) = 0 v6i fx) = 20cos 3x + 12cos 3x — 15cos 4x.

Tinh dao him ctia c4c ham s6 sau :

C) b (2 e »rz) cosx + 2x sinx 5 d) ¥y =

; b) y=

.\'2 +1

COS‘d,\'z +1

COSX + xsinx

Tinh dao ham cap hai ctia cdc ham s6 sau :

a) y = l : )Y E ;;
x+1 x(1-x)
c¢) v = sinax (a 12 hang s6) ; d)y= siuzx.

Cho ham s6

fix)= ).'3 + h_\'z +ex +d.

SINX — XCOSX

(€)

Hiy x4c dinh cic s6 b, ¢, d, biét rang d6 thi (C) cna ham s6 y = fix) di qua

cic diém (-1 ;

V&i cac s6 b, ¢

-3),(1;-1)va f[%] = 0.

. Cho cac ham s6

f{x) = X4 b+ ex + d,

g(x) = 2 -3x+1.

, d tim duoc & bai 19, hiy :

a) Vi€t phwrong trinh ti€p tuyén clia d6 thi (C) tai diém cé hoanh do x = -1 ;
b) Giai phwong trinh f'(sinx) = 0 ;

c) Tim lim !

"(sindx) + 1

x—>0 g

'(sin3x)+ 3

181



PAP SO - HUONG DAN

CHUONG I §2.
sk ) l.a)x= a.rcsinl -2+ k2=,
1. a)tanx=0taix € {-m, 0, &} ; 3
b)tanx = 1taix € {—EEE} = X=T-— ar-::sinl -2+i2n, ke Z ;
' 4°4 4 3
c) tanx > 0 khi Bji E+k2£,kez ;
T T 3n 6 3
x€ |-N;——= || 0= |u|n;— | ; - s
2 2 2 Ox= —t k= ke Z ;
d) tan x < 0 khi
m m d) x=—-40° +k180°,
xe|-——;0|u|l=m|. " 5
2 2 x=110"+K180 k& &
, —— 't -
= W K RIS Yg 2 x=kmx=Z+k= ke Z.
by)D=R\N{R2n, ke Z}; | 2
i - s B 2osa ;
c)D=R\S$—+km keZ; ; 3. a)_l—l_alt:003§+ﬂ27c,f(EZ,
6
- b)x=+4"+k120° ke Z ;
dD=R \{——+kmkez‘l}. s . T g it
6 €) X=—+k—,x=——tk—, ke Z
3. Liy déi xiing qua truc Ox cdc phan do thi I8 3 18 3
ham s6 y = sinx trén cic doan [& + k27 ; d) x =i£+ﬁ:ﬂ:. _— iE+kTE, ke 7.
2n + k2x], gitt nguyén cdc phéan do thi 3
conlai (k€ Z). B s B, s, 1

4. vy =sin 2x la ham s6 tuan hoan véi chu ki
7 va la ham s6 Ié. Tur dé suy ra dé thi cha 5. a)x=45°+kI80° ke Z :
ham s6 nay.
5. Cat dé thi ham s6 y = cos x béi dutng thang By l+E+kE’ pe g
3 18 3

|
V= 5 xdc dinh hoanh dé giao diém.

o) ro ke x—km e T
6. xe(2n;n+k2n). ke Z.

T T
T xE E+:"(211:;3—ﬂ:+,!(72ﬂ: e . d)x =k—,x=— +kmn, ke Z.
2 7 3 2
8. a) 0<cosx<l1, v<3 y,.=3 B e i+k£,k =
Ox =k2m, ke Z. 12
b) 3-2sinx <5, v, =5 7. )x= —+k=,x=—= +kn ke Z.
4
ox=-—ZiiIn ke Z. o e
2 b) i:E‘i—k:,.{EZ
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§3.
T
L y=knx==+Rnke Z.

2 a)x=k2m x= i% +Rnke Z
T 3w
byx=k—,x = i?+ﬁ:ﬂi,f( c Z.
3. a)x=kdm ke Z :b)x = % + k2w,
A E— E + k2m, x = arcsin [—lj + 2,
i} 4
X = T — arcsin [—%] +k2n, ke Z ;
T 1
c) ——+km, x= mctan(——)+ kn, ke Z ;
4 2

d) x=Z+kn
x=arctan(-2) +km. k€ Z .

&l sl ki
4

X = arctan [—%] t+km ke Z ;

b)az= % +kn, x =arctan3 +km, k€ Z ;
c).x‘z% +km, x=arctan(-3) +ikm. ke Z ;
d)x= = +kt,x=— +kn ke Z.

2 6

7
8 aYaes e o G e B
12 12
B e e R o
N g . 4
(vl cosax=—; sinad=—).
5 5
ot i gk S
12 12

i weteSdy b
1 2

__— b
(vél sinox=— ; cosa=—).
13 1

6. 8) x=—tkE ke Z.
TR

b) x=km, x=arctan3+4ix:, ke Z.
On tap chuong I
1. a)co ;b) khong.

2. a) _i'E{—g.?’—;} :b)yxe (-n;0)u(m2w) .

3 a)l+cosx<2 = y<3, y . =3
x=k2n kel & ;
B y=l yo..=1

- max

&5 5= 2—;+k2ﬂ; ke Z.

i
4. a) _r:—l+arcsing+k271; ke & o:

= ﬂ—l—arcsin%+ Rr, ke Z.

in

b) _r:igh('rc, x=tShkn ke Z;

2
& _r:J_rTn+k21=:,k cZ:

o i SLIG RS
144 12

5 ayx=k2m _\':i%+k2n,ke Z:

8
b) x :E—[L km, x=arctan—+kn k€ Z ;
2 15

x=k2n, ke Z ;x=n-2c+kn. ke Z
1

(vai cosﬂ:’zf : sina'zﬁ).

d) Piéu kién sinx #0, x = i%jL k2.
CHUONG IT
§1.
1. a)4:b)4> =16;¢)4.3=12;
2.42. 3.a)24:b)576. 4.12.
§2.

1. a)6!;b)3 x5!;c)414.
2. 10! ; 3.210. 4 .360.
5. a)60;b)10. 6. 20.7. 60.
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§3.

212 3. w=5 4. 98 5=l

6. a), b) Goi ¥. Khai trién 11'° = (10 + 1)°
1011 = oo+ ™M,

§4.

1. a) Q = {588, SSN, NS§, SNS, NNS, NSN,

SNN, NNNJ.
b) A = {885, SSN, SNS, SNN} ;
B = {SNN, NSN, NNS} ;
(' ={SSN, NSS,SNS, NNS, NSN, SNN, NNN}.
% W) {9 | 5756
3.2) Q= {{1,2}, {1, 3} {1,4}, {2, 3}. {2, 4},
{3.4}}.
b) A={{1,3]}, {2,4}]};
B={{L,2}, {1,4},{2 3}, {2.4}

4. a) A= Al A2 ; B= A N4,

. {3,4}}.

C=(4 NA)U(AINA)) ;D=4 UA4,.

b) HD. D la bi€n c6 "Ca hai ngudi déu ban
truot”

3. a)Q Pl T0) =
:{ 234:‘)} B={7,8,9,10};
=1{2,4,6,8,10}.
6. a) Q = {5, NS, NN§, NNNS, NNNN} ;

b) A = {$, NS, NNS} ; B = {NNNS, NNNN}
7. a) Q gom cdc chinh hop chap 2 ctia 5 chi

s601,2.3.45;

b) A = {(1, 2), (L, 3), (1. 4, (1, 3), (2, 3),

2 4 (22 B 3, 3), & ) =

B={(2 1).42)};C=

§5.
6 11

1.¢) P(4)=—, P(B) = —

c) P(A)= 36" (B) 36

2b)A={1,3,4}:B={{1.2,3}.{2.3.4}};

1 1
P(A)=—,P(B)=—.
c) P(4) 2 (B) >

2 1 1
4, a)—.b) —.c)—.
3 A 6

=~ 0,000 0037 ;b)= 0,28123;
~ 0,000 133.

) ]
6- . b e
gebg

1
4
)
)
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12 13
7.a)DPoclap:b) — ;¢c) —.
B 25 25

On tap chuong II

4. a)1176;b)420. 5. a)=0,1;b)0,2.
6. 1)1_ b}ﬁ. 7. =04213.

105 210

2 3 1 1 1
8. a)—:;b) —;c)—. 9. a)— ;b)) —.

)5 )5 )5 )4. )4
CHUONG III
§1.

1 2 3

4. a) §,=—,8,=7,8,=—.

) 2 E Ty Ay
§2.

3. bu,=~n+8 véineN

4. a)Diy s6 giam ; b) Diy s6 tang ;
c) Day s6 khong tang ciing khéng giam ;
d) Diy s6 giam.

5. a) Day s6 bi chan duéi viu, = | ;

i

1
b) Ddy s6 bi chan vi 0 <u <§-

e)D<u,<1; d)—ﬁ{uﬂ{ﬁ.

§3.

1. a)u;=3,d=-2; b)u, :—l, d:l;
2 2

c) Day s6 khong phai la cép s6 cong ;

3
duy=2,d=——.
: 2

2. a)u; =16,d=-3;
bD)uy=3,d=2;u;=-17,d=12.
3. Dip 58 duoc dé trong ngoac don ciia bang.

u; d u, n L8
+2 (3) 33 20 (530)
(36) —4 (-20) 15 120

3 4/27 fs (28) (140)
(-3) (2) 17 12 12

2 = (—43) (10) =203




4 a)h,=05+0,18n;b)li, =428 (m).
5. 78.
§4.

2. a)q:S;b)ulzg;c)uzT

3. a)-q:3:%,l,3,9.27;

1
-q:—:}:g__‘ —1.,3._.—9..2'?;

B et S o
3 3 3 3 6
4.1,2.4,8, 16, 32.
5. Sau S nam: = 1,9 triéu ngudi ; Sau 10 nam :

7= 2,1 triéu nguoi.

V1o
=a

6. Biéu dién « . voin=1.
n+l nogq

Do dé diy s6 (a,) la cip s6 nhin véi cong
410
béig =——.
1 4 i
On tap chuong III
1. Cip 56 cong la diy s6 tang néu d > 0 va
giamnéu d < 0.

!\)

a)u, <0 véi moin ;

b) Cac $6 hang dan dau.

5. Dung phuong phap quy nap toan hoc.

8y 250, 9, T

7. a) Diy s6 tang, bi chan duéi.

b) Day s6 bi chan, khéng tang ciing khéng

glam

&

c) Day s6 giam va bi chan vi

1
O<u_ <

n—ﬁ_l_l'

8 a)u;=8,d=-3;

21
b)uy=0,d=3;u;,=-12,d=—.
1 1 5

9. a)u;=6,g=2;b)u;=12,9g=2;
cu;=1,9=2.
10: A = 2230 B = G130 € = 112730,

D157 300 1K g1 =1hoacg,=—.12% 6m’.

1
3

CHUONG 1V
§1.
1
l. a)u, = 2T(I{g) |

ey ChEFs 10 Sasre S0 Pl Lgkg.
10
3 . 3
3. a)2;b)—:c)5; d)—.
2 4
1 1 10
4 a)u, = —:b)—. 3 Vs
4" 3 11
6. E 7. a)+w:b)-o; c) _l - d) 4.
99 2
8. 2)2: b)0.
§2.

| y
1. a)—; b) -5.

2
2. Ham s6 y = flx) khong c6 gi6i han khix — 0.
3. a)—4;b]4.;c}%.d)—2.c)0;f}—m.

4.a)+o0;b) +o;c)-m.

S.b) lm f(x)=0, lim f(x)=—-oo,
x—3—n X33
lim f(x) = +oo.
x—3"
6. a)+o;b)+w;c)+m;d)-1.
dr
7. a)d = @gd)y =———;
s geiie
b) lim @d)=+4w, lim @d)=-o,
d—f* d—f~
lim @d)=f.
d —+0
§3.

1. y =f(x) lién tuc tai x, = 3.

2. a) y = g(x) khong lién tuc tai x, =2 ; b) 12.

3. a) y=f(x) liéntuc trén (-0 ; -1) va
(—1; +m).

4. a) vy = fix) lién tuc trén (- ; -3), (-3 ; 2)
va trén (2 ; +) ; b) v = g(x) lién tuc trén
céc khoang [‘2—" +kn; §+ krcj véik € Z.

5. Y kién diing.
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6. b) HD. Xét ham sé f(x) = cosx — x trén

R va haiso 0, 1.

On tap chuong IV

2. lmu, =2. 3. HOAN.
1 1 1 7,
5 a)y—3b)—;e)~wmid)=me)—; 1) ~—.
2 3 3 3
6. a) lim f(x) =+w; lim g(x) = +m;
x—0 =0
lim f(x)=-1; lim g(x)=4m;
X —>+w X >0

b) Hinh 60a) la do6 thi cua y = g(x), Hinh
60b) 1a do thi ctia y = flx).

7. v=g(x) lién tuc trén R .

8. HD. Xét dau f(0), f(1), f(2) va f(3).

CHUONG V
§1.

1. a)A2)-f1)=7;
b) £(0, 9) — (1) = —0.271.

!»J

T e

Ax

Ay

b) Ay = Ax(2x + Ax) ; &—'z 2x + Ax ;
‘

c) Ay = 2,&\'[3_{2 + 3xAx +( &1‘)2] :
Ay
w0 6.&'2 + 6x Ax + 2{.‘11.')2 z
Ax
Ax 5 ﬁ - 1

d) Ay=————; =
x(x+Ax) Ax x(x+ Ax)

[

|
La)3:;b) ——:c)-2.
) ) 7 )

4. HD. Ching minh f gian doan tai x = 0.
Tu do suy ra f khong co dao ham tai
diém do.

S. a) y=3x+2; b) y=12x-16;
¢) ¥=3x+2va y=3x—2.

6. a) y=—4(x—-1);b) y=—(x+2);

c) y= L _\‘:—i - 1.

7. a) 4949 m/s ; 49.245 m/s ; 49,005 m/s ;
b) 49 m/s.
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§2.
1. a)—1:b) 10.

4 8) 5x =19 40 b)—0d 4 Ty % ;

¢) 260 — 2% + %1- - d)—63x% + 12047,

3. 2)3°0(° =52 (75— 10);

2
b) —4x (3_'(2 -1):¢c) M
(==l
2 g 2
d) —112 6 122 ;c)—ﬁ—g{er}—;] .
(x"—x+1) X X
-2x-3

4. a)lr—g\f; : b)

2W2-5¢-17
2 (3(12 e ) 3—x
c) - d) 3
=T -3
S.a)x<0hoacx>2:b)1 - \E <x<| +J5.
§3.

1. a) 3 ; b) = :
(5x—-2)2 (7-3x)2
P —2(2x%2-3x-9) e —10x% —6x+9 |
(3—4x)? 2 (x=3)

]

a)(-1;1)w(;3);b)(-0;-3] [l ;+®);

c)[l_m;”_"ﬁ).

2 2

2

3 a)dcosx+3sinxy;b) —

(sinx — c-:)s._.'s')2 .

c) cotx—

sin” x
d) (x cos 1'—si11r){ l — l J
_ _ - X2 sin?x ’

1 X COs 1}.\'2 3=l
1) ;
cos” xv/1+2tan x \/_,‘-2 +1

4 a)-202F -0 + 1)+ (6x° = 189 (9—2v) ;

3002 1
b) [f+FJ (?_1-—3}+?[6J;——2] :

X

€)



W et i
‘ ol

2tan x 2x 1
+ ;

d)

s . :
cos X sin"x
1

3 =
2

7. a)x= @+ g + o, (k € Z) véi cow:% ;

x=Tn+kdn
b) t  4n (ke Z).
{= ——t f—
3 3

8. a)(—0;0)uU2;+m); b)(—w;0) (] ; +m).

§4.

|
Laji—— _ de:
2a +h)Wx

b) [(21‘+4)(_.\2—s}'_:)+(_r2+4_1'+l)x[2r— ] Hdr:
Wx

2tanx (_rz —Dsinx+2xcosx

2. a) dv: b)

cos® ¥ (l—.u‘z)2

§5.
1. ) 622080 ;

T
b) f'-=|=-9; f"©)=0;
) _J‘[ 2] 10

a) y" 2 b) v —;'
T ) T ada-n’
c) ¥y = 23”;"-; d) ¥"=—2cos 2x
cos” X
On tap chuong V

1. a) =2 —x+1 :

9l —6x? -2y +4

d) ¥
212
)y I
e) perem————:
Jr(-x)’
oA = 10xE15
f) ¥'= 5 5
(x= =3x)
5 e (J_:+I}_rsin_r+(2.\'2J:+1)cos_r )
: = -
., —32x+1)snx—6cosx
b) y'= 5 .
(2x+1)
; 2tsinf—1° cost—2
g) = :
: —
sin” 1
-7
d) '

B (3sin@+cos 49)2 :

2 4+sin° x

el = —g 5
cos” x(sinx+2)

1- 2-\,_? _cotx
By = sin’ x 'J\_ _
T (-1

x—3

3.2+—. 4. 1.
4
5. {12 ; +4}. 6.-1.
7. a)y=-2x+7;
B)y=-—3x-3;

e)y=—2xFr3=0y=2r—35.
8. a)-9m/s; b) 12111,‘[52 ;
c) lZm;’s2 :d)—12m/s.

I 2
9. a) y= ——_r+~j§,_\': ﬁ\'—— 3
" )

b)90°.

On tap cuoi nam

1. b) v:—ﬁ\'+ﬂTJ§—

-

1 -
—m G 3
2
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2. a) 8 . 15. HD. Xét ham s6 f(x)= -3t +x-1 va

113 hai s6 -1 ; 0.
-y —70cos2x o T 1 1
b) v —m > 16. a) {Z—I-k_—; —arcsin— + nm
T b n | 1
_ g Gt i — — —aresin— +mu. k,n,me Z
c)[ 4+kﬂ:.4+in].£e Z . 5 5 3 }
Ton kT b) k=t =127, kI € Z
3. a) {—+—n;(—l) —+k2m, n,kEZ}; 47 3 T '
4 32 3
6sin3x
b) {E—a:JrkZ:rr, keE}vc’ri cosar == ; A
) 5 cos” 3x

sin & = E. b) —.t'{\/.rz 41 s'un/.r" +1+cosvWxZ+1) )
) ;
«J(_H +1)°

c) {E+k2n;f2n, k..’eE} . d) {2:;:’—“}; P
2 2 c) x2sinx . d) - 5
e) Vo nghiém. (cosx+xsinx)

Lo Ao _

4. a)A;, =1560;b)40C,. 18. 2) y" = 2 i _\,,,:i_’_ 2 :
1+x)° (L=
c a (
5. 210. 6.a) — ;b) 1——.
% 3 1F ) c3 c) _1'":—uzsinu_r :d) p" = 2eoslx.
10 10
g o M0 o R (RSP . |
TR TR 3 2
8.u;=5,d=4
9. 186. 20,a) y=4x+1;
[x=km
10.3)4;b)l;c)3;d)—i. |
2 2 = b) | x = arcsin—+n2n (mn,keZ) ;

11. a) 0. 3
13.2)4: b) 1 c)—w:d)—»: X=T— amsin%—%mZﬂ:

2 16 2 2 ] L

1 c) 5.
C)Z;f)g;g)m.

188



BANG TRA CUU THUAT NGU

____THUAT NGU TRANG
Bat phuong trinh luong gidc i 37
Bién c6 61
Bién cé chac chan iy 61
Bién c6 déi 62
Bién s6 khong 61
Bién c6 xung khac i 62
Bién c6 déc lap 72
Cép s6 cong 93
Cép s6 nhén 98
Chinh hop 49
Cong boi 98
Cong sai 93
Céng thiic cong xdc suit 69
Céng thiic nhan xdc suat 72
Cong thiic nhi thic Niu-ton o k)
Cuong dé tic thoi ctia dong dién 153
Diy s6 85
Diy s6 bichan 90
Day s6 c6 2161 han htu han 113
Day 56 c6 giGihan 0 112
Diy s6 c6 giéi han vo cuc 117
Diy s6 giam i 89
Diy 56 hiiu han 3 85
Diy s6 khong déi 93
Diy s6 Phi-bo-na-xi 91
Diy s6 tang % 39
baoham 145
Dao ham bén phai 154
DPao ham bén trai ) 154
Dao ham cép hai 171
Pao ham cip n 171
Pao ham ctia ham hop 161
DPao ham mot bén 154
Pao ham tai moét diém 146
Dao ham trén moét doan 155
Dao ham trén mot khoang 153
Puong hinh sin 10
Gia téc tiic thoi ctia chuyén dong 172
Giao cua hai bi€n cé . 62
Gia thiét quy nap 80
Gidi han bén phai cua ham sé 126
Giéi han bén trdi ciia ham s6 126
Gi6i han hitu han ctia day s6 112
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THUAT NGU TRANG
Gi6i han hitu han ctia ham s6 tai mot di€m 123
Gid6i han hitu han ctia ham s6 tai vé cuc 127
Gidi han lim —— 163

=0 X

Gi61 han mot bén i 126
Gid6i han vé cuc (cua diy so) 117
Gid6i han v6 cuc ciia ham s6 129
Ham s6 gidn doan 136
Ham s6 hop 161
Ham s6 lién tuc tai mot di€ém 135
Ham s6 lién tuc trén mot doan 136
Ham s6 lién tuc trén mot khoang 136
Ham s6 luong giac 4
Ham s6 tuin hean 14
He¢ thic truy hoi 87
Hinh hoc Fractal 104
Hoan vi 46
Hop ciia hai bi€én c6 62
Két qua thuan loi cho bién c6 61
Khoéng gian mau 60
Phép thi 59
Phép thit ngau nhién 39
Phuong phap quy nap toan hoc 80
Phuong phap truy hoi 87
Phuong trinh béc hai déi véi mot ham s6 luong gidc al
Phuong trinh bac nhat d6i véi moét ham s6 luong gidc 29
Phuong trinh béc nhét déi véi siny va cosx 53
Phuong trinh luong gidc co ban 18
Phuong trinh ti€p tuyén 152
Quy tac céng (trong té6 hop) 43
Quy tac nhan (trong té hop) 44
S6 hang tong quat ctia diy s6 85
Tam giac Pa-xcan 57
Tan suit 43
Tiép diém 121
Tiép tuyén 151
Tong clia cdp s6 nhan i vo han 116
T4 hop 51
Van téc tic thoi clia chuyén déng 147
Vi phan 170
Xdc sudt cua bién c6 65
X nghia hinh hoc cua dao ham 150
Y nghia vét Ii ctia dao ham 153
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MUC LUC

Chuong I. HAM SO LUONG GIAC VA
PHUONG TRINH LUGNG GIAC
§1. Ham s6 luong giac
§2. Phuong trinh luong giac co ban
§3. Mot s6 phuong trinh luong giac thuong gap
On tap chuong |
Chuong II. TO HOP - XAC SUAT
§1. Quy tac dém
§2. Hoan vij - Chinh hop - To hop
§3. Nhj thuc Niu-ton
§4. Phép thu va bién co
§5. Xac suat cua bién co
On tap chuong II

Chiong III. DAY SO - CAP SO CONG VA CAP SO NHAN

§1. Phuong phap quy nap toan hoc
§2. Day so

§3. Cap s6 cong

§4, Cap s6 nhan

On tap chuong Il

Chuong IV. GIOI HAN

§1. Gigi han cuia day so
§2. Gioi han ctia ham so
§3. Ham so lién tuc
On tap chuong IV
Chuong V. DAO HAM
§1. Dinh nghia va y nghia cua dao ham
§2. Quy tac tinh dao ham
§3. Dao ham cua ham s6 luong giac
§4. Vi phan
§5. Dao ham cép hai
On tap chuong V
On tap cudi nam

Trang

18
29
40

43
46
35
59
65
76

80
85
93
98
107

112
143
133
141

146
157
163
170
122
176
178
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Chiu trdach nhiém xudt ban :

Bién tdp lan ddu :
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Bién tdp ki thudt va trinh bay :
Trinh bay bia :

Stéa ban in :

Ché'ban :
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HUAN CHUONG HO CHI MINH

SACH GIAO KHOA LOP 11

1. TOAN HQC 7.DIALI 11
o DAI SO VA GIAI TICH 11 8. TIN HOC 11
o HINH HOC 11 9. CONG NGHE 11
2, VAT Li 11 10. GIAO DYC CONG DAN 11
3, HOA HQC 11 11. GIAQ DYC QUOC PHONG - AN NINH 11
4. SINH HQC 11 12. NGOAING(
5. NGLP VAN 11 (t4p mOt, tdp hal) e TIENG ANH 11 o TIENG PHAP 11
6. LICH SU 11 o TIENG NGA 11 o TIENG TRUNG QUOC 11

SACH GIAO KHOA LGP 11 - NANG CAO

Ban Khoa hoc Ty nhién : « TOAN HOC (DAI SO VA GIAI TICH 11, HINH HOC 11)
« VAT L 11 « HOA HOC 11 « SINH HOC 11

Ban Khoa hoc X8 hoi va Nhan vin: « NGO VAN 11 (tap mot, tap hai)
o LICHSU 11 « DIALI 11
» NGOAI NGU (TIENG ANH 11, TIENG PHAP 11,
TIENG NGA 11, TIENG TRUNG QUGG 11)
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Tem chéng gid 77 L



